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INTRODUCAO

Um matematico, um fisico e um quimico encontram-se
e alguém pergunta qual a estrutura algébrica com mais
aplicagdes nas respetivas dreas. Ao contrdrio das histérias
habituais, é provével que a resposta seja a mesma: a teoria
dos grupos.

Os grupos sdo uma representacdo abstrata da sime-
tria de determinado objeto (estrutura algébrica, espa-
¢o métrico, figura geométrica, ou um objeto fisico como
um cristal). Cada elemento do grupo corresponde a um
tipo de simetria desse objeto. Por exemplo, um quadra-
do no plano pode ser identificado pelos seus vértices,
X = {v1,vp,03,04}. O conjunto das simetrias do qua-
drado, que representamos por Sym(X), corresponde ao
grupo diedral com oito elementos, Dg: quatro rotagdes
(0, 71/2, 7w e 37t/2 radianos) e quatro reflexdes através dos
quatro eixos de simetria (as duas diagonais, a horizontal
e a vertical). Dizemos, entdo, que o grupo Dg atua no qua-
drado e escrevemos Dg m X para indicar essa agdo.

Genericamente, dado um objeto X, uma maneira natu-
ral de obter um grupo é precisamente considerar as sime-
trias de X, G = Sym(X). Este grupo G vem naturalmente
equipado com uma agdo G »~ X em X, ou seja, uma fungéo

GxX—X,

que iremos denotar simplesmente por (g, x) — ¢ - x. Nes-
te sentido, uma simetria é um automorfismo de X, isto é,
uma bijecdo de X em si préprio, que preserva a estrutura
de X (algébrica, topolégica, geométrica, etc.).

quociente estendido generali-

za 0 espago quociente para a
a¢do de um grupo finito num espago
topoldgico localmente compacto X.
Sao apresentados vdrios exemplos e
calculados em detalhe os casos da
acgdo dos grupos simétrico S, e ciclico
Z./nZ no toro n-dimensional T".

Vejamos um outro exemplo: o conjunto [n] = {1,...,n}
de n elementos. Dado que [n] ndo tem, a priori, nenhuma
estrutura, as suas simetrias sdo dadas simplesmente pelo
conjunto das bije¢des [n] — [n], ou seja, as permutagdes
dos elementos de [n] que correspondem ao grupo simétri-
co Sym([n]) = Sy. Aagdo Sy, ~ [n]é dada por o -k = o(k),
como € S,ek e [n]

H4é vérias razbes para estudarmos agdes de grupos.
Por exemplo, quando os objetos tém uma estrutura “com-
plicada”, pode ser ttil representd-los através de objetos
mais simples ou mais conhecidos, como matrizes. Esta
ideia serve de base a teoria das representacdes. Por outro
lado, certos grupos podem ter eles préprios uma estrutura
“complicada”, sendo ttil conhecer a sua a¢do em certos
conjuntos. Um exemplo da teoria dos niimeros é o grupo
de Galois absoluto Gal(Q/Q), formado pelos automor-
fismos do fecho algébrico Q do corpo dos racionais, que
fixam Q.

Por vezes, a agdo do grupo num objeto ndo preserva
qualquer informacao sobre o grupo. Um exemplo desse fe-
némeno ocorre precisamente no caso mais simples, quan-
do o objeto é o conjunto com um tnico ponto. Usando
uma ideia de Alain Connes e de Paul Baum [3], é possivel
modificar o objeto e definir uma nova agdo, de modo que
alguma informagéao sobre o grupo seja sempre preservada.
Ao objeto assim obtido chamamos quociente estendido
(ver [2] para uma breve introdugéo).

Para simplificar a abordagem, vamos considerar a¢des
de grupos finitos, nomeadamente o grupo simétrico S, e
o grupo ciclico com n elementos Z /nZ, no toro n-dimen-
sional T". Estas a¢des encontraram recentemente aplica-
¢do numa conjetura geométrica, conhecida por conjetura
ABPS (acrénimo de Aubert-Baum-Plymen-Solleveld), cuja
formulacdo necessita de alguma sofisticagdo matemdtica
que ndo pretendemos neste artigo. O leitor interessado
poderd consultar [1] para mais detalhes. No entanto, os
autores acham o conceito de quociente estendido, que de-
finiremos na secgdo 2, suficientemente simples e interes-
sante para o darem a conhecer aos leitores da Gazeta de
Matemdtica.

Este texto é inspirado em notas manuscritas do segun-
do autor, baseadas na palestra dada por Roger Plymen no
semindrio K-theory Day na Universidade de Manchester,
em fevereiro de 2005. O K-theory Day foi um semindrio re-
gional de matemadtica no Reino Unido, apoiado pela Lon-
don Mathematical Society durante quase uma década, e
cujas atividades se deveram em grande parte ao empenho
de Roger Plymen (Universidade de Manchester), Jazek
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Brodzki (Universidade de Southampton) e Ulrike Till-
mann (Universidade de Oxford).

1. 0 ESPACO COM UM UNICO PONTO

Antes de motivar e enunciar o problema, e para conve-
niéncia do leitor, relembramos a defini¢do de agdo de um
grupo e de espago das 6rbitas. Para evitar demasiado for-
malismo, as defini¢des serdo introduzidas ao longo do
texto consoante sejam necessdrias, e sem preocupagao de
grande generalidade, mas apenas o estritamente necessa-
rio para a exposigao.

Seja X um espaco topolégico localmente compacto de
Hausdorff. Seja G um grupo finito (naturalmente munido
da topologia discreta). Uma agdo (a esquerda) continua de
G em X é uma fungdo continua

a:GxX—X, (gx)—a(gx)
que, para quaisquer g, 1 € Gex € X, verifica as propriedades
(i) a(g, a(h, x)) = a(gh, x)

(ii) a(e, x) = x,

onde e denota a identidade do grupo G. Como habitual-
mente, usaremos a notagdo abreviada que ja menciona-

mos na introdugéo, a(g,x) =g - x.

Exemplo 1.1. Um outro exemplo elementar é a agao do
grupo multiplicativo IK* de um corpo K no conjunto K"
n=>1)

K* x K" = K", (A x)— (Axq,...,Axy,),

comx = (x1,...,%,) € K" Esta acdo estd na génese da de-
fini¢do da estrutura de K" como espago vetorial sobre K.

A 6rbita de um elemento x € X é o subconjunto de X
definido por
G-x={y-x:v€G}L

O espaco quociente (ou espaco das érbitas) obtém-se fa-
zendo colapsar cada 6rbita num ponto

X/G={G-x:x€eX}.

Exemplo 1.2. Como ilustra¢do, vamos identificar o espa-
¢o das orbitas do exemplo 1.1, no caso em que K =R e
n = 2. O espago das 6rbitas é o conjunto
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R?/R* = {R* - (x1,%2) : (x1,%2) € R?)}
= {{(Ax,Axp) : A € R*} 1 (%, %0) € R?}
={(0,0)} UP'(R),

onde U representa a unido disjunta e P'(R) o espago pro-
Jetivo real, cujos pontos (ou Orbitas) sdo as retas no plano
que passam na origem. Escolhendo como representante
de cada reta o ponto do circulo unitdrio, concluimos que o
espaco das drbitas é homeomorfo a unido disjunta forma-
da por um ponto e o circulo unitdrio, que denotamos por
T={zeC:|z|]| =1}

R?/R* = {(0,0)} UT.

Consideremos o caso mais elementar de agdo de um
grupo: o espago formado por um tnico ponto, X = {pt},
no qual atua um grupo discreto G. A questdo fundamen-
tal, j& colocada por Pierre Cartier no excelente artigo [5], é
tentar perceber que informagdo podemos obter a partir do
espago das érbitas X/G. O quociente usual (ao longo do
texto, usamos o adjetivo usual para destinguir de outros
modelos de espago quociente) é simplesmente

{pt}/G={g pt:g € G} = {pt},

ou seja, o grupo G, e a informacao que ele contém, desapa-
rece no espaco das Orbitas.

Armand Borel sugeriu em [4] substituir pt por um es-
paco contrétil EG (uma vez que todo o espago contratil é
homotopicamente equivalente a um ponto), onde G atua
livremente. O novo espacgo das érbitas ou espago quocien-
te (usaremos a notagdo // para distinguir do quociente
usual), nesse caso, seria

{pt} /G = EG/G = BG, (1)

onde BG ¢ a base do espago EG visto como fibrado princi-
pal de grupo G.

No caso geral em que G atua no espago X, o espaco das
6rbitas é substituido pelo quociente

X//G = (X x EG)/G, @)

com a agao diagonal. Claro que (2) se reduz a (1) quando
X ={pt}. Um exemplo concreto é

{pt) /) Z" =R"/Z" =T",

onde T" denota o toro n-dimensional (abreviadamente,
n-toro) dado pelo produto direto de n cépias do circulo
unitdrio T ={z € C: |z| =1}



2. O QUOCIENTE ESTENDIDO

Vamos agora introduzir o quociente estendido, de acordo
com [3], e analisar o caso do espago com um dnico pon-
to. Suponhamos que existe uma a¢do G ~ X. Para cada
x € X, denotamos por Gy o estabilizador de x

Gr={y€eG:y-x=x}.

E sabido que G, é um subgrupo de G, também conhecido
em certos contextos como o subgrupo de isotropia de x.

Construa-se o seguinte espago topoldgico para a topo-
logia produto

X={(x,7) €XxG:y-x=x},

no qual existe uma acgdo natural de G a esquerda,
G x X — X, definida por

g (x7)=(gxg 7= x818 ") 3

Ou seja, a agdo de G em X na primeira coordenada € a
agao G x X — X original e na segunda coordenada é dada
por automorfismos internos.

Para cada y € G, seja X" o conjunto de todos os pontos
em X fixos pela acdo de 7y, dado por

X'={xeX:vy-x=ux},

e seja Z(vy) o estabilizador de v em G. O estabilizador é,
neste caso, o centro de 7 em G (dai a notacao)

Z(7) ={ge€G:gr =18}
={geG:g187 =1}
={geG:g-r=1}

Definicdo 2.1. O quociente estendido X // G é o quociente
usual X /G para a agdo G x X — X definida em (3).

O quociente estendido X //G é um espaco topolégico.
Uma vez que a proje¢do X — X, (x,7) — x é G-equiva-
riante, i.e, comuta com a agdo do grupo, a projegdo

XxG—=X, (x,7)—x

induz a projecdo do quociente estendido no quociente
usual

p:X//G—X/G, g-(x7) g7

a qual desempenha um papel fundamental na conjetura
ABPS referida na introdugao.

Como o conjunto das érbitas de uma agdo define uma
particdo do espaco X indexada nas classes de conjugacdo
C/(G), se representarmos a unido disjunta de dois conjun-

tos disjuntos A e B por A LU B, conclui-se que o quociente
estendido é dado pela unido disjunta

x/G= ||

[1]eCi(G)

XY/ Z(7y). 4)

Esta caracterizagdo do quociente estendido é particular-
mente ttil nos cdlculos. Tendo em conta a discussdo na
secgdo anterior, a questdo natural é que informagao sobre
o grupo G é possivel manter no caso trivial do quociente
estendido {pt}//G? O préximo exemplo responde a esta
questao.

Exemplo 2.2. Aplicando a defini¢do 2.1, vem
{pt}//G = {g- (pt,7) : v-pt = pt}
={(g-pt,g-7):8€G}
= {(pt.g1s ") : g€ G}
= CL(G).

Portanto, o quociente estendido, {pt} // G, permite-nos ob-
ter as classes de conjugacao de G.

Recordemos que uma agdo é livre se apenas a identida-
de ¢ € G fixa algum ponto de X, isto é,

JxeX:y-x=x=7y=e

Estamos em condi¢Ses de enunciar e demonstrar o se-
guinte resultado.

Proposicao 2.3. Dado o quociente estendido X // G, tem-se:
(1) X // G contém o quociente usual X/ G;

(77) Se a acdo de G em X é livre, entdao X //G = X/G.

A demonstracdo é elementar atendendo a que, para
v =¢ X7/ Z(v) = X/G. Por outro lado, se a agdo ¢ livre,
entdo

X={(x,7)eXxG:y-x=x}={(xe) e XxG} =X

Eis dois exemplos ndo elementares de quociente esten-
dido. No primeiro exemplo, o grupo ciclico de ordem 2,
G = Z, = (), atua no circulo unitdrio T por conjugacio.
Para simplificar a notagdo, iremos representar o grupo ci-
clico Z/nZ de ordem n por Z,,.

Exemplo 2.4. Seja X = T, G = Z, e considere-se a acao
por conjugacdo, v - z = z. Entdo, atendendo a (4), um cdl-
culo simples permite concluir que
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T//Zy =T/Z; U {pty,pt,} = [0,1] U {pty, pt, },
onde {pt;, pt, } sdo dois pontos isolados.

No segundo exemplo, o grupo Z, atua no 2-toro por
permutagdo das coordenadas.

Exemplo 2.5. O grupo Z, atua no 2-toro por permu-
tacdo das coordenadas, 7y-(z1,22) = (2z2,z1). Como hd
apenas duas classes de conjugacio, {e} e {v}, e como
X" ={(z,2z):z € T} 2T, tem-se:

T2//Z, =T?/Z,UT =MbUT,

ondeMb é a banda de M6bius. Podemos visualizar o quo-
ciente estendido através da figura 1.

Figura 1. O quociente estendido T?[Z.

3. O QUOCIENTE ESTENDIDO T"/S,
O resto do artigo é dedicado a generalizagdo do exemplo
2.5. Comegamos com o grupo simétrico S;, que atua no

n-toro T" por permutacdo das coordenadas:
v (le cee /Zn) = (Z'y(l)/ s /Z"y(n))/
com vy € S,e(zy,...,2z5) € T

E conhecida a existéncia de uma bije¢do entre o tipo de
uma permutagdo 7 de S, caracterizado pelo ntimeros de
ciclos de um certo comprimento, e as partigdes de n

{[7] € CL(S,)} « {parti¢des den}.

Cada classe de conjugacdo é caracterizada por um tipo.
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Exemplo 3.1. A particdo
12=3+34+2+24+2=2x3+3x2,

associamos a permutagao

v =(123)(456)(78)(910)(11 12) € Sy,

cujo tipo é caracterizado por dois ciclos de comprimento
3 e trés ciclos de comprimento 2. Qualquer outra permu-
tacdo de S12 com o mesmo tipo, ou seja, com dois ciclos de
comprimento 3 e trés ciclos de comprimento 2, pertence a
mesma classe de conjugagao.

Seja v € Sy a permutagédo associada a partigdo
n=rny+rong+---+rng, n>ny >np > >0 > 1,

(5)

onde r; é o nimero de ciclos de comprimento 7; no tipo
de «. O conjunto dos pontos fixos pela agdo de - é dado

por

X7 = {(all"'"alll'“/alrll'“/alrlluzll'"lazll“-qurzl“-luzrzl
m ny ny ny
...,akl,...,ukl,,..,akyk,...,ak,k), ajj € T}
—_——— N

ng N

O estabilizador do elemento vy associado a partigao (5),
que para esta agdo é o mesmo que o centralizador, ndo
é fécil de calcular. De acordo com [7, pp.295-296, o esta-
bilizador de 7 é dado pelo produto entrelacado (wreath
product)

Z(Y) =Zn, 1Sr, X -+ X Zp, 1Sn,.

Pela definigdo de produto entrelagado, cada Z,, 1 S, é o
produto semidireto Z;, x S,,. O leitor interessado pode-
rd consultar as pdginas 66 e 269 de [7] para as defini¢Jes,
respetivamente, de produto semidireto e produto entrela-
¢ado. Assim, o centralizador Z(y) é dado pelos produtos
semidiretos

Z(y) =Zy, % Spy X - X Zyk X Sy

Vejamos como determinar X7/Z(7y) a partir da discussdo
anterior. O elemento <y permuta os blocos com o mesmo
tamanho 1;, que estdo repetidos 7; vezes, o que correspon-
de ao grupo simétrico S,.. Por outro lado, os elementos de
cada bloco sdo permutados ciclicamente, o que correspon-
de ao grupo ciclico Z;,. Tendo em conta que os vérios gru-
pos ciclicos Zy,, ..., Z;,, atuam trivialmente no conjunto
dos pontos fixos X7, vem que



XY/ Z(y) = {(an,..., ) a1 € T}/Sy,
<o x{(ap, ..., 00,) a3 € T}/ Sy,
ok, e ak) g € T/ S,
:Trl/srl X rlFrz/srz Xoee XTrk/Srk.

Denotaremos o quociente T"/S,, que corresponde aos
n-uplos néo ordenados do circulo unitdrio, por Sym" (T),
ao qual damos o nome apropriado de n-ésimo produto si-
métrico. No exemplo 2.5, a banda de Mdbius é o produto
simétrico (note que Sy = Zy)

Mb = T?/S, = Sym?(T).
Assim, o quociente X7/Z(7y) é precisamente um produto
direto de produtos simétricos
X7/Z(7y) = Sym"(T) x Sym™(T) x --- x Sym'*(T).

Acabamos de provar a seguinte férmula para o quo-
ciente estendido:

Proposigdo 3.2. Seja T" o n-toro onde o grupo simétrico Sy,
atua por permutagao das coordenadas. Entao, o quociente
estendido para essa acdo é dado por

/s = ||
[Y]€Cl(Sn)

Sym'(T) x Sym'?(T) x - - - x Sym'(T),

onde cada classe [y] € C{(S,) corresponde a uma parti¢ao

n = riny + rohp + - - - + 1Ny, COM

n>ng >ny>--->n > 1L

Para ilustrar o resultado anterior, vamos calcular os
quocientes estendidos T" //S, paran = 3en = 6.

Exemplo 3.3. Hd trés particoes den = 3
340, 2+1, T+1+1,

cujos quocientes XV / Z(vy) sdo, respetivamente,
T, T2, T3/S;3 = Sym>(T).
Portanto, o quociente estendido é, neste caso,

T3//S3 = TUT? USym3(T).

Exemplo 3.4. O inteiron = 6 tem um total de 11 parti¢cées

6+0,5+1,4+2, 4+1+1,3+3,3+2+1,3+1+1+1,
2+2+2, 2+2+1+1,2+1+1+1+1, 1+1+1+1+1+1,

donde se conclui que

T®//Se =T UT? UT?UT x Sym?(T) LI Sym?(T)
UT3UT x Sym®(T) L Sym®(T) LI Sym?(T)
x Sym?(T) U'T x Sym*(T) L Sym®(T).

Ao analisarmos os exemplos anteriores, verificamos
que a primeira componente é o circulo unitario, T, que
corresponde a identidade y = ¢, ou seja, a particao n + 0,
enquanto a tltima componente é o produto simétrico ma-
ximo Sym”"(T). Esta tltima componente corresponde
a classe de conjugagédo representada por um ciclo de or-
demmn, vy = (12 ... n) €S, O centralizador desse ciclo,
Z(y) = Zy, atua trivialmente no conjunto dos pontos
fixos X" = {(a,a,...,a) € T"}. Portanto,

X7/Z(y) = T/Z, =T.

Em resumo, se a ordem pela qual escrevemos as parti-
¢oes for a dos exemplos anteriores, qualquer quociente
estendido T" /S, tem primeira e tltima componentes T
e Sym"(T), i.e.,

T"//Sy =TU---USym"(T).

4. O QUOCIENTE ESTENDIDO T"/Z,

Nesta secgdo consideramos a a¢do de G = Z,, em X = T"
por permutagdo ciclica das coordenadas. Sendo Z, um
grupo abeliano, cada elemento y € Z,, é uma classe de
conjugacdo, isto é, C4(Z,) = {[y] = {v} : v € Z,}. Além
disso, o centralizador de qualquer elemento y é todo o
grupo, Z(vy) = Z,. Naturalmente, tal como acontecia com
G =S, X/Z(e) = T"/Zy.

Para calcular o quociente estendido, precisamos de
determinar o conjunto dos pontos fixos X7, com y # 1.
Como a agdo é amesma de S, em T", a estratégia é ver Z,,
como um subgrupo de S,,.

Para facilitar a andlise, usaremos nesta sec¢do a nota-
¢do multiplicativa para o grupo ciclico de ordem n (na-
turalmente isomorfo ao grupo ciclico aditivo, e que se
costuma representar por C,, mas que, por comodidade,
continuamos a representar por Z,):

Zy=(7)=(12...n))={2"2"7% ...}

Deve notar-se que cada elemento ! atua em T" movendo
cada coordenada para a direita i posi¢des (right shift). Esta
abordagem traduz-se em considerar como gerador de
Z, o ciclo de ordem 1, v = (1 2 ... n), que desloca cada
coordenada de T" uma posicdo para a direita.
Comegamos por estudar a estrutura de T"//Z;, no
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caso em que n = p é um ntmero primo. Cada elemento
i # e do grupo Z, é um ciclo de comprimento p. Por-
tanto, o conjunto dos pontos fixos X" é igual para todo
vi # e, sendo dado por:

X% ={(a,a,...,a) :a € T} =T.

Naturalmente, a agdo de Z(7;) = Z, em X7i é trivial, pelo
que X%i/Z(y;) = T, para qualquer 0 < i < p. Conclui-se
que os p —1 elementos 7; # e em Z, contribuem com
p — 1 coépias de T para o quociente estendido.

Proposicio 4.1. Sejan = p um niimero primo e T? o p-toro
onde o grupo ciclico Z,, atua por permutagdo das coor-
denadas. Entao, o quociente estendido para essa agdo é
dado por

T /)7, =T/Z,JTU---UT.
N2, =T"/2Z, :
i
E de notar que a ordem das vérias componentes do
quociente estendido neste caso, com G = Z,,, é diferente

do caso G = S;, uma vez que as classes de conjugacdo sdo
agora os 1 elementos de Z,.

Exemplo 4.2. Paran = 3,
T3/ 75 =T3/Z;UTUT.

Geometricamente, o quociente usual T3/Zs é homeo-
morfo ao produto de um circulo unitdrio T com uma
2-esfera (isto &, a fronteira de uma esfera em R?), ou seja,
T3/Z3 = T x S, pelo que o quociente estendido pode ser
visualizado através da figura 2.

@

Figura 2. O quociente estendido T°[Zs.

Exemplo 4.3. No caso n =7, o quociente estendido é
dado por

T )Z; =T /Z; UTUTUTUTUTUT.

Antes de considerarmos o caso geral G = Z,, é elucidati-
vo analisar um niimero composto. Vejamos o cason = 6.

Exemplo 4.4. Podemos representar o grupo ciclico Zg
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como o subgrupo de S gerado pelo ciclo v = (123456):

Ze=1{e,(123456),(135)(246),
(14)(25)(36),(153)(264),(165432)).

A contribui¢do de cada elemento (neste caso, cada elemen-
to corresponde a uma classe de conjugagdo) é a seguinte:

» Naturalmente, 4° = e contribui com o quociente
usual T®/Z.

Por outro lado, para cada 0 < i < 5, os elementos +'
com ciclo do mesmo tipo tém o mesmo comportamento.

» Os elementos 4! e 7% sdo do mesmo tipo,
6 =6+0=1x6, correspondendo a um ciclo de compri-
mento 6. Note que as poténcias, que podemos ver como
indices, i = 1,5, sdo primos relativos com 6. Ambos con-
tribuem com duas cépias de T.

»92 e v* sdo do mesmo tipo, 6 =3+3=2x3, es-
tando associados a dois ciclos de comprimento 3. Os
indices ndo sdo primos relativos com 6, uma vez que
m.d.c.(2,6) = m.d.c.(4,6) = 2. Um simples cdlculo mos-
tra que os pontos fixos sdo dados por

X7 =x" = {(a,b,a,b,a,b) :a,b € T}.

Portanto, contribuem cada um com uma copia de
Mb = T?/Z; (a banda de Mébius) para o quociente es-
tendido

X7/ Z(4%) = X" /Z(y*) = {(a,b,a,b,a,b) : a,b € T}/ Z¢
>~ {(a,b) :a,b € T}/Zy = T?/Z,.

» 43 € o tnico elemento com ciclo do tipo
6=2+2+2=23x2, isto é trés ciclos de comprimento
2, contribuindo com

X"S/Z('ﬁ) ={(a,b,c,a,b,c) :a,b,c e T}/Zs
=~ {(a,b,c):a,b,c € T}/Zs =T3/Zs.

Assim, o quociente estendido paran = 6 é dado por

TC)/Ze =T/ Z¢ UT>/Zs3 UT?/Z, UT?/Zy UTUT.

Impde-se um comentdrio sobre o exemplo anterior.
Quando i varia nos divisores de n = 6, os quocientes
usuais T'/Z; surgem no quociente estendido T°//Zs.
Além disso, cada quociente T'/Z; aparece repetido k ve-
zes, onde k é tal que 1 < k <n —1e i =m.d.c.(k,n). Dito
de outra forma, os quocientes T /Z; correspondem aos
elementos que tém o mesmo ciclo n =i X ¢, onde c é o



comprimento dos ciclos disjuntos que aparecem no tipo
do elemento (todos com ciclo de igual comprimento).

A andlise anterior leva-nos a considerar a seguinte
iy)) de Z,,
qual a estrutura ciclica dos seus elementos, isto é, qual a

questdo: dado o subgrupo ciclico ((i; iy ...

estrutura ciclica de uma poténcia
(il i ... Zy)m S <(11 i ... lr)>7

A resposta é dada pelo seguinte resultado.

Lema 4.5. ([6]) Para cada numero natural m, a poténcia

(iyip ...
res ciclicos disjuntos, todos eles de comprimento

i)™ correspondem exatamente m.d.c(r, m) fato-

__r
m.d.c.(r,m)

Antes de enunciar o resultado principal desta seccao,
recordemos a fungdo totiente de Euler, denotada por ¢.
Dado um inteiro positivo n, o valor ¢(n) corresponde ao
nimero de inteiros entre 1 e n que sdo primos relativos
com o inteiro n:

¢p(n)=keZ:1<k<nmdc (kn)=1}.

Numa interpretacdo mais algébrica, a fungdo ¢ conta o
nimero de elementos invertiveis no anel Z,, ou seja, a or-
dem do grupo das unidades U(Z,) do anel Z,

¢(n) = [U(Zn)]-

Por exemplo, considerando os representantes 1, 2, 3,4, 5, 6
de Zg, com 6 = 0 (mod 6), apenas 1 e 5 sdo primos relati-
vos com 6. Portanto ¢(6) = 2.

Estamos em condi¢ées de enunciar e demonstrar

o resultado que dd a estrutura do quociente estendido
T" /) Z.

Proposigdo 4.6. Seja T" o n-toro onde o grupo ciclico Z,
atua por permutagées ciclicas das coordenadas. Entao, o
quociente estendido para essa agdo é dado por
T//Zy=T"/Z, || T'/2;| |TU---UT
1<k<n o(n)

onde ¢ é a fungdo totiente de Euler e i = m.d.c.(k,n) # 1,
coml <k <n.

A demonstragdo segue, de certo modo, os passos do
exemplo 4.4.

Demonstragio. Comegamos por notar que os elementos de

Zy={" %)

aparecem com ciclo correspondente as parti¢des do tipo

n=ng+ng+--+ng=7rgn,

onde 7 é o tamanho do ciclo e r; o ndmero de repeticdes
desse ciclo. H4 a considerar trés casos distintos.

» O caso ng = 1l e rp = n corresponde a 79 = e. Neste
caso, obtemos o quociente usual T" /Z,,.

» O casony = ner, =1, que corresponde as elementos
7* onde k é primo relativo com #, isto ¢, m.d.c.(k,n) = 1.
Os pontos fixos sao

X" ={(a,4,...,0) €T :a € T} = T.

Existem exatamente ¢(n) elementos 7 deste tipo. O cen-
tralizador destes elementos, Z(’yk ) = Z,, atua trivialmen-
te no conjunto dos pontos fixos X7, o que significa que
obtemos exatamente ¢(n) cépias de T.

» O dltimo caso estd entre os dois casos extremos ante-
riores, ou seja, corresponde aos elementos ¥ com o mes-
mo ciclo de tipo n = rgny, com r # 1 eny # 1. O conjunto
dos pontos fixos nesse caso é

k
X7 ={(ay,a,..

oo, 01,0, ,0,) € T" 1 a; € T}

03

e portanto

k
XV /Z(V) =2 {(ay,a2,...,a5) €T" :0; € T}/ Zy = T/ Z,,.

De acordo com o lema 4.5, o ntimero de repeti¢des deste
quociente no quociente estendido corresponde ao ntimero
de elementos 7K com ciclon = rgng e rp = m.d.c.(k, n). Es-
crevendo 1y = i = i, o resultado segue. O

Exemplo 4.7. Calculemos o quociente estendido T'2 // Z1,.
Dos representantes de Zy,,

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,

apenas 1, 5, 7, 11 sdo primos relativos com 12. Assim,
$(12) = 4. Aplicando a proposicdo 4.6 anterior, conclui-
mos que

TR/ Zyy =T/ 21, UT? /2, UT3 /Zs LT/ 2, LT/ Zg
UT*/Z,UT3/Z50UT?/Z; UTUTUTUT.

Para terminar, observe-se que a proposicao 4.1 é um

coroldrio imediato da proposigdo 4.6. Efetivamente, se

n = p é primo, entdo ndo existe i = m.d.c.(k, p) # 1, com

1 <k < p. Além disso, ¢(p) = p —1 (Z, tem a estrutura

ACOES DE GRUPOS FINITOS NO TORO N-DIMENSIONAL: O EXEMPLO DO QUOCIENTE ESTENDIDO -

Gastdo Bettencourt e Sérgio Mendes

23



24

algébrica de corpo, pelo que o tinico elemento nao inverti-
vel de Z, é a classe do p).
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