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O quociente estendido generali-
za o espaço quociente para a 

ação de um grupo finito num espaço 
topológico localmente compacto X. 
São apresentados vários exemplos e 
calculados em detalhe os casos da 
ação dos grupos simétrico Sn e cíclico 
Z/nZ no toro n-dimensional Tn.

Vejamos um outro exemplo: o conjunto [n] = {1, . . . , n} 
de n elementos. Dado que [n] não tem, a priori, nenhuma 
estrutura, as suas simetrias são dadas simplesmente pelo 
conjunto das bijeções [n] → [n], ou seja, as permutações 
dos elementos de [n] que correspondem ao grupo simétri-
co Sym([n]) = Sn. A ação Sn ⊋ [n] é dada por σ · k = σ(k), 
com σ → Sn e k → [n].

Há várias razões para estudarmos ações de grupos. 
Por exemplo, quando os objetos têm uma estrutura “com-
plicada“, pode ser útil representá-los através de objetos 
mais simples ou mais conhecidos, como matrizes. Esta 
ideia serve de base à teoria das representações. Por outro 
lado, certos grupos podem ter eles próprios uma estrutura 
“complicada“, sendo útil conhecer a sua ação em certos 
conjuntos. Um exemplo da teoria dos números é o grupo 
de Galois absoluto Gal(Q/Q), formado pelos automor-
fismos do fecho algébrico Q do corpo dos racionais, que 
fixam Q.

Por vezes, a ação do grupo num objeto não preserva 
qualquer informação sobre o grupo. Um exemplo desse fe-
nómeno ocorre precisamente no caso mais simples, quan-
do o objeto é o conjunto com um único ponto. Usando 
uma ideia de Alain Connes e de Paul Baum [3], é possível 
modificar o objeto e definir uma nova ação, de modo que 
alguma informação sobre o grupo seja sempre preservada. 
Ao objeto assim obtido chamamos quociente estendido 
(ver [2] para uma breve introdução).

Para simplificar a abordagem, vamos considerar ações 
de grupos finitos, nomeadamente o grupo simétrico Sn e 
o grupo cíclico com n elementos Z/nZ, no toro n-dimen-
sional Tn. Estas ações encontraram recentemente aplica-
ção numa conjetura geométrica, conhecida por conjetura 
ABPS (acrónimo de Aubert-Baum-Plymen-Solleveld), cuja 
formulação necessita de alguma sofisticação matemática 
que não pretendemos neste artigo. O leitor interessado 
poderá consultar [1] para mais detalhes. No entanto, os 
autores acham o conceito de quociente estendido, que de-
finiremos na secção 2, suficientemente simples e interes-
sante para o darem a conhecer aos leitores da Gazeta de 
Matemática.

Este texto é inspirado em notas manuscritas do segun-
do autor, baseadas na palestra dada por Roger Plymen no 
seminário K-theory Day na Universidade de Manchester, 
em fevereiro de 2005. O K-theory Day foi um seminário re-
gional de matemática no Reino Unido, apoiado pela Lon-
don Mathematical Society durante quase uma década, e 
cujas atividades se deveram em grande parte ao empenho 
de Roger Plymen (Universidade de Manchester), Jazek 

INTRODUÇÃO
Um matemático, um físico e um químico encontram-se 
e alguém pergunta qual a estrutura algébrica com mais 
aplicações nas respetivas áreas. Ao contrário das histórias 
habituais, é provável que a resposta seja a mesma: a teoria 
dos grupos.

Os grupos são uma representação abstrata da sime-
tria de determinado objeto (estrutura algébrica, espa-
ço métrico, figura geométrica, ou um objeto físico como 
um cristal). Cada elemento do grupo corresponde a um 
tipo de simetria desse objeto. Por exemplo, um quadra-
do no plano pode ser identificado pelos seus vértices, 
X = {v1, v2, v3, v4}. O conjunto das simetrias do qua-
drado, que representamos por Sym(X), corresponde ao 
grupo diedral com oito elementos, D8: quatro rotações 
(0, π/2, π e 3π/2 radianos) e quatro reflexões através dos 
quatro eixos de simetria (as duas diagonais, a horizontal 
e a vertical). Dizemos, então, que o grupo D8 atua no qua-
drado e escrevemos D8 ⊋ X para indicar essa ação.

Genericamente, dado um objeto X, uma maneira natu-
ral de obter um grupo é precisamente considerar as sime-
trias de X, G = Sym(X). Este grupo G vem naturalmente 
equipado com uma ação G ⊋ X em X, ou seja, uma função

G → X ↑ X,

que iremos denotar simplesmente por (g, x) →↑ g · x. Nes-
te sentido, uma simetria é um automorfismo de X, isto é, 
uma bijeção de X em si próprio, que preserva a estrutura 
de X (algébrica, topológica, geométrica, etc.).
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Brodzki (Universidade de Southampton) e Ulrike Till-
mann (Universidade de Oxford).

1. O ESPAÇO COM UM ÚNICO PONTO
Antes de motivar e enunciar o problema, e para conve-
niência do leitor, relembramos a definição de ação de um 
grupo e de espaço das órbitas. Para evitar demasiado for-
malismo, as definições serão introduzidas ao longo do 
texto consoante sejam necessárias, e sem preocupação de 
grande generalidade, mas apenas o estritamente necessá-
rio para a exposição.

Seja X um espaço topológico localmente compacto de 
Hausdorff. Seja G um grupo finito (naturalmente munido 
da topologia discreta). Uma ação (à esquerda) contínua de 
G em X é uma função contínua

α : G → X ↑ X, (g, x) ↓↑ α(g, x)

que, para quaisquer g, h → G e x → X, verifica as propriedades

(i) α(g, α(h, x)) = α(gh, x)

(ii) α(e, x) = x,

onde e denota a identidade do grupo . Como habitual-
mente, usaremos a notação abreviada que já mencioná-
mos na introdução, α(g, x) = g · x.

Exemplo 1.1. Um outro exemplo elementar é a ação do 
grupo multiplicativo K→ de um corpo K  no conjunto Kn 
(n → 1))

K→ → Kn ↑ Kn, (λ, x) ↓↑ (λx1, . . . , λxn),

com x = (x1, . . . , xn) → Kn. Esta ação está na génese da de-
finição da estrutura de Kn como espaço vetorial sobre K .

A órbita de um elemento x → X é o subconjunto de X 
definido por

G · x = {γ · x : γ → G}.

O espaço quociente (ou espaço das órbitas) obtém-se fa-
zendo colapsar cada órbita num ponto

X/G = {G · x : x → X}.

Exemplo 1.2. Como ilustração, vamos identificar o espa-
ço das órbitas do exemplo 1.1, no caso em que K = R e 
n = 2. O espaço das órbitas é o conjunto

R2/R→ = {R→ · (x1, x2) : (x1, x2) ↑ R2)}
= {{(λx1, λx2) : λ ↑ R→} : (x1, x2) ↑ R2}
= {(0, 0)} ↓ P1(R),

onde → representa a união disjunta e P1(R) o espaço pro-
jetivo real, cujos pontos (ou órbitas) são as retas no plano 
que passam na origem. Escolhendo como representante 
de cada reta o ponto do círculo unitário, concluímos que o 
espaço das órbitas é homeomorfo à união disjunta forma-
da por um ponto e o círculo unitário, que denotamos por 
T = {z → C : |z| = 1}:

R2/R→ ↑= {(0, 0)} ↓ T.

Consideremos o caso mais elementar de ação de um 
grupo: o espaço formado por um único ponto, X = {pt}, 
no qual atua um grupo discreto G. A questão fundamen-
tal, já colocada por Pierre Cartier no excelente artigo [5], é 
tentar perceber que informação podemos obter a partir do 
espaço das órbitas X/G. O quociente usual (ao longo do 
texto, usamos o adjetivo usual para destinguir de outros 
modelos de espaço quociente) é simplesmente

{pt}/G = {g · pt : g → G} = {pt},

ou seja, o grupo G, e a informação que ele contém, desapa-
rece no espaço das órbitas.

Armand Borel sugeriu em [4] substituir pt por um es-
paço contrátil EG (uma vez que todo o espaço contrátil é 
homotopicamente equivalente a um ponto), onde G atua 
livremente. O novo espaço das órbitas ou espaço quocien-
te (usaremos a notação // para distinguir do quociente 
usual), nesse caso, seria

{ pt } //G = EG/G = BG,                           (1)

onde BG é a base do espaço EG visto como fibrado princi-
pal de grupo G.

No caso geral em que G atua no espaço X, o espaço das 
órbitas é substituído pelo quociente

X//G = (X → EG)/G,                          (2)

com a ação diagonal. Claro que (2) se reduz a (1) quando 
X = { pt }. Um exemplo concreto é

{ pt } // {pt}Zn = Rn/Zn = Tn,
               
onde Tn denota o toro n-dimensional (abreviadamente, 
n-toro) dado pelo produto direto de n cópias do círculo 
unitário T = {z → C : |z| = 1}.
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2. O QUOCIENTE ESTENDIDO
Vamos agora introduzir o quociente estendido, de acordo 
com [3], e analisar o caso do espaço com um único pon-
to. Suponhamos que existe uma ação G ⊋ X. Para cada 
x → X, denotamos por Gx o estabilizador de x 

Gx = {γ → G : γ · x = x}.

É sabido que Gx é um subgrupo de G, também conhecido 
em certos contextos como o subgrupo de isotropia de x. 

Construa-se o seguinte espaço topológico para a topo-
logia produto

‹X = {(x, γ) → X ↑ G : γ · x = x},

no qual existe uma ação natural de G à esquerda, 
G → ‹X ↑ ‹X , definida por

g · (x, γ) = (g · x, g · γ) = (g · x, gγg→1).         3)

Ou seja, a ação de G em ‹X  na primeira coordenada é a 
ação G → X ↑ X original e na segunda coordenada é dada 
por automorfismos internos.

Para cada γ → G, seja Xγ o conjunto de todos os pontos 
em X fixos pela ação de γ, dado por

Xγ = {x → X : γ · x = x},

e seja Z(γ) o estabilizador de γ em G. O estabilizador é, 
neste caso, o centro de γ em G (daí a notação)

Z(γ) = {g → G : gγ = γg}
= {g → G : gγg↑1 = γ}
= {g → G : g · γ = γ}.

Definição 2.1. O quociente estendido X//G é o quociente 
usual ‹X/G para a ação G → ‹X ↑ ‹X  definida em (3).

O quociente estendido X//G é um espaço topológico. 
Uma vez que a projeção ‹X → X, (x, γ) ↑→ x é G-equiva-
riante, i.e, comuta com a ação do grupo, a projeção

X → G ↑ X, (x, γ) ↓↑ x

induz a projeção do quociente estendido no quociente 
usual

ρ : X//G → X/G, g · (x, γ) ↑→ g · γ,

a qual desempenha um papel fundamental na conjetura 
ABPS referida na introdução.

Como o conjunto das órbitas de uma ação define uma 
partição do espaço X indexada nas classes de conjugação 
Cω(G), se representarmos a união disjunta de dois conjun-

tos disjuntos A e B por A → B, conclui-se que o quociente 
estendido é dado pela união disjunta

X//G =
⊔

[γ]→Cω(G)

Xγ/Z(γ).                     (4)

Esta caracterização do quociente estendido é particular-
mente útil nos cálculos. Tendo em conta a discussão na 
secção anterior, a questão natural é que informação sobre 
o grupo G é possível manter no caso trivial do quociente 
estendido {pt}//G? O próximo exemplo responde a esta 
questão.

Exemplo 2.2. Aplicando a definição 2.1, vem

{pt}//G = {g · (pt, γ) : γ.pt = pt}
= {(g · pt, g · γ) : g → G}
= {(pt, gγg↑1) : g → G}
= Cω(G).

Portanto, o quociente estendido, {pt}//G, permite-nos ob-
ter as classes de conjugação de G.

Recordemos que uma ação é livre se apenas a identida-
de e → G fixa algum ponto de X, isto é,

→ x ↑ X : γ · x = x ↓ γ = e.

Estamos em condições de enunciar e demonstrar o se-
guinte resultado.

Proposição 2.3. Dado o quociente estendido X//G, tem-se:

(i) X//G contém o quociente usual X/G;

(ii) Se a ação de G em X é livre, então X//G = X/G.

A demonstração é elementar atendendo a que, para 
γ = e, Xγ/Z(γ) = X/G. Por outro lado, se a ação é livre, 
então

‹X = {(x, γ) → X ↑ G : γ · x = x} = {(x, e) → X ↑ G} ↓= X.

Eis dois exemplos não elementares de quociente esten-
dido. No primeiro exemplo, o grupo cíclico de ordem 2, 
G = Z2 = →γ↑, atua no círculo unitário T por conjugação. 
Para simplificar a notação, iremos representar o grupo cí-
clico Z/nZ de ordem n por Zn.

Exemplo 2.4. Seja X = T, G = Z2 e considere-se a ação 
por conjugação, γ · z = z. Então, atendendo a (4), um cál-
culo simples permite concluir que
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T//Z2 = T/Z2 → {pt1, pt2} ↑= [0, 1] → {pt1, pt2},
onde {pt1, pt2} são dois pontos isolados.

No segundo exemplo, o grupo Z2 atua no 2-toro por 
permutação das coordenadas.

Exemplo 2.5. O grupo Z2 atua no 2-toro por permu-
tação das coordenadas, γ · (z1, z2) = (z2, z1). Como há 
apenas duas classes de conjugação, {e} e {γ}, e como 
Xγ = {(z, z) : z → T} ↑= T, tem-se:

T2//Z2 = T2/Z2 → T = Mb → T,

onde Mb é a banda de Möbius. Podemos visualizar o quo-
ciente estendido através da figura 1.

Exemplo 3.1. À partição 

12 = 3 + 3 + 2 + 2 + 2 = 2 → 3 + 3 → 2,

associamos a permutação

 γ = (1 2 3)(4 5 6)(7 8)(9 10)(11 12) → S12, 

cujo tipo é caracterizado por dois ciclos de comprimento 
3 e três ciclos de comprimento 2. Qualquer outra permu-
tação de S12 com o mesmo tipo, ou seja, com dois ciclos de 
comprimento 3 e três ciclos de comprimento 2, pertence à 
mesma classe de conjugação.

Seja γ → Sn a permutação associada à partição

n = r1n1 + r2n2 + · · ·+ rknk, n → n1 > n2 > · · · > nk → 1,

(5)

onde ri é o número de ciclos de comprimento ni no tipo 
de γ. O conjunto dos pontos fixos pela ação de γ é dado 
por

Xγ = {(a11, . . . , a11︸ ︷︷ ︸
n1

, . . . , a1r1 , . . . , a1r1︸ ︷︷ ︸
n1

, a21, . . . , a21︸ ︷︷ ︸
n2

, . . . , a2r2 , . . . , a2r2︸ ︷︷ ︸
n2

,

. . . , ak1, . . . , ak1︸ ︷︷ ︸
nk

, . . . , akrk
, . . . , akrk︸ ︷︷ ︸

nk

), aij → T}.

O estabilizador do elemento γ associado à partição (5), 
que para esta ação é o mesmo que o centralizador, não 
é fácil de calcular. De acordo com [7, pp.295-296, o esta-
bilizador de γ é dado pelo produto entrelaçado (wreath 
product)

Z(γ) = Zn1 → Sr1 ↑ · · · ↑ Znk → Srk .

Pela definição de produto entrelaçado, cada Zni → Sri é o 
produto semidireto Z

ri
ni ⊋ Sri. O leitor interessado pode-

rá consultar as páginas 66 e 269 de [7] para as definições, 
respetivamente, de produto semidireto e produto entrela-
çado. Assim, o centralizador Z(γ) é dado pelos produtos 
semidiretos

Z(γ) = Z
r1
n1 ⊋ Sr1 → · · · → Z

rk
nk ⊋ Srk .

Vejamos como determinar Xγ/Z(γ) a partir da discussão 
anterior. O elemento γ permuta os blocos com o mesmo 
tamanho ni, que estão repetidos ri vezes, o que correspon-
de ao grupo simétrico Sri. Por outro lado, os elementos de 
cada bloco são permutados ciclicamente, o que correspon-
de ao grupo cíclico Zni. Tendo em conta que os vários gru-
pos cíclicos Zn1 , . . . , Znk atuam trivialmente no conjunto 
dos pontos fixos Xγ, vem que

Figura 1. O quociente estendido T2//Z2.

3. O QUOCIENTE ESTENDIDO Tω//Sω 
O resto do artigo é dedicado à generalização do exemplo 
2.5. Começamos com o grupo simétrico Sn, que atua no 
n-toro Tn por permutação das coordenadas:

γ · (z1, . . . , zn) = (zγ(1), . . . , zγ(n)),

com γ → Sn e (z1, . . . , zn) → Tn.

É conhecida a existência de uma bijeção entre o tipo de 
uma permutação γ de Sn, caracterizado pelo números de 
ciclos de um certo comprimento, e as partições de n

{[γ] → Cω(Sn)} ↑ {partições de n}.{[γ] → Cω(Sn)} ↑ {partições de n}.

Cada classe de conjugação é caracterizada por um tipo.
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Xγ/Z(γ) = {(a11, . . . , a1r1) : a1i → T}/Sr1

· · · ↑ {(a21, . . . , a2r2) : a2i → T}/Sr2

· · · ↑ {(ak1, . . . , akrk
) : aki → T}/Srk

= Tr1 /Sr1 ↑ Tr2 /Sr2 ↑ · · · ↑ Trk /Srk .

Denotaremos o quociente Tn/Sn, que corresponde aos  
n-uplos não ordenados do círculo unitário, por Symn(T), 
ao qual damos o nome apropriado de n-ésimo produto si-
métrico. No exemplo 2.5, a banda de Möbius é o produto 
simétrico (note que S2 = Z2)

Mb = T2/S2 = Sym2(T).

Assim, o quociente Xγ/Z(γ) é precisamente um produto 
direto de produtos simétricos

Xγ/Z(γ) = Symr1(T)→ Symr2(T)→ · · · → Symrk (T).

Acabámos de provar a seguinte fórmula para o quo-
ciente estendido:

Proposição 3.2. Seja Tn o n-toro onde o grupo simétrico Sn 
atua por permutação das coordenadas. Então, o quociente 
estendido para essa ação é dado por

Tn//Sn =
⊔

[γ]→Cω(Sn)

Symr1(T)↑ Symr2(T)↑ · · · ↑ Symrk(T),

onde cada classe [γ] → Cω(Sn) corresponde a uma partição 
n = r1n1 + r2n2 + · · ·+ rknk, com

 n → n1 > n2 > · · · > nk → 1.

Para ilustrar o resultado anterior, vamos calcular os 
quocientes estendidos Tn//Sn para n = 3 e n = 6.

Exemplo 3.3. Há três partições de n = 3

3 + 0, 2 + 1, 1 + 1 + 1,

cujos quocientes Xγ/Z(γ) são, respetivamente,

T, T2, T3/S3 = Sym3(T).

Portanto, o quociente estendido é, neste caso,

T3//S3 = T → T2 → Sym3(T).

Exemplo 3.4. O inteiro n = 6 tem um total de 11 partições

 6 + 0, 5 + 1, 4 + 2, 4 + 1 + 1, 3 + 3, 3 + 2 + 1, 3 + 1 + 1 + 1,
2 + 2 + 2, 2 + 2 + 1 + 1, 2 + 1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1,

donde se conclui que

T6//S6 =T → T2 → T2 → T ↑ Sym2(T) → Sym2(T)

→ T3 → T ↑ Sym3(T) → Sym3(T) → Sym2(T)

↑ Sym2(T) → T ↑ Sym4(T) → Sym6(T).

Ao analisarmos os exemplos anteriores, verificamos 
que a primeira componente é o círculo unitário, T, que 
corresponde à identidade γ = e, ou seja, à partição n + 0, 
enquanto a última componente é o produto simétrico má-
ximo Symn(T). Esta última componente corresponde 
à classe de conjugação representada por um ciclo de or-
dem n, γ = (1 2 . . . n) → Sn. O centralizador desse ciclo, 
Z(γ) = Zn, atua trivialmente no conjunto dos pontos 
fixos Xγ = {(a, a, . . . , a) → Tn}. Portanto,

Xγ/Z(γ) →= T/Zn = T.

Em resumo, se a ordem pela qual escrevemos as parti-
ções for a dos exemplos anteriores, qualquer quociente 
estendido Tn//Sn tem primeira e última componentes T 
e Symn(T), i.e.,

Tn//Sn = T → · · · → Symn(T).

4. O QUOCIENTE ESTENDIDO Tω//Zω
Nesta secção consideramos a ação de G = Zn em X = Tn 
por permutação cíclica das coordenadas. Sendo Zn um 
grupo abeliano, cada elemento γ → Zn é uma classe de 
conjugação, isto é, Cω(Zn) = {[γ] = {γ} : γ → Zn}. Além 
disso, o centralizador de qualquer elemento γ é todo o 
grupo, Z(γ) = Zn. Naturalmente, tal como acontecia com 
G = Sn, Xe/Z(e) = Tn/Zn.

Para calcular o quociente estendido, precisamos de 
determinar o conjunto dos pontos fixos Xγ, com γ →= 1. 
Como a ação é a mesma de Sn em Tn, a estratégia é ver Zn 
como um subgrupo de Sn.

Para facilitar a análise, usaremos nesta secção a nota-
ção multiplicativa para o grupo cíclico de ordem n (na-
turalmente isomorfo ao grupo cíclico aditivo, e que se 
costuma representar por Cn, mas que, por comodidade, 
continuamos a representar por Zn):

Zn →= ↑γ↓ = ↑(1 2 . . . n)↓ = {γ0, γ1, γ2, . . . , γn↔1}.

Deve notar-se que cada elemento γi  atua em Tn movendo 
cada coordenada para a direita i posições (right shift). Esta 
abordagem traduz-se em considerar como gerador de 
Zn o ciclo de ordem n, γ = (1 2 . . . n), que desloca cada 
coordenada de Tn uma posição para a direita.

Começamos por estudar a estrutura de Tn//Zn no 
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caso em que n = p é um número primo. Cada elemento 
γi →= e do grupo Zp é um ciclo de comprimento p. Por-
tanto, o conjunto dos pontos fixos Xγi é igual para todo 
γi →= e, sendo dado por:

Xγi = {(a, a, . . . , a) : a → T} ↑= T.

Naturalmente, a ação de Z(γi) = Zn em Xγi é trivial, pelo 
que Xγi /Z(γi) →= T, para qualquer 0 < i < p. Conclui-se 
que os p → 1 elementos γi →= e em Zp contribuem com 
p → 1 cópias de T para o quociente estendido.

Proposição 4.1. Seja n = p um número primo e Tp o p-toro 
onde o grupo cíclico Zp atua por permutação das coor-
denadas. Então, o quociente estendido para essa ação é 
dado por

Tp//Zp = Tp/Zp → T → · · · → T︸ ︷︷ ︸
p↑1

.

É de notar que a ordem das várias componentes do 
quociente estendido neste caso, com G = Zn, é diferente 
do caso G = Sn, uma vez que as classes de conjugação são 
agora os n elementos de Zn.

Exemplo 4.2. Para n = 3, 

T3//Z3 = T3/Z3 → T → T.

Geometricamente, o quociente usual T3/Z3 é homeo-
morfo ao produto de um círculo unitário T com uma 
2-esfera (isto é, a fronteira de uma esfera em R3), ou seja, 
T3/Z3 →= T ↑ S2, pelo que o quociente estendido pode ser 
visualizado através da figura 2.

como o subgrupo de S6 gerado pelo ciclo γ = (1 2 3 4 5 6):

Z6 = { e , (1 2 3 4 5 6), (1 3 5) (2 4 6),  
(1 4) (2 5) (3 6),(1 5 3) (2 6 4), (1 6 5 4 3 2)}.

A contribuição de cada elemento (neste caso, cada elemen-
to corresponde a uma classe de conjugação) é a seguinte:

 Naturalmente, γ0 = e contribui com o quociente 
usual T6/Z6.

Por outro lado, para cada 0 < i → 5, os elementos γi  
com ciclo do mesmo tipo têm o mesmo comportamento.

 Os elementos γ1 e γ5 são do mesmo tipo, 
6 = 6 + 0 = 1 → 6, correspondendo a um ciclo de compri-
mento 6. Note que as potências, que podemos ver como 
índices, i = 1, 5, são primos relativos com 6. Ambos con-
tribuem com duas cópias de T.

γ2 e γ4 são do mesmo tipo, 6 = 3 + 3 = 2 → 3, es-
tando associados a dois ciclos de comprimento 3. Os 
índices não são primos relativos com 6, uma vez que 
m.d.c.(2, 6) = m.d.c.(4, 6) = 2. Um simples cálculo mos-
tra que os pontos fixos são dados por

Xγ2
= Xγ4

= {(a, b, a, b, a, b) : a, b → T}.

Portanto, contribuem cada um com uma cópia de 
Mb = T2/Z2 (a banda de Möbius) para o quociente es-
tendido

Xγ2
/Z(γ2) = Xγ4

/Z(γ4) = {(a, b, a, b, a, b) : a, b → T}/Z6

↑= {(a, b) : a, b → T}/Z2 = T2/Z2.

 γ3 é o único elemento com ciclo do tipo 
6 = 2 + 2 + 2 = 3 → 2, isto é, três ciclos de comprimento 
2, contribuindo com

Xγ3
/Z(γ3) = {(a, b, c, a, b, c) : a, b, c → T}/Z6

↑= {(a, b, c) : a, b, c → T}/Z3 = T3/Z3.

Assim, o quociente estendido para n = 6 é dado por

T6//Z6 = T6/Z6 → T3/Z3 → T2/Z2 → T2/Z2 → T → T.

Impõe-se um comentário sobre o exemplo anterior. 
Quando i varia nos divisores de n = 6, os quocientes 
usuais Ti/Zi surgem no quociente estendido T6//Z6. 
Além disso, cada quociente Ti/Zi aparece repetido k ve-
zes, onde k é tal que 1 < k → n ↑ 1 e i = m.d.c.(k, n). Dito 
de outra forma, os quocientes Ti/Zi correspondem aos 
elementos que têm o mesmo ciclo n = i → c, onde c é o 

Figura 2. O quociente estendido T3//Z3ω

Exemplo 4.3. No caso n = 7, o quociente estendido é 
dado por

T7//Z7 = T7/Z7 → T → T → T → T → T → T.

Antes de considerarmos o caso geral G = Zn, é elucidati-
vo analisar um número composto. Vejamos o caso n = 6.

Exemplo 4.4. Podemos representar o grupo cíclico Z6 
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comprimento dos ciclos disjuntos que aparecem no tipo 
do elemento (todos com ciclo de igual comprimento).

A análise anterior leva-nos a considerar a seguinte 
questão: dado o subgrupo cíclico →(i1 i2 . . . ir)↑ de Zn, 
qual a estrutura cíclica dos seus elementos, isto é, qual a 
estrutura cíclica de uma potência

(i1 i2 . . . ir)m → ↑(i1 i2 . . . ir)↓?

A resposta é dada pelo seguinte resultado.

Lema 4.5. ([6]) Para cada número natural m, à potência 
(i1 i2 . . . ir)m correspondem exatamente m.d.c m.d.c(r, m) fato-
res cíclicos disjuntos, todos eles de comprimento r

m.d.c.(r,m).

Antes de enunciar o resultado principal desta secção, 
recordemos a função totiente de Euler, denotada por φ. 
Dado um inteiro positivo n, o valor φ(n) corresponde ao 
número de inteiros entre 1 e n que são primos relativos 
com o inteiro n:

φ(n) = |{k → Z : 1 ↑ k ↑ n, m.d.c. (k, n) = 1}|.

Numa interpretação mais algébrica, a função φ conta o 
número de elementos invertíveis no anel Zn, ou seja, a or-
dem do grupo das unidades U (Zn) do anel Zn

φ(n) = |U (Zn)|.

Por exemplo, considerando os representantes 1,  2,  3,  4,  5,  6 
de Z6, com 6 → 0 (mod 6), apenas 1 e 5 são primos relati-
vos com 6. Portanto φ(6) = 2.

Estamos em condições de enunciar e demonstrar 
o resultado que dá a estrutura do quociente estendido 
Tn//Zn.

Proposição 4.6. Seja Tn o n-toro onde o grupo cíclico Zn 
atua por permutações cíclicas das coordenadas. Então, o 
quociente estendido para essa ação é dado por

Tn//Zn = Tn/Zn
⊔

1<k<n

Ti/Zi
⊔

T → · · · → T︸ ︷︷ ︸
φ(n)

,

onde φ é a função totiente de Euler e i = m.d.c.(k, n) →= 1, 
com 1 < k < n.

A demonstração segue, de certo modo, os passos do 
exemplo 4.4.

Demonstração. Começamos por notar que os elementos de

Zn = {γ0, γ1, γ2, . . . , γn→1}

aparecem com ciclo correspondente às partições do tipo

n = nk + nk + · · ·+ nk = rknk,

onde nk é o tamanho do ciclo e rk  o número de repetições 
desse ciclo. Há a considerar três casos distintos.

 O caso nk = 1 e rk = n corresponde a γ0 = e. Neste 
caso, obtemos o quociente usual Tn/Zn.

 O caso nk = n e rk = 1, que corresponde as elementos 
γk onde k é primo relativo com n, isto é, m. d. c. m.d.c(k, n) = 1. 
Os pontos fixos são

Xγk
= {(a, a, . . . , a) → Tn : a → T} ↑= T.

Existem exatamente φ(n) elementos γk deste tipo. O cen-
tralizador destes elementos, Z(γk) = Zn, atua trivialmen-
te no conjunto dos pontos fixos Xγk, o que significa que 
obtemos exatamente φ(n) cópias de T.

 O último caso está entre os dois casos extremos ante-
riores, ou seja, corresponde aos elementos γk com o mes-
mo ciclo de tipo n = rknk, com rk →= 1 e nk →= 1. O conjunto 
dos pontos fixos nesse caso é

Xγk
= {(a1, a2, . . . , ark . . . , a1, a2, . . . , ark )︸ ︷︷ ︸

nk

→ Tn : ai → T}

e portanto

Xγk
/Z(γk) →= {(a1, a2, . . . , ark ) ↑ Tn : ai ↑ T}/Zn →= Trk /Zrk .

De acordo com o lema 4.5, o número de repetições deste 
quociente no quociente estendido corresponde ao número 
de elementos γk com ciclo n = rknk e rk = m.d.c.(k, n). Es-
crevendo rk = ik = i, o resultado segue. 

Exemplo 4.7. Calculemos o quociente estendido T12//Z12. 
Dos representantes de Z12,

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,

apenas 1, 5, 7, 11 são primos relativos com 12. Assim, 
φ(12) = 4. Aplicando a proposição 4.6 anterior, concluí-
mos que

T12//Z12 = T12/Z12 → T2/Z2 → T3/Z3 → T4/Z4 → T6/Z6

→ T4/Z4 → T3/Z3 → T2/Z2 → T → T → T → T.

Para terminar, observe-se que a proposição 4.1 é um 
corolário imediato da proposição 4.6. Efetivamente, se 
n = p é primo, então não existe i = m.d.c.(k, p) →= 1, com 
1 < k < p. Além disso, φ(p) = p → 1 (Zp tem a estrutura 
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algébrica de corpo, pelo que o único elemento não invertí-
vel de Zp é a classe do p).
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