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1 Primitivacao
1.1 Exercicios de primitivas imediatas e quase-imediatas

1. Calcule uma familia de primitivas de cada uma das seguintes funcdes, usando as

formulas indicadas:
n+1

(a) flz) =22 +2—2, (Pk::km+c, Pyt = 2 +c,n€R\{—1}>

n+1
n+1

(b) f(z) =z, <Pu"u’ = §+ Sfene ]R\{—l})

2 /
(x) = —, (Pu =In|u| + c>
x u
(x) = e 37Tl (Pe¥u/ = e + )
au
0%, <Pa“u’ =—+ c>
Ina
() =sin (22 —3), (Pu'sinu = —cosu + c)

(z) = cos(bx), (Pu' cosu=sinu+ c)

S
= S = = S =
—
S
N~—
Il
—

1
(h) f(x) = sec? (f), <Pu/ sec?u =tanu +c, secu= )
2 COos U
1
(i) f(x :m, (Pu’cchu:—cotu+c, cscu = sinu>

. 1 o’ LU
(J) f(x) = \/ﬁ, (Pa2—u2 = arcsma + C>

1 o’ 1 u
(k) f(flf) = m, <Pa2—|—uQ = a arctana -+ C>

2. Calcule uma familia de primitivas de cada uma das seguintes funcoes:



* V1-—22
nxr 3r—1
(b) flz) = Ix () f(2)= "3
2x — 3 9
(©) f(z) = () £(z) = cos?(a)
x21__3§ 4—28 (p) f(z)=cot(2z)
b= < x > (q) f(z) = sin(3z) cos? (37)
(e) f(x)=3%" 1+ cos®x
(r) f(z)=
(f) f(x) =e"sine® 1+ cols 2
eve S ) = —————
(&) xzig ) F@) ==
(h) f(z) = 6‘”2+4m+3(1‘ +2) (t) f(z) =tan?z
e’ _ (arctan )
O 1@ =1ra (W) f(x) =
v z) = tanz sec?
() @) = 15 ) £() = tana
1= sin 2x
L () )=
1) f(x) = 5 ‘3—|—sm:c
Va-0z? (y) f(z) =sin®zcostx

1.2 Exercicios de primitivacao de funcgoes racionais

1. Calcule uma primitiva de cada uma das seguintes func¢des racionais, sujeita a

condicdo inicial indicada:

@) @)= ooy (PIO) =)
0) f0) = 15— (PIO)=0)

(©) f(0) = 5, (PF(0) = n(2)
@ f)= 520 by =)

© fe) = s (Pre) =)

) 1@ = s (PRI =0



1.3 Exercicios de primitivacao por partes

1. Usando a formula:
P(u/v) = uv — P(v'u)

calcule uma familia de primitivas de cada uma das seguintes funcdes:

a

( x) = zln(x), (considere v’ =z e v = In(x)).
(b
(

x) = (z 4 1) sin(z), (considere v’ = sin(z) e v =z + 1).

2x

(c
d

(e

2. Calcule uma familia de primitivas de cada uma das seguintes funcoes:

ev=ux).

) f(z) =
) f(z) =
) f(x) = we?*, (considere u' = e
) f(z) =1In(x), (considere ' =1 e v = In(z)).
) f(z) =sin(In(z)), (considere v’ = 1 e sin(In(z))).

(a) f(z) = zsin(2z) () f(z) =In(2®+1)
©) f(@)=ae (&) /(@) =In’

(c) f(z)=2a"Inx () f(2) = e sinz
(d) f(z)=arctan/x () f(z)= 3;(1110255

© 1) =75 () f(2) = a2 cosa

1.4 Exercicios de primitivacao por substituicao

1. Calcule uma familia de primitivas de cada uma das seguintes funcoes, usando a

substituicdo indicadas:

(a) y=evV®, (substituicio: z = t?)

T

e o
(b) y= T (substituicdo: x = Int)
Inx
c) y= ————, (substituicio: z = e’
= irme | ¢ )
V1— 22 o :
(d) y= —z (substituigdo: = = sin(t))
Va2 +1
(e) y= vertl , (substituicdo: = = tan(t))
x
Va?—1 o
f) y= A (substituigao: = = sec(t))



2. Calcule uma familia de primitivas de cada uma das seguintes funcoes:
NZ x
(a) y= 7= (f) y =
Vs +1 Vi+1
1 1
b = e
() y 1+vz+1 ®) v ?Va? +4
1 22
C == = —_—
©y=1ra Y BT
(d) y=sin ¥z | |

() y=+er—1 zva? —1

2 Integracao

2.1 Exercicios sobre integral de Riemman

1. Considere a funcio f(x) = 1 — 22 e o intervalo [—1,1]. Para uma parti¢do desse
intervalo em 4 subintervalos, desenhe as somas de Riemann inferiores, superiores,

a esquerda e & direita.

2. O objectivo deste exercicio é o de verificar, usando somas de Riemann, que, para

b>0,
b 2
b
/acdac:.
0 2

Para tal siga os seguintes passos:

e Divida [0, ] em n subintervalos

Oxb 1xb 2xb (n—1)xb nxb
= < < << < =

0 =b.

n n n n n
e Considere somas a direita ¢; = x;41 e verifique que, para essa escolha,
b? b o
Sn=ﬁ§u+2+3+~-+mza—§:k.

e Deduza a Gauss’ baby formula

n
D k=1+42+43+4-+n=—7—,
k=1



e conclua.

3

3. Considere a fungao f(z) = z°, o intervalo [0, 1] e a parti¢do desse intervalo em n

subintervalos regulares:

1 2 -1
0<*<*<”'<(n )
n n

<1.

3

(a) Verifique que as correspondentes somas inferiores e superiores satisfazem:

1
&:¥(1+23+33-~-+(n—1)3)

— 1
SnzH(1+23+33~-+(n—1)3+n3) .

(b) Mostre que
lim(S,, — S,) =0.

O que nos diz o limite anteior relativamente a integrabilidade de f7

(c¢) Usando as férmulas anteriores e uma maquina de calcular, determine valores

aproximados por defeito e por excesso do

1
/ 3dx
0

paran = 2,4 ¢ 6.
4. Seja f:[—2,1] — R definida por

—2 se —2<x<-—1,
f(x) = x se —-1<z<0,
—2rx+3 se 0<z<1.

Usando a interpretacao geométrica do integral, calcule

/_ 12 f(z)dz .

2.2 Exercicios sobre integral definido

1. Calcule os seguintes integrais usando a regra de Barrow e, em cada caso, determine

o valor médio da funcgao integranda no intervalo de integracao:



ot

) ff (22 422+ 1) do (f) fog x cos zdx

b) Ji Lo (&) Jie slinxd:c

(c) zgijidx b) Sy 1 vz”

(d) 16 Sin(xhlx)dm f4 \f+11 x
f3 md (i) f%% nglﬂdx

. Usando a monotonia do integral, verifique as seguintes estimativas:
(a) f05 e <5
(b) 2716 < f24 e < 2e 7t

(c) Ule Sigx‘ <l1.

(a) Mostre que se f(0) = ¢(0) e f'(z) < ¢'(z), Vx > 0, entdo f(x) < g(z),
Vo > 0.

(b) Interprete o resultado anterior em termos de posi¢oes e velocidades.

. Uma funcao diz-se par sse f(—z) = f(z), Yx. Mostre que se f é par e integréavel,

’ f(x)dx = 2/: f(x)dx

Interprete o resultado anterior geometricamente.

em [—a,al, entao

. Uma funcdo diz-se impar sse f(—x) = —f(x), Vx. Mostre que se f é impar e
integravel, em [—a, a] entao
a
f(z)dz =0.

—a

Interprete o resultado anterior geometricamente.

. Usando somas de Riemann conclua que o comprimento duma curva y = f(x),

x € [a,b], com f diferenciavel, & dado por

b
/ VIt @)z .

Usando a féormula anterior determine o comprimento das seguintes curvas:

(a) y=—-2x+3,-1<z<3.



232 0 <z <1.

(b)
()

7. Suponha que, ao longo dum ano, desejamos fazer empréstimos didrios a uma taxa

y:
y:%,0<m<1/2.

instantanea (velocidade) de f = f(t) (euros/ano), t €]0,1]. Temos portanto que
a

1
quantidade emprestada no dia ¢ &~ f(i/365)At = f(i/365)% .

(a) Mostre que o valor total do empréstimo pode ser aproximado por

/0 e

(b) Sendo r a taxa de juro anual, de capitalizacao continua, imposta pelo banco
e assumindo que o plano de empréstimos vence no final do ano, mostre que

o valor em divida, no final do ano, é aproximado por

1
/ F()erttaz .
0

8. Seja p = p(t) (euros/ano), t €]0,7] (anos), a taxa de pagamentos a efectuar
durante o periodo em causa. Mostre que o valor do depoésito a efectuar, numa

conta de capitalizacdo continua a uma taxa de juro anual r, para cobrir todos os

T
/ p(t)e dt.
0

2.3 Exercicios sobre integral indefinido

pagamentos, é dado por

1. Calcule as derivadas dos seguintes integrais indefinidos, usando a férmula:



2. Calcule as derivadas dos seguintes integrais indefinidos
d 3x d 213

_ 2 -
(a) — (2 +5t+7) dt (d) T Jp tdt
d 23 t2 +1 d 22 . 9
(b) %f% — dt (e) %fm sin t*dt
d de—1 t3 +1 f i z? .3

3. Determine e classifique os pontos criticos da funcao:

f@;w::Kfmt—t%dﬁ+/w@3—3ﬁyw

0

4. Considere a funcao:

x y
f(z,y) = / sin® tdt +/ t2dt.
0 0

(a) Calcule os pontos criticos de f.

(b) Classifique os pontos criticos de f.

2.4 Exercicios de areas

1. Calcule as areas definidas por:

(a) 0<y<2r, <4 (f) 0<y ,
<y <+r-— < 1
(b) O<y=<vr-1, =<5 (&) y<—, 0<y
0<y<az? 2<zx<4
0syse 2ees (0) y=a?, y=8
() 0<y<lnz, z<e §) o2 =da, =<
1
k) 22 <y< -
X



3 Solucoes dos Exercicios Propostos

3.1 Primitivas imediatas e quase-imediatas

3 2
xT x
1. (a) ?+?—2$+C

@)%¥%+c

(¢) 2In(z) + ¢
€3x+1
(d) — 3 +c

10*
In10
cos (2x — 3)
(f) B T— +c
sin(bx)
(8) —F
(h) 2tan (5) +c
. cot(2x)
i)~

! .
() 5 aresin 2x + ¢

+c

6 arctan gx +c
1

2. (a) ?5$2/3 +c

w)gwanm3+c

(c) 1n’:1:2—3$+8‘+c
1

(d) z———2In|z|+¢
T

m3+1 ' °

(f) —cos(e®) +c

(g) 14eV® + ¢

1

(h) §ea:2+4x+3_|_c

(i) In|1+e€*|+c

10



3.2

1

() 3 arctan 3z + ¢
1 .

(k) 5 aresin 2x+¢

1 3
(1) 3 arcsin ; +c

(m) arcsinz — V1 —22+4¢
3 1
(n) 5111‘:62 +9| - garctang +c

x  sin(2z)
(0) 5T

1
(p) 5 In [sin (22)| + ¢

1 5
(q) — g o8 (3z) + ¢

(1) Stanz+ 12+
r 2anx 233 C

(s) arcsin (Inz) + ¢
(t) tan(z) —z +c¢
(arctan z)*

3

1
v) —tan?z + ¢
2

cot?
(w) =5

(x) 2¢/1+sin?z +c

COS7 T COS5 x

7 )

Primitivacao de fungoes racionais

(z—2)°

1 ~ 7
(a) In|=——
1 |22 —

(b) —in|2 =0

12 |22 +3

1

(c) ln\x—Q\—§ln

L (!
TTo T g
r—3 3

—3In(2
3o (3)

(d) x4+ 3In

11



3.3

3.4

1.

Primitivagcao por partes

2 1
1. (a g(lnm—2)+c

—(z+1)cosx +sinx + ¢

(53
z(ln(z) — 1) + ¢

z(sin(lnx) — cos(Inz))
2

(c

(
(b
(d

)
)
)
)
)

(e

+c

(a) © sin 2z — 2z cos 20 +
a4Slnx 2%‘(308.1‘0

(b) —e=7 (x4 1) +c
o = (m- nl> e

n+1
(d) xarctan+/xz — \/x + arctan/x + ¢

(e) —% In (z/e) + ¢

(f) zln (2* + 1) — 2z + 2arctanz + ¢

(g) z (In’z —2Inz+2) +c

e’ (sinx — cos )
2

(i) -

(j) x?sinx 4 2z cosx — 2sinz + ¢

—— +1In|cscz — cot x| + ¢
sin z

Primitivacao por substituicao

(a) 2eV=(yz—1) +e¢

(b) In(e®” 4+ 1) +¢)

(c) (—% + %lnx) V1+nz+ec
V12?2

T

(d) —arcsinx — +c

12



vaz+1-1

1
e) Va4 14 -ln|l-—=n-—|+c¢
© 2 |V +1+1
(a2 —1)°

(a) %(W—ln(@%—l))—i—c
(b) 2vz+1-2In(1+vVz+1)+e¢

(c) In (1-6:696) be

(d) —3vV/x2cos ¢/x 4+ 6&xsin &z + 6cos Yz + ¢

(e) 2(Ver —1—arctanve* —1) +¢
2

(f)g(:v—Q)\/x—l—l—i-c

() w2+4+
— c

& 4x

) 9 4z 4xV/9 — 1622 N
— [ arcsin — — —— "
128 | 13 9 ¢

(i) arctanva? —14c¢

(j) 2arctan/z + ¢

4 Integracgao

4.1 Exercicios sobre integral de Riemman

1.

2.

13



4.2 Integral definido

4.3

Integral indefinido

(a) 322 cos(x?)
(b) 22

T
(c) 5252

(a) 2722 + 45z + 21

326 — 422+ 2
T

(b)

14



(4z —1)° +1
O )7
(d) 1225 —x+5

(e) 2zsinz? — 4sin (162?)
(f) 227 — 1623
3. (3,0) € um ponto de maximo local de f e (3,2) é um ponto de sela.

4. (a) Os pontos criticos de f sao (km,0) , (§ +km,0), k € N.

(b) (km,0) sao pontos de minimo, (5 + k7, 0) sdo pontos de sela de f.

4.4 Areas

1. (a) A=16
) A=
© A=
@ A=
(e) A=1

e —1

() A=
(g) A:%—Hnél
(h) A=12
i) A="
(i) A= (16\f) /3
(k) A=2/3—1In(1/2)

15



