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Extremos Livres

. Dada uma funcao f: R" - R e a € R",

(a)

(b)

Qual a propriedade que f(a) deve verificar para ser um maximo absoluto de
f?
Qual a propriedade que f(a) deve verificar para ser um méximo relativo de

£?

. Dada uma funcao diferenciavel f : R?> — R, para um ponto a € R? encontre a

direcao u que torna a derivada direcional maxima f, (a) no ponto a.

. Esta pergunta pretende caracterizar uma propriedade necessaria dos extremos
relativos das funcoes de R™ em R, f: R” — R.

(a)

Comecemos por relembrar de dlgebra linear que o produto interno de dois

vetores u, v € R" é dado por
u|v = (uty ..., up)|(v1, ..., Up) = w101 + ... + URVY

Dois vetores w,h € R™ dizem-se ortogonais quando w|h = 0. Qual o

conjunto de vetores de R? ortogonais ao vetor (1,1,1)?

Verifique que quando um vetor u € R? ¢ tal que u|v = 0 para todo o v € R?,

entao u = 0.

A condic@o para a ser um maximo relativo duma funcao g : R — R diferen-

cidvel. Use as desigualdades obtidas na pergunta 1 para deduzir que
o dlato=g(a) para € >0
p <
o glata—gla) > 0parae<O0

€
conclua entdao que h'(a) = 0. Deduza analogamente esta condi¢do para o

caso de a ser um minimo relativo de h.

Suponha que f : R? — R com f(z,y) = 2? + y?. Comprove que 0 é um
minimo de f.

Seja g : R — R? a funcio g(t) = (t, sin(t)). Justifique porque razdo h = fog,
funcdo de R em R, tém um minimo em ¢ = 0 e usando (c¢) conclua que
1(0) = 0.

Se a fungao g da alinea anterior fosse g(t) = tv = (tvy,tve), para um dado

v = (v1,v2) € R?, verifique que podia tirar uma conclusio analoga.



(g) Usando o resultado de (f) e o teorema da funcdo composta verifique que
V£(0)|J4(0) = 0. Interprete.

(h) Conclua usando (b) que no ponto minimo de f se tem Vf(0) = 0.

(i) * ! Generalize o resultado da alinea anterior para qualquer funcio f : R® — R

diferenciavel com um extremo relativo num ponto a € R"™, concluindo que

Vf(a)=0.

4. O estudo da fun¢do f : R? — R definida por f(z,y) = (y — 32%)(y — 2?) da uma
ideia da dificuldade em encontrar condigoes suficientes que garantam que um dado

ponto critico é um extremo.

(a) Verifique que (0,0) é um ponto critico de f.

(b) Determine e classifique (quanto ao sinal) a matriz Hessiana de f em (0,0) e
numa vizinhan¢a de (0,0). O que podemos concluir a partir das condi¢oes

necessarias e suficientes discutidas na aula?

(c) Mostre que (0,0) é um minimo de f ao longo de qualquer recta que passa na
origem, i.e., que sendo a,b € R, com a® 4+ b> > 0, e g : R — R? definida por
g(t) = (at,bt), entdo t = 0 & um minimo de f o g.

(d) Verifique que, no entanto, (0,0) ndo é um minimo de f.

5. Determine os extremos relativos das seguintes funcoes:

(a) f(x,y) ==y (f) f(z,y) =2*+y*+ 20y — 8z
(b) f(z,y) =2 +y° (&) f(x,y) = —2° + 4y — ¢

(©) f(z,y) =2 -y (h) f(z,y) = =3y* + 2° + 2xy
(d) f(z,y) =z +2e — e — e (i) f(z,y) = sin (zy)

(e) f(z,y) =2Ylogx?

6. Calcule, caso existam, os extremos livres das seguintes fungoes:

y) = 42® — 12xy + 9y? + 362 — 54y + 90
y) = 2% — 4a%y® + 2% + 34

z,y) = 2t + y* + 22%y% — 1022 — 10y? + 25
y) = 42y — 4ot — %+ 1

*
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(e) f(z,y,2) = 2% +yz + bz —xy — 23 + 2.
7. Diga, justificando, se a funcio g (z,y) = e(*~¥) (:E2 — 2y2) tem extremos locais.

8. Discuta, em funcao do parametro o € R a existéncia de extremos livres da seguinte

funcao: f(z,y) =zy(a—z —vy).

9. Um problema classico da estatistica é a partir dum conjunto de dados {(xl, Y1)y -y (Tn, yn)}
sobre duas varidveis z e y, encontrar a recta y(z) = a + bz que melhor resuma
a relacdo observada entre as varidveis. Para definir esta relagao é suposto uma
das variaveis determinar o valor da outra, a primeira chama-se de varidvel inde-
pendente e a segunda dependente. No caso em que y(x) = a + bx, y é a variavel
dependente e x independente. Um dos métodos mais comum para encontrar esta
relacdo é o método dos minimos quadrados, que minimiza a distancia entre os
valores realmente observados para a variavel dependente y; e os valores estima-
dos pela recta 3; = a + bx;. Deste modo os parametros que definem a reta sdo

encontrados resolvendo o seguinte problema

mmabz — (a + bx; )) (1)

(a) Para os dados {(1,1),(3,3),(2,1)} encontre a recta dos minimos quadrados.

(b) * Encontre a expressao de a e b da recta dos minimos quadrados para uma

amostra abstrata {(z1,41), ..., (Tn,yn) }-

2 Extremos Condicionados

1. Pretendemos determinar quais das seguintes fun¢bes tém extremos no dominio
definido. Deve sempre que possivel usar o Teorema de Weierstrass dos valores
extremos. Nos casos em que conclua pela inexisténcia de algum dos extremos

identifique qual a(s) hipotese(s) deste teorema que falha(m).
(a) w : {(x7y) :0 S x—i_y S 17x7y Z 0} _>R7 w(%?J) =y
(b) g:(1,2] x[0,1] = R, g(z,y) =«
(©) f: (0] x[0,1] = R, f(z,y) =

(d) h:[0,1] x [0,1] = R, h(z,y) =

Y

T
z+y sexy>0
if xzy = 0.



() w:{(z,9):0<zr+y<1} >R wlz,y) =y
T se0<zxr<1

(f) 2:10,2] = R, z(x) = _
1z ifl<zx<2.

2. Dada uma funcao f: R” — R e um conjunto de pontos S = {x € R" : g(x) = 0}
com g : R" — R™. O que se entende por f(a), para a € R", ser um méaximo

relativo ou absoluto de f condicionado a S.

3. Para encontrar os pontos extremos de f(x,y) = x+y sujeitos a restri¢ao g(z,y) =

x? +y? — 4 = 0 proceda da seguinte forma:

(a) Comece por representar graficamente o circulo com os pontos que respeitam
a restrigao g(z,y) = 0 e a curva de nivel f(z,y) = 1. Deduza em que sentido
se deve deslocar a curva de nivel de modo a aumentar/diminuir o valor de

f(x,y). Encontre os pontos extremos condicionados.
(b) Use a Lagrangeana para encontrar os pontos criticos e a Hessiana orlada para

analisar se sdo pontos extremos.

4. Determine, graficamente e através do uso da Lagrangeana, os extremos das se-

guintes funcoes:

(a) f(z,y) = 2% +y? — 4, sujeita & condicdo = +y = 3.

(b) f(x,y) = 42 +y? — 4xy, sujeitos & condigdo 2y — x = 3.

(¢) f(x,y) = 2%y?, sujeitos a condicdo x + y = 20.

(d) f(x,y) = 2 + 4y + 4y%. restringindo o seu dominio aos pares ordenados
{(z,y):y=20+1}.

(e) f(z,y) =z + y sujeita & condicdo % + % =1

) f(x,y) = % + y% sujeita & condi¢do zy + 1 = 0.

5. (a) Uma empresa necessita de duas matérias primas z e y. para a produgao dum
bem. A quantidade produzida deste bem é determinada pela seguinte fungao
de producao f(z,y) = xy. A empresa detém 6 u.m para investir em matérias
primas, e o custo de cada unidade de x ¢ 1 um. e de y é de 2 u.m. Formule o

problema da empresa de modo a encontrar a produgao méxima. Resolva-o.

(b) Suponha agora que a empresa tem £ u.m. para investir em matérias primas.
Resolva o novo problema da empresa, encontrando os valores de producao

optimos de z e y em fungao de k, z(k) e y(k).



(¢) Defina o valor maximo a produzir como funcdo da quantidade disponivel
para investir em matéria prima, i.e. f(k) = f(z(k),y(k)).

(d) Calcule a variagdo na produ¢do 6ptima causada pela variacao de &, %. Com-
pare a alteracao com o multiplicador de Lagrange da alinea anterior.

(e) Qual o preco minimo que a empresa estaria disposta a receber pelo produto

por si produzido para investir uma u.m. extra?

6. Um agente econdémico tem uma funcao de utilidade dada pela seguinte expressao
U(z,y) = (z+2)(y + 1) onde z e y sao dois bens por si consumidos. Os precos
destes bens sao P, Py e o rendimento disponivel & M.

(a) Escreva a restricao orcamental deste agente em funcao de Py, Py e M.

(b) Justifique porque razdo a restricdo orgamental vai estar saturada.

(c
(d

Escreva a Lagrangeana que permite encontrar a solugdo 6ptima do consumo.
Encontre os valores éptimos de z, y e A.
e

f

)
)
)
)
(e) Verifique se a condigdo de segunda ordem ¢ satisfeita.
(f) Verifique o que acontece ao consumo de y quando varia o prego de x.
7. Uma fabrica produz dois tipos de méquinas em quantidades x e y. A funcio
de custo-conjunto ¢ dada pela funcio f (z,y) = 2% 4+ 2y?> — zy. Para minimizar
o custo, quantas maquinas dos dois tipos devem ser produzidas, se se pretender

produzir um total de oito méquinas?

8. Seja Q = Sx1x2 (em toneladas) a fungdo de produgdo de certo bem e x; 2 os
factores que entram na sua producao. Tomando para preco dos factores p; = 2,
p2 = 4(em milhares de euros), respectivamente, e pretendendo atingir o nivel de
producao @@ = 40, calcule o custo minimo associado a este nivel de producao e os

niveis dos factores necessarios.
9. Encontre os extremos de:

(a) f(x,y,2) =2 + 3y + 522 sujeito a 2x + 3y + 52 = 24
(b) f(z,y,2) = zsujeitoa 2> +y? +z=5ex+y+z=1.

10. Qual o ponto do plano de R? definido pela equacio z1 + 2z + 3x3 = 1 que esta

a distancia minima de (—1,0,1)?



11. Uma empresa tem uma funcio de producio f(z,y,z) = 1000x2/5y*/521/5 um
orcamento de 1600 € e pode comprar cada unidade de x, y e z ao preco de 80
€, 10 € e 20 €. Qual a combinagao de inputs que maximizam a produgdo? Se
o preco do output for de 2€ por unidade é vantajoso para a empresa aumentar o

investimento em inputs?

12. Calcule os extremos da funcdo f(x,y,2) = 222 + y + z sujeita a condicdo:
r+y+z=1/4
x—2y=3/4

13. Encontre o maximo da func¢do 2Inz + Iny + In z sob a condi¢do = + y + z = 10.
Estime a alteracdo do valor 6ptimo quando se altera o termo independente para
11.

14. Como deve um agente econdémico dividir as suas poupancas em 3 tipos de possi-
bilidades distintas que lhe garantem um retorno de 10 %, 10% e 15%, de modo a
minimizar o risco mas mantendo um ganho meédio de 12%. Se z,y e z forem as
fragoes investidas no investimento 1, 2 e 3, respectivamente, com z +y+z2=1a
variancia do retorno & 40022 + 800y? 4+ 200zy + 160022 + 400yz. Assim sendo o

problema do investidor é

min 40022 4 800y? + 200y + 160022 + 400y =
sarx+y+15z=12
r+y+z=1

Usando a Lagrangeana encontre a solugao 6ptima deste problema. Interprete os

multiplicadores de Lagrange obtidos.

3 Programacao Linear

1. Resolva graficamente os seguintes problemas de Programagio Linear:

(a) (b) (c)

Max Z =4z + 3.5y Max Z =7z + 3y Max Z =2z + 3y
s.a zH+y<d s.a 2z 4+ 5y > 20 s.a z+2y <2
<3 r+y<8 6x 4+ 4y > 24
z,y >0 z,y >0 z,y >0



(d) (e)

Max Z =6z + 5y Max Z =
s.a 5z 4 6y < 40 s.a
122 + 9y < 144
=4y
z,y >0

40z + 30y
z <16
y<8
x+2y <24

z,y >0

2. Recorrendo ao Método do Simplex, resolva os problemas de Programacao Linear

la) e le).

3. Considere o conjunto de solucoes admissiveis definido pelas seguintes restri¢Ges:

20 —y > =2

r+2y <8

z,y >0

Para esse conjunto, determine graficamente:

Max Z=1y Min Z=2x — 2y

4. (P1)

Max Z =20x1 + 6x2 + 8x3
s.a 8x1 + 229 4+ 323 < 200
41 + 3z2 < 150
x3 < 20

x1,x2,23 >0

Max Z= 2z — 2y

(P2)

Min Z =2z — 3x9 — 4x3
s.a 1+ dxo — 3x3 < 15
1+ x2+2x3<5H
5x1 — 6z 4+ 43 < 10

z1,%2,23 >0

(a) Resolva os problemas de Programagao Linear recorrendo ao Método do Sim-

plex:

(b) Identifique e interprete o valor os multiplicadores de Lagrange/prego sombra.

5. Considere os seguintes problemas de Programacao Linear:



(P1) (P2) (P3)

Max 7 =2x1 + 4x9 Max Z =3x1 + Txo Max Z =x1 + 29
s.a 1+ 229 <5 s.a 1 —x9 >0 s.a 4x1 + 320 > 12
T+ x90 <4 —3x1+ 229> 6 201 — 312 <6
x1,2x9 >0 x1,x9 > 0 T > 2
x1,x9 >0

(a) Resolva os problemas P1, P2 e P3.
(b) Identifique o tipo de solugdo obtida para cada um dos problemas. Justifique.

(c¢) Para os problemas com soluc¢oes 6ptimas multiplas, apresente outra solucao

optima.

6. Uma firma produz e comercializa dois tipos de alcatifa. Na producao, sao utiliza-
das duas maquinas, A e B, que funcionam 12 e 14 horas por dia, respectivamente.
Para fabricar 100 m2 do primeiro tipo de alcatifa, sdo necessarias 3 horas de tra-
balho na maquina A e 7 horas na maquina B. A mesma quantidade de alcatifa
do tipo 2 requer 4 horas e 2 horas, respectivamente nas maquinas A e B. Sabe-se
ainda que o lucro obtido com a producio de 100m? do primeiro tipo de alcatifa
é de 4 u.m. e que o correspondente valor para o tipo 2 é de 3u.m. Qual deve ser
o plano diario de producao de alcatifas, de modo a garantir um lucro maximo?
Qual a utilizacdo didria das maquinas? Formule o problema, resolva-o e interprete

a solucao obtida.

7. Considere o seguinte problema de Programacao Linear:

Max Z =7z + 3y
s.a 20+ 1y < 10
8z +y <20
3r —y <92

z,y >0

(a) Resolva-o graficamente.

(b) Determine o intervalo de variagdo para o coeficiente de x na fungao objectivo

(c1), de modo a que o ponto 6ptimo se mantenha.



(¢) Determine o intervalo de variagao para o coeficiente de y na fungao objectivo

(¢2), de modo a que o ponto 6ptimo se mantenha.

(d) Determine as variacoes possiveis para os termos independentes das restrigoes,

de modo a que a base 6ptima se mantenha.

8. Considere o seguinte problema de Programagao Linear:

Max Z =21 + 9
s.a 21 + 312> 6
51 + 4z < 20
dz1 4+ dxe < 20

z1,T2 > 0

(a) Resolva-o graficamente.

(b) Efectue a analise de sensibilidade de z1 na F.O. e do termo independente

associado & primeira restricao.
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4 Solucgoes dos Exercicios Propostos

4.1 Extremos Livres

5. Temos os seguintes pontos de extremo:

ponto de sela

(a
(b

OI

minimo.

¢ é ponto de sela.

d

0 é maximo.

(
(

e) A funcdo nao tem extremos relativos.

(
(f) (2,—2) minimo e (—4/3,4/3) é ponto de sela.

g) 8/3(1,2) maximo e 0 é ponto de sela.

) 0
)
) 0
)
)
)
)
h)

(
(h) —2/9(1,37!) maximo e 0 é ponto de sela.

T+ km
(i) Temos que <2y’ y) , Y €] — 00, —1[U] 1, +00[ representa uma familia

-5 +km

de pontos de maximo e J

,y) , Y €]—00, —1[U] 1, +00[ representa

uma familia de pontos de minimo.
6. Temos as seguintes familias de extremos:

(a) <3y 9 y) , ¥y € R familia de pontos de minimo situados na recta de equagao

2x — 3y + 9 = 0 (funcdo sempre positiva)
(b) (£y,y), y € R familia de pontos de minimo situados nas rectas x = +y
(c) (i 5— y2,y> , ¥ €] —+/5,v/5[ familia de pontos de minimo situados na

circunferéncia de equacao 22 +1y%> =5

11



(x, 2302) z € R familia de pontos de maximo situados na parabola de equagao
20 2

y=
(&) (=2 = v/2/3,-10+5y/2/3,—/2/3) ¢ (=2 + \/2/3,10 - 5,/2/3,/2]3) pon-

tos de sela.

7. (2,—4) é maximo e 0 é um ponto de sela.

8. (0,0), (,0), (0, ) ndo sdo maximos nem minimos. (¢/3,2/3) ¢ minimo se a < 0,

é um maximo quando « > 0.

4.2 FExtremos Condicionados

1. (a) A funcdo w tem maximo e minimo pelo teorema de Weirstrass.

(b) A funcdo g tem méaximo mas nao tem minimo. O dominio da funcao g, D,

nao é fechado.

(c) A funcdo tem minimo mas ndo tem maximo. Dy nao é fechado, (mas f ¢é

continua em Dy).
(d) A funcdo h tem méximo e minimo. h nao é continua.
(e) A funcao tem maximo, mas nao tem minimo. D,, é ilimitado.

(f) A funcao tem méximo e minimo pelo teorema de Weirstrass.

3. (z,y) = 2%(1, 1) € maximo e (z,y) = —2%(1, 1) é minimo
4. (a
(b
(c

) (3/2,3/2) € um minimo condicionado
)

)
(d) (2/3,—1/3) é um minimo condicionado
)

)

)

(
(1,2) é um minimo condicionado.
(

10, 10) méaximo condicionado, (0,20) e (20,0) minimos condicionados

e) v/2/3(—1,—2) minimo condicionado e /2/3(1,2) méaximo condicionado

(
(f) Minimos condicionados em (—1,1) e (1,—1)
5. (a

Max Z =xy
s.a z+2y<6
z,y >0

12



10.

11.

12.

13.

14.

Max Z =(z + 2)(y + 1)

s.a P+ Py<M

z,y >0
(b) Vf(z,y) =20
()
(d)
oF = M_§§Z+Py
e
.
(€)
(f) gg = 211395

. Custo minimo para (z,y) = (5, 3).

. Minimo em (4,2) e o custo minimo ¢ 16000.

(a) (2,1,1) & minimo.

(b) (=1,—1,3) minimos e (2,2,3) maximo.
(1514, 17, 1),

(z,y,2;A) = (10,40, 20; 200) maximo.
(,y,2; A1, A2) = (1/4,—1/4,1/4;1,0) é minimo.
(z,y,2;\) = (4,2,2;32) maximo.

(z,y,2) =(1/2,1/10,2/5) é minimo.

13



4.3

7.

Programacao Linear

a) Solugdo éptima: x = 3, y = 2; valor éptimo: z = 19.

(
(b) Solugao o6ptima: = = 20/3, y = 4/3; valor 6ptimo: z = 152/3.
(d

(e

)
)
(c) Problema impossivel.
) Solugao optima: x = 80/13, y = 20/13; valor 6ptimo: z = 580/13.
)

Solucao éptima: x = 16, y = 4; valor 6ptimo: z = 760.

(a) Solugao 6ptima: x =4/5, y = 18/5; valor 6ptimo: z = 18/5.

(b) Solucao optima: = = 4/5, y = 18/5; valor optimo: z = —28/5.

(¢) Solugao o6ptima: x = 8, y = 0; valor 6ptimo: z = 16.

(a) (P1) Solugao 6ptima: z1 = 15/2, x9 = 40, x3 = 20, s1 = s9 = s3 = 0; valor
optimo: z = 550;
(P2) Solucao optima: x1 = 0, zo = 1, x3 = 4, s1 = 22, s9 = s3 = 0; valor

optimo: z = —19

(a) Solugoes Optimas multiplas; Solugao optima: (x1,z2) = «@(0,5/2) + (1 —
a)(3,1) para « € [0, 1]
(b) Problema impossivel.

(¢) Solugao ilimitada.

Max Z =4z + 3y
s.a 3z + 4y <12
Tr+2y <14

z,y >0

Solugdo optima: x = 16/11; y = 21/11; valor optimo: z = 127/11 (ou seja,
producdo 6ptima didria de alcatifas dos tipos 1 e 2: 16/11m? e 21/11m? | respec-
tivamente; lucro méximo diario: 127/11 w.m.; diariamente, as horas disponiveis

nas maquinas sao consumidas na totalidade).

(a) Valor 6ptimo: z = 95/3; Solucao optima: = =5/3 e y = 20/3;

14



(b) 1 € [6,24]
(c) c2€[7/8,7/2]
(d) by €[73/11,20], by € [10,137/5] e b3 € [-5/3, 400
8. (a) Valor 6ptimo: z = 40/9; Solucao 6ptima: z1 = 20/9 e z9 = 20/9;
(b) c1 €[4/5,5/4]
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