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1 Exercicios: sucessoes

1. Estude quanto & monotonia cada uma das seguintes sucessoes.

1 n?+n
(a) —~ (&) oy
o 5
¢ n—+ 2 i) (=1)" -
@ _J{)n (i) (=11 \/ﬁ)
(o) Vit T- il 3 (=™ = (=n™*
(f) = (k) 1+%+%

2. Indique, justificando, as sucessoes limitadas do exercicio 1.

3. Averigue a existéncia do limite das seguintes sucessoes. Calcule o seu valor nos

casos em que existe.

1 n!
- k
(@) 5 ®) i
n+1 n 1
b 1 n
o) 2 0) (1)
(© (-1)" (m) ¢/
(d) vRn+1—+/n (n) V/n++vn—+/n
(=" 3n7/2 4 2n?
() 7 (0) ——Fr—e
TlL n+4vn+n7
(f)7 (p)i+i+...+7
. 12" 23 n(n+1)
(g) (2+ ﬁ)" (Sugestao: note que ﬁ = % - n%_l)
) on+l 4 3n (@) a1 =1,ap11 =% +1,Vn
2n 4 3ntl (Sugestao:(ay)n € mondtona e limitada?)
. . T
(i) sm(nE) (r) a1 =1l,apt1 =1+ Jan, Vn

(j) cos(nm) + (—1)"+1

1
4. Seja ap, =142+ ...+ n = >} _; k. Por indugao verifique que a, = MT)H
seguindo os seguintes passos:
14+ 1)1
(a) Comece por confirmar que a; = (+2)
1 2 1
(b) Agora, supondo que a,, = (n+2)n’ derive a,11 = (n+)2(n+)7 usando a

igualdade ap+1 = an + (n+1).



1—r"
1—r

5. Sejaa, = 1+7r+1r2 41" = > ko r*. Por inducio verifique que a, =
seguindo os seguintes passos:

(a) Comece por confirmar que a; = 1{_’?.
1—r" . 1 —pntl .
(b) Agora supondo que a,, = T derive a, 41 = I usando a igualdade

Up41 = Gp + L

6. Se a, > 0 para todoon e limag—:l = L verifique que:
(a) quando L > 1 entao lima, = oo.

(b) quando L < 1 entdo lima, = 0.

7. Usando, se necessario, sucessoes enquadradas, mostre que se tem:

n
(¢) — — 0, para qualquer a e a > 0;
a

1 1 1
d) =+ —+ "+ ——=—>+
()\/ﬁ vVn+1 Vn+n >
1 1

1
n? * (n+1)2 L (2n)?

2 Exercicios: séries geométricas e de Mengoli

8. Paradoxo de Zenao

(a) Uma determinada pessoa para ir do ponto A ao ponto B teria de passar pelo
ponto médio Ay entre estes dois pontos. Estando em A; teria de passar pelo
ponto médio entre A; e B, o ponto As. E assim sucessivamente. Argumentava
Zenao que nunca se chegaria a B. Utilizando a série geométrica mostre que

Zenao estava errado.

(b) Se o passo utilizado no argumento de Zenao for de 1/3 em vez de 1/2 acha
que a conclusdo da alinea anterior se mantém correcta? Comece por definir

uy como a distancia percorrida apds n passos e verifique que u, = up—1 +

1 1 2 . - e .

g(l —Up—1) = 3 + 3 Un—1- Derive entao por substitui¢ao sucessiva, (ou por
2]671

indugao), que u, =Y ;_, T Conclua.



10.

11.

12.

13.

(¢) E se o passo utilizado fosse 0 < r < 17

. Paradoxo de Sao Petersburgo Considere o seguinte jogo. Temos dois interve-

nientes a "casa" e o "jogador", o jogador investe K u.m. e a casa, paga um prémio
g, de acordo com a seguinte regra: uma moeda é atirada ao ar sequencialmente
até que saia "cara", quando a primeira cara sai no k-ésimo lan¢camento o prémio

recebido pelo jogador é de g, = 2*.

(a) Qual a probabilidade p; de receber o prémio no momento k, i.e. qual a

probabilidade da primeira "cara'sair no k-ésimo lancamento?
(b) Calcule o valor do jogo (i.c. o seu valor esperado, ou média) E = Y22 | ppgk-

(¢) Que conclusao pode retirar da pergunta (b)?

Sabendo que a taxa de juro de capitalizagdo do dinheiro sera de 5% /ano, de entre

as seguintes opgoes qual escolheria?

(a) Receber 100000 € imediatamente.

(b) Receber 5000 €no principio de todos os anos para todo o sempre, i.e. receber

a quantia indicada no inicio do ano ¢, para todo o t.

(c) Receber 0,001  (1,06) € no inicio do ano ¢, para todo o t.

Uma bola é deixada cair de uma altura h, cada vez que bate no chao ela volta a
saltar até 2/3 da altura de onde caiu no momento anterior. Qual a distancia total

(para cima e para baixo) percorrida pela bola?

Calcule, em caso de convergéncia, o valor das seguintes séries:

n+1
(@) Sooalz)" @) S (G = 50)
(b) Xn>1 2”7 © Yoo (=3 2 1

on + (=3)n+1 4n+2)
(€) Xonz0 5nra

Considere as seguintes séries geométricas em funcao do parametro real z. Deter-

mine para cada uma a razao r = r(z), o intervalo de convergéncia e a soma da

série.
2z)" n+1
() Yot 5o () Ym0 oy — Tz
2x)" 5
(0) zo (£) Tz 5

)
() Ypso b (8) Yps (75"
)

(d anl%:l - 32%



14. (a) Partindo das seguintes igualdades, para 0 < z < 1:

1
- o k+l _
iy o -
) B(Z?’:Oxkﬂ) AR
H Oz = 2k=o 0x
1

confirme que > 77 (k + 1)xk = m

(b) Calcule ;;O(l’ D hep1 z*.
(c) O que pode concluir das igualdades obtidas anteriormente?
15. (a) Mostre que se tem 0,99999---=0,(9) = 1.
(b) Calcule o racional correspondente a dizima 3,666 - - - .
(¢) Calcule o racional correspondente & dizima 1,181818---.
16. Considere o modelo autoregressivo em que os valores da varidvel ¥ no momento

t sdo determinados pelo valor de ¥y no momento t — 1 e pelo valor de uma outra

varidvel £ no momento ¢, assim temos

Y¢ = Tt + QYp—1

(a) Determine que y¢ = > oo a¥my_y.
(b) Qual o efeito da varidvel  no momento j, z;, no valor de y no momento ¢,
. 8yt 9
Ui, .. ——

al‘j ’
(c) Determine o efeito cumulativo de longo prazo )2, a—?? O que mede efeito
J
cumulativo de longo prazo?
(d) Encontre um exemplo econémico que possa ser modelado desta forma.

17. Determine para que valores de a € R as seguintes séries convergem e determine o

seu valor.

a

b

(c
(d

> n>o(zi7)"
ano(l — lal)"
ano a
o)

(a)
(b)
)
)



18. Considere a série de termo geral

§ an — An+1

n>1

(a) Mostre que S, = a1 — an+1

(b) Conclua que ), < ap — Gpp1 = a1 — lima,yq.

19. Considere a série de termo geral

n>
(a) Mostre que m =1L
(b) Mostre que Y ;_; ﬁ =1- %—i—l
(c) Conclua que )7, -, m =1.

20. Generalize o exercicio anterior e, para um dado inteiro k > 1, calcule o valor da

1
Z n(n + k)

n>1

série

3 Séries de termos nao negativos

21. Série de Dirichelet

(a) Usando a desigualdade

=1 11 11 1 1 1
2ottt (ErE e tw) Tt
n=1
1 1 1 1 1 1 1
<1+ (55 + ) (4—a+4—a+4—a+4—a)+(8—a+
o) 1 n
:1+Z<2(a—1)>
n=1
Verifique que a série Y 7, n% converge para o > 1.



(b) Usando o mesmo género de técnica mas com a desigualdade

111 1111
ottt Gt tate) o2
R BV S B TS S B B
+2a+(4 +4a+8a+8a+8a+8a)+"'

verifique que a série Y o7, n% diverge para a < 1.

22. Estude a natureza das seguintes séries de termos nao negativos:

1 1
@ s © ¥
! (f) Znsin%

(c) 2 2" 4+ n (Obs: bm(a”) — 1 se ap, —0.)

@) ¥ 5 ®Zﬁﬁjf
1

() 2. (3n —2)(2n + 1)

23. Usando o critério da razao, determine a natureza das seguintes séries numéricas:

2 n!
“ d R
)22 W e
1" 3"n!

(e) 22

(b)

(n})?
© gy

24. Usando o critério da raiz, determine a natureza das seguintes séries numeéricas:

@2% @ ¥

1
(b)Z:?n L (Q)ZW
© -

4 Convergéncia absoluta

25. Verfique se as seguintes séries convergem e, em caso afirmativo, classifique a con-

vergéncia enquanto simples ou absoluta:



26.

27.

28.

29.

30.

(="

n+logn 2
Ottt )
©) S 530 0 % o g
(=" (=D"n
@ NG () 2=+

,logn

(0) (-1 2" 1) $(-1)
(f) z(—mﬁ (m) 3(=1)"(Vn? +1-/n)

sinn
n3+1

(8) >

Mostre que se Y a,, é uma série convergente de termos estritamente positivos e se

(bn)r, € uma sucessao limitada, entao ) anb, é absolutamente convergente.

Mostre que (_n# é convergente, para qualquer o > 0.

5 Séries de poténcias

Estude as seguintes séries quanto & convergéncia:

Usando o desenvolvimento em série de Taylor conclua que

+t0 .’I}2 1,3 n

R N AT
e—zn!—1+x—|—2+3!+ tope, VTER,
n=0
e que
G
log(l—I—ac):Z ", VYeel—1,1].

n
n=1

Usando o desenvolvimento em sérei de Taylor do logaritmo, determine o valor da

série harmonica alternada

co



31. Determine as séries de Taylor do seno e do co-seno e os respectivos raios de

convergéncia.

32. Sabendo que

f(z) = :Zx”, rel—1,1].

n>0

(a) Verifique a validade do desenvolvimento anterior.

(b) Determine a série de Taylor de f'(z) = (1 — 2)~2 e o respectivo raio de

convergéncia.



6 Solucoes

1.

(a) Decrescente
(b) Crescente
(c) Crescente

Nao monétona

(d

e) Decrescente

)
(e)
(f) Nao mondtona

g) Crescente

(8)
(h) Decrescente

(i) Nao mondtona
(j) Nao mondtona
)

(k) Decrescente

(a) Limitada
(b) Nao limitada
)

¢) Limitada

(
(d) Limitada

)
e) Limitada

(
(f) Limitada

N3ao limitada

8

h) Limitada

()
(h)
(i) Néao limitada
(j) Limitada
)

(k) Limitada

(a
(b
(¢
(d

0
1
Divergente
0
0

f) 0

)
)
)
)
)
)

(
(

10.

11.

10

(g) Divergente
(h) 1

(i) 1

() 3

(k) 3

(1) Divergente
(m) 0

(n) 1

(0) §

(p) 1

(q) 2

(x) #5

(a)

(b)

(¢) Para qualquer r o total cami-
nhado é 1.

(a) pr=2"—k.

(b) E = .

(c) Para entrar neste jogo o "joga-
dor"estaria disposto a investir

toda a sua riqueza M, dado que
E> M.

()

5



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

100
+00
7
2
-1
=39
12
T(x> = %Q ] - 373[; g_xgx-
. . 2
T(.CU) = %, ] — 2,2[, 5 2
r(z) =234 ] - 1,3 =1 23.
2
) = 512,25 £ -2
rl(x) = 2%7712(‘7:) = %7 ] - %7%[7
1 28z
3—2x 4—x
2.
r(xz) = 2; ] — 00, —2[U]2, +o00[;
4
z2(z—2)"
24.
T(.’L’) = ﬁa ] — 00, %[7 1f2w
11
3
13
11
25.
a> 3

—2<a<2NhNa#0

@)

a =

A

-3
a 7\/a>

[\CJ[9V]

(a) Divergente

11

Convergente
Convergente
Convergente
Divergente
Divergente
Divergente

Convergente

Convergente
Convergente
Convergente
Convergente

Divergente

Convergente
Convergente
Convergente
Convergente

Convergente

Converge simplesmente
Converge absolutamente
Converge absolutamente
Converge simplesmente
Converge simplesmente
Converge simplesmente
Converge absolutamente
Diverge

Converge simplesmente
Converge simplesmente
Diverge

Converge simplesmente



(m) Diverge
26.
27.

28. (a) Absolutamente convergente em
x € [—2,2], divergente caso con-
trario.

(b) Absolutamente convergente em
x = 0, divergente caso contré-
rio.

(c) Absolutamente convergente em

€]—1, 1], divergente caso con-
trério.

(d) Absolutamente convergente em
x €] —2/3,2/3], divergente caso

contrario.
29.
30. —log2
3L sinz =3 2, %x%“ , =00
cosxT =y 74 %x%, r = 00.

32. (a)
(b) anonazn_l ,r=1.
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