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«Muitas situacoes de decisdo podem ser
consideradas como problemas de pro-
gramacgao linear com multi-objectivos
(PLMO). Neste trabalho resolveremos
um exemplo por nés construido utilizando
o0 método Zeleny-yu. Alguns teoremas
de dualidade em PLMO serao enuncia-
dos e aplicados ao exemplo. Realgare-
mos por fim a importancia da dualidade
no processo de tomada de decisoes.»

A metodologia tradicional referente a pro-
blemas de optimizacao caracteriza-se pela
existéncia de um Unico objectivo e todos os
outros elementos relevantes da decisdo sao
incluidos como restrigoes.

Em muitas das aplicagoes da programa-
cao é dificil formalizar as «aspiragbes» do
decisor (ou decisores) num Unico objectivo.

Em muitos casos o(s) decisor(es) tem de
escolher entre varias alternativas na base
de objectivos multiplos e conflituosos.

Estes diferentes objectivos, muitas vezes
nao podem ser convertidos num Gnico objec-
tivo, mesmo o tradicional «padrao méagico
moeda» tem sido muito contestado pela sua
inadequabilidade em integrar, de uma ma-
neira significativa, todos os aspectos sociais
relevantes da moderna teoria da deciséo.

Por exemplo, nos nossos dias existe uma
necessidade de poupanga de combustivel,
muitos governos tém estudado possiveis
métodos de afectagdo do gaséleo entre os
sectores industrial e doméstico tentando si-
multaneamente maximizar o PNB, preservar

o equilibrio da balanca de pagamentos e
assegurar um alto nivel de emprego.
Situagdes deste tipo originam problemas
de optimizagdo com mais de um objectivo.
O problema geral em PMO com p objectivos,
m restricoes e n variaveis consiste em
MaxZ[Z(x)........... Zy(x)]
s.a.
Li(x) =0
X =0
onde Z é o vector dos objectivos.

O conceito de maximizacado toma aqui
um significado especial ja que estamos a
trabalhar com varias funcdes objectivo, assim
para qualquer solugao admissivel temos um
vector dos respectivos valores das fungbes
objectivo. O que se procura ndo é uma
solugao que maximize simultaneamente to-
das as fungoes objectivo, como os objecti-
vos sao contraditorios tal ndo é possivel,
mas sim todas as solugdes que sejam nao
dominadas.

Entende-se por «solugdo nao dominada»,
todo o x°, pertencente ao conjunto das so-
lugoes admissiveis, para o qual nao existe
nenhum x' pertencente ao conjunto das so-
lucdes admissiveis, tal que

Z(x)=2Z(x)
ou seja
Z(x)=Z(x) e Z(x)#Z(x°)

Existem diferentes métodos para encon-
trar solugdes nao dominadas, de problemas
deste tipo. Podemos classifica-los de acordo
com 0 seguinte esquema:

Contexto de decisao

-

Um grupo
unico de decisao

Métodos de solugao
com multi-objectivos

/L \

Vérios grupos de

decisao com interesses
em conflito

Métodos de multidecisao

Fluxo de Fluxo de
informacao informagao
de baixo de cima
para cima para baixo
Métodos > . >
de Métodos com incorporagao
geracgao de preferéncias

Nos métodos de geragao procura-se de-
finir 0 conjunto de todas as solugbes néo
dominadas deixando ao grupo de decisao a
escolha da melhor solugdo de compromisso.

Pertencem a categoria de métodos de
geragao os seguintes métodos:

método dos pesos;
método das restrigoes;
método de NISE;
método do simplex.

el o S

Todo o problema de programacgao linear
com multi-objectivos (PLMO) esta intima-
mente relacionado com outro problema
PLMO denominado o seu dual. Esta afir-
magao nao seria mais do que uma curiosi-
dade matematica interessante se nao fosse
o facto da relacao entre o dual e o primal
(problema original) se mostrar de grande
importancia para o utilizador de modelos
de PLMO.

A relagao entre o problema original e o
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seu dual deve ser considerada como uma
extensao natural da dualidade em P.L. tal
como em P.L. os problemas primal e dual
em PLMO sac baseados no mesmo con-
junto de dados e existe pelo menos um par
de solugbes associadas tais que os valores
correspondentes dos objectivos multidimen-
sionais sao iguais.

O dual em PLMO fornece informagodes
importantes ao decisor.

PROGRAMACAO LINEAR
MULTI-OBJECTIVOS

FORMALIZACAO DO PROBLEMA:

Considere-se o seguinte problema de
PLMO:
«max» { Z(x)=cx/xeX } [1]
onde

X — é o conjunto das solugdes admissiveis
eX= { X/IAX=b para xeRj }

A é uma matriz (mxn) cuja caract. é m

b & um vector de m componentes (b e R")

¢ € uma matriz (pxn) dos coeficientes
das p fungdes objectivo

Z(x)=[Z'(x).-..... z°(x)]"

€ o vector dos valores das fungdes objec-
tivo.

«max» — indica que se devem encontrar
todas as solugdes nao dominadas
no sentido de maximizagao.

UM ALGORITMO DE RESOLUGAO
DO PRIMAL

O algoritmo de Zeleny que vai ser apli-
cado num pequeno exemplo numérico, in-
sere-se nos diversos algoritmos que tém
sido desenvolvidos com base na aplicagao
do método do simplex, embora com algu-
mas modificagoes.

Na programacéo linear com uma unica
funcao objectivo, o principio do algoritmo
do simplex consiste em encontrar a solugao
optima, partindo-se de um ponto extremo
para outro adjacente através da operacao
«pivot» e terminando esta operagédo quando
se chega a solugdo dptima.

Na programacgao linear multi-objectivos,
o principio é idéntico, sé que aqui, o conceito
de solugao 6ptima da lugar ao conceito de
solu¢ao nao dominada e o que se pretende
com a operagdo «pivot» é gerar todas as
solugbes nao dominadas do problema em
causa.

O método utiliza um quadro do simplex,
construido & imagem do simplex utilizado
na P.L. com uma unica funcdo objectivo,
embora ampliado.

Seja um problema genérico em que se
tem:

p objectivos

n = (k+m) variaveis, m das quais sao
«slack»

m restricdes

O quadro do simplex apresenta a seguinte
forma:

’1 GGG G
| @@, of | PO 0
& BHS | % 55 4 e Srmns smnir smossnssins Xe Xkgd 2ot Xy +m
COLUNAS NA BASE
z! (Z-e)' (Z-c)' oo (Ze- 0" (st -Cpn)' oo (Zrm - Ckemyt
Z.1 (-Zp-c1)p (Za-ColP ... (Z =GP (Lt =GtV -oon e (Zx+m = CkrmP

As principais diferencas entre este quadro
e o de um simplex na P.L. com uma anica
funcdo objectivo sao:

— Tém-se p objectivos, logo p linhas de
coeficientes das fungoes objectivo de-
signados pelo simbolo c| que represen-
ta o coeficiente da variavel de decisao
j, no objectivo i.

— Para cada variavel, tem-se um vector
de custos reduzidos

i =[(Zg)
(Zr:ci)p

E por meio destes vectores, que po-
demos obter a informagao necessaria,
para gerar o conjunto das solugdes
nao dominadas.

Os teoremas que se seguem e que nNao
demonstraremos permitem estabelecer cri-
térios sobre solugdes dominadas e nao do-
minadas que permitem em cada iterac¢ao
saber quais as variaveis nao basicas que
sao «candidatas» a entrar na base e que
conduzem a solugdes nao dominadas.

Teorema 1 [Zeleny (1974 pg 66)]

Dada uma solugédo admissivel basica,
se houver uma variavel ndo basica x,
tal que

fjkso para k=1,2,..... p

entdo a solugao admissivel basica diz-
-se dominada.

Teorema 2 [Zeleny (1974 pg 66)]

Dada uma solugao admissivel basica,
se houver uma variavel ndo basica xj,
tal que

fjk_éo para k=1,2,---.. p

entao a introdugao de x; na base, con-
duzir-nos-a a uma solugdo dominada.

Estes dois teoremas, permitem generali-
zar o critério de entrada de variaveis na
base, que se utiliza num problema de maxi-
mizagdo em P.L. com uma unica fungao
objectivo.

A necessaria extensao que aqui é feita,
deve-se ao facto de na PLMO se trabalha-
rem com vectores coluna que em (ltima
analise, se tém de comparar.

Contudo, os dois teoremas que enuncia-
mos sdo insuficientes, pois ndo contemplam
todas as situagoes que surgem quando se
comparam os vectores coluna associados
as varidveis ndo basicas numa dada ite-
raccao. Dai a necessidade de introduzir um
outro teorema.

Teorema 3 [Zeleny (1974, pg 67)]

Dada uma solucao admissivel basica,
se se tiverem duas variaveis nao basi-
cas x e xj, tais que:

0ifi< 0;fF

(onde ©; é o valor da variavel x;, se
fosse introduzida na base).

Entdo a solugdo admissivel resultante
da introdugéo na base de x; é dominada
pela solugdo resultante da introdugao
na base da variavel x;.

Assim, se os vectores f,k das variaveis nao
basicas estiverem abrangidos pelas situa-
¢Oes a que os teoremas anteriores se refe-
rem, temos o problema do critério de en-
trada na base resolvido.

Assim, os teoremas 1 - 3 nao nos forne-
cem meios para determinar se uma solugao
admissivel basica é nao dominada.

Dada uma solugdo admissivel basica que
nao seja contemplada pelo teorema 1, ela
pode ser dominada ou ndo dominada.

Normalmente os dados que o quadro do
simplex nos fornece sao insuficientes para
responder a uma questdo como esta.

A d(nica situagdo em que o quadro do
simplex permite concluir que uma solugao
admissivel basica é nao dominada, é quan-
do essa solugao é um maximo Unico para
um dos p objectivos.

Esta situagéo da-se se os custos reduzi-
dos para um determinado objectivo forem
estritamente positivos.
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Assim, se para um dado objectivo todas
as variaveis nao basicas tém custos redu-
zidos nao negativos, com alguns nulos, a
solugao admissivel basica é um maximo
para aquele objectivo, mas nao é Unica.

A existéncia de solugdes optimas alter-
nativas, conduz ao facto desta solugéo po-
der ser dominada.

E necessario entao, para dar eficacia ao
algoritmo do simplex na PLMO, criar um
método que permita determinar se uma
dada solugao admissivel basica é nao do-
minada.

Esse método consiste na resolugao de
um «sub-problema» que tenta encontrar
uma solugao admissivel que melhore pelo
menos um dos objectivos, sem piorar 0s
outros.

Se tal solugéo for encontrada, conclui-se
que a solugdo basica que estamos a testar
¢ dominada. Se tal solugdo nao existir,
conclui-se que é nao dominada.

O sub-problema formaliza-se da seguinte
forma:

P
maxyV= X &
i=1
s.a.
Zix)-8i=2Zi(® (=12--p
8i =0 (i=1,2,---p)
onde x e Xeonde X = (X1, -~ - Rk+m)

é a solugéao admissivel basica que esta
a ser testada (1).

% sera4 nao dominada se max V=0, 0
que s é obtido quando todos os &i s&o
iguais a zero.

Neste caso, Zi (X) = Z; (x), ou seja, a so-
lugdo encontrada nao melhora nenhum dos
objectivos em relagédo a X.

Este sub-problema que acima se enun-
ciou duma forma genérica, tem sido forma-
lizado de diferentes maneiras de forma a
ser adaptado aos indmeros algoritmos que
se desenvolveram, embora na esséncia seja
0 mesmo.

Obtida uma solugao ndo dominada, re-
corre-se aos teoremas 2 e 3 para se pro-
curarem novas solugbes «candidatas» a
serem nao dominadas.

ALGORITMO DE DECQMPOSICI\O
DO ESPAGO PARAMETRICO

No exemplo numérico que se seguira,
utilizaremos um método, desenvolvido por
M. Zeleny, denominado método da decom-
posicdo do espago paramétrico e que se
baseia na programagao multiparameétrica.

O algoritmo permite gerar todas as solu-
¢oes nao dominadas, fazendo corresponder

(1) Este sub-problema & equivalente a:

Max Z (x)
s.a.
xeX
Zi(x) = Z (%)

que é um problema de PLMO, resoltivel pelo método
das restricoes e que se pode transformar de forma a
utilizar o método dos pesos [cohon — seccao 6.2].

a cada solugdo ndo dominada x°, um sub-
-espaco gerado no espago dos A\ (pesos
que dao origem a todas as combinagdes
lineares das fungdes objectivo) e que pode
ser chamado a regido de indiferenga asso-
ciada com o vector x°.

Definigao 1

Seja A, o conjunto de todos os vectores
A definidos da seguinte forma:

fxz{A:Aelﬂp,Aiao, g

A=1
I=1I }

Definicao 2

Dado um A € A, seja P(A) o seguinte
problema:

p 3
max = AZ(X)
xeX i=1

P(\) =

onde X é o conjunto das solugbes admissi-
veis.

Pretende-se com este problema encontrar

um ponto (vector) % € X tal que

AZ(X)=MZ (x) paraqualquerxeX

Esta decomposicao permite ainda resol-
ver simultaneamente o «sub-problema» re-
ferido anteriormente por meio da combina-
¢ao linear convexa que o problema P(A)
impoe.

Com a condigao de normalizagéo do es-
pago dos objectivos, dada pela defini¢ao 1,
podemos fixar (p-1) parametros A;, ficando
0 p- ésimo parametro automaticamente de-
terminado.

Isto permite reduzir a dimensao do es-
paco A.

Para simplificar, comecemos por consi-
derar (p+1) fungdes objectivo.

Seja ¢ x=chxq+-o- + clkxk

=12
Entao,

P(?\)=I\cx=‘;

p :
= [(i— 2 )\f)cpﬂ +3 Aic']x
i i
_ [Cp+1 + g ‘\i (Ci_CerT)]x
i
Designe-se (¢ —c¢"") por &' parai=1,

Entao vem:

P(A) = (¢t + % N ) x

I
k p z
= ?(Cp+1 + E Aj Cij) Xj
i

Seja
(' +End)=cm
i

Entao
K
P(A) =c(A)x= Z cj(h)xj
j=1

Repare-se que se obtém uma fungéo P(XA)
definida no produto cartesiano (X X A).

Fixando A\* ¢ A, obtemos uma fungéo
linear P(A*) que pode ser maximizada em X.

Esquematicamente, o algoritmo utilizado
sera:™

Para A e A construir Pyi
e resolver Max Pl
xeX .

| Encontrar X

e construir A (x')

i=i+1

3 NAO
(E'A(x")ﬂlnt.\=®?>——’ x' e D
SIM
xeN

i

Gerar uma solugao basica adjacente x'*'

5.
NAO B U[AX)0A]=A2 >
1
*' SIM
STOP

(*) Para mais pormenores ver Zeleny.
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EXEMPLO NUMERICO

A empresa « dedica-se ao fabrico dos s.a.

produtos | e Il. No processo de fabrico, os

dois produtos utilizam duas maquinas (ma- 2%1 + X2 — X3 + Xs =120

quér;a AdetB)I- —_— X1 + 3% — X4 + X5 =150

roduto | requer, por unidade, 2 horas

da mpéquina A eq1 ho?a da maquina B. X+ 2% + %7 = 4500
O produto Il requer, por unidade, 1 hora X3 + Xg =40

da maquina A e 3 horas da maquina B. X4 + xg = 60
A utilizagao «normal» da maquina A é de

120 h /mensais e da maquina B é de 150 h/ Xi =0 (i=1,2 . 9)

/mensais.

Os precos de mercado do produto | e |l
sao respectivamente 75 e 100 por unidade. } : .
Até ao momento, a empresa tinha como REDUCAO DA DIMENSAO DO ESPACO DOS PARAMETROS
unico objectivo maximizar as suas vendas
(receitas). Um estudo de «marketing=» enco-
mendado pela empresa, indicou que o mer- 5
cado estava em expanséo e que a empresa PA)=[c3+ X A(c+¢3)]x
deveria proceder a comercializagao dos P=1
seus produtos.
Com estes novos dados, a empresa con- = (75%x1 + 100x2) + Ay (— 76x; — 102x2) + Az (— 5x3 — 10x4)
templou a hipdtese de aumentar a sua pro-
ducao, recorrendo a horas extraordinarias.

A maquina A tem, como limite maximo,
40 horas mensais de utilizagao extraordi-
naria e a maquina B de 60 horas mensais.
O custo unitario total da hora
extraordinaria na maquina A é de 5, e na | QUADRO DO SIMPLEX
maquina B é de 10 unidades monetarias.

No processo de comercializagdo, o custo
médio é de 1 e 2 unidades monetarias por ciz 0 0 -5 -10 0 0 0 0 0
unidade, do produto | e Il respectivamente, ol =55 =t05 o o d o o o 0
tendo a empresa estabelecido um «plafond» '3
méaximo de 4500 unidades monetarias. G 75 100 0 0 0 0 0 o o
Os objectivos que a empresa se propoe
atingir sao: B RHS x1 x2 x3 *4 x5 X8 x7 g xg
1.° — Maximizar as receitas;
2.° — Minimizar as despesas em horas X5 120 2 1 -1 0 1 0 0 0 0
extraordinarias; X6 150 1 @ 0 1 0 y 0 0 0
3.° — Minimizar as despesas com o pro- . . 5 "
o e & X
cesso de comercializagao. 7 0 0 0 1 0 0
xg 40 0 0 1 0 0 0 0 1 0
%9 60 0 0 0 1 0 0 0 0 1
Definicao das variaveis: 3
zj-cj — -75 -100 0 0 0 0 0 0 0
~_ em que: (zj - Cj)1 — 76 102 0 0 0 0 0 0 0
X, | X1— quantidade vendida do pro- (z; - cj)2 — 0 0 5 10 o 0 0 0 0
X» duto |
x =| y, | X2 — quantidade vendida do pro- E conveniente_comegar com A =0 e assim Az = 1. O problema transforma-se na
duto i N maximizagao de ¢°x, o que corresponde a um problema de P.L. com uma tnica fungao
X3 — n.° horas extraord. de utiliz.  objectivo, que se vai maximizar (max c°x).
maqg. A {xeX}
X4 — N.° horas extraord. de utiliz.
Xog 2 B
Mdg: o QUADRO I
b S PRERERE X9 — variaveis «slack»
: . ciz 0 0 -5 —10 0 0 0 0 0
C — & uma matriz (3% 9) dos coef. das |
funcées objectivo; Cj -76 -102 0 0 0 0 0 0 0
A — é uma matriz (5 X 9) dos coef. associa- c|3 75 100 0 ] 0 0 0 0 0
dos as restrigoes;
b —¢é um vector colu_ne} (5% 1) dos lados B RHS x4 X5 - i - - ¢ % %5
direitos das restrigoes (RHS).
X5 70 63 0 -1 13 1 130 0 0
x2 50 113 1 0 -1i3 0 113 0 0 0
Formalizagao do problema X7 4450 i G G 25 5 s ; o 0
max cx = max (c'x. e2x. c*x) x8 40 0 0 1 0 0 0 0 1 0
xg 60 0 0 0 1 0 0 0 0 1
onde:
(2 - G 5000 -1253  © 0 -1003 O 100/3 0 0 0
clx=-x —2x 1
Zj - G ~5100 42 0 0 34 0 -34 0 0 0
c2x = — 5xg — 10x4 2
(zj - ¢ 0 0 0 5 10 0 0 0 0 0
¢3x = 75%x; + 100xs
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QUADRO Il A solugao obtida no QUADRO V, é um
maximo Unico para a 32° fungao objectivo

(maximizagao das receitas) e como ante-

8 i * X2 %3 X4 X ‘8 ¥ X X riormente se referiu é uma solugao nao do-

1" 42 1 0 -35 15 35 -106 0 0 0 minada — a que chamaremos x(@).
x2 36 0 1 1/5 -2/5 -15 25 0 0 0 Tem-se que x(0) = (54, 52, 40, 60, 0, 0,
X7 4088 9 4 s a5 -5 -as 1 a 0 4342, 0, 0) a cada solugdo nao dominada
:g ;3 g g = ? g g g :] ? x(), corresponde um sub-espaco dos A (x0).
Quando todas as solugdées nao domina-
2~ Ci)3 6750 0 0 _o5 25 25 25 0 0 0 Qas estiverem’geradas, 0 espago norma-
=)' - 6864 0 0 126/5 12855 -126/5 —128/5 O 0 0 I(;zado A eod CEIpISIEaR'S spreepon-
5 o» pela uniao dos sub-espagos correspon-

(Zj - cj 0 o 0 5 10 0 0 0 0 0 dentes a cada solugao x().

Para cada x({i), o correspondente poliedro
A (x) tem de ter pelo menos um ponto em
QUADRO IV comum com A.

Dada uma solugdo nao dominada x0, o
correspondente A (x) é definido:

e 0 0 -5 -10 0 0 0 0 0 A (x0)) = { x:xelR2: (ck-zk)3 =
c] ~76  -102 0 0 0 0 0 0 0 2 .
3 T A (zk-ck)i; k=1,2, ... 9}
[ 75 100 0 0 0 0 0 0 0 c-1
B RHS - - - x4 ‘5 <6 b s o no nosso exemplo, A (x() ¢ obtido resol-
vendo o seguinte sistema:
X1 66 1 ] 0 15 35 —1/5 0 35 0 126/5 A¢ =25
X2 28 0 1 0 —2i5  -15 205 0 ~1/5 0 12815 X <45
126/5 M + HAx =25
X7 4378 0 0 0 a5 —15 -85 1 ~1I5 0 128/5 Ay + 10 Ao < 25
X3 40 0 0 1 0 0 0 0 1 0
%5 50 0 0 0 ® 0 0 0 0 1 O sistema anterior & equivalente a:
125 1)
3 , _ A= —
(2 CJ)1 7750 0 0 0 25 25 25 0 25 0 108
(Z - Ci)z —7872 0 0 0 128/5 —126/5 —128/5 0 —12655 O 195 o5 N
Zi = Cj ~200 0 0 0 10 0 0 0 -5 0 A 2
el 126 126 )
125 50
A = = Az (3)
QUADRO V 128 128
A restricdo nao redundante é (3)
B8 RHS 31 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 xg
x4 54 1 0 0 0 s 105 0 as  —115
X2 52 0 1 0 0 15 25 0 ~15 25
x7 4342 0 0 0 0 ~1/5  -35 1 ~15  -35
xa 40 0 0 1 0 0 0 0 1 0
xd 60 0 0 0 1 0 0 0 o () AxO)=AEXO)NOA
ou seja A (x(0) =
z-cp° 9250 0 0 0 0 25 25 0 25 25 ) ()
Zj-cp 9408 0 0 0 0 12655 —1285 O  —126/5 |- 128/ 128/5 A + 10 Az < 25 (ndo redundante)
- cj)Z — 800 0 0 0 0 0 0 0 5 | _10 =3 A+ A2 =1 (cond. de normaliz.)
A1, Ao =0
‘2 @ T ()

Fig. 1
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A restricao nao redundante (3), esta as- QUADRO VI
sociada a coluna nao basica que domina
todas as outras colunas nao basicas (teo-
rema 3) e portanto é a varidvel xg que deve c,2 0 0 -5 -10 0 0 0 0 0
ser |nt~rodu2|da na base, para nos c?nduzw a c} s i n o o 8 5 B .
geracao de uma nova solugao nao domi- 3
nada (ver QUADRO V). i w9 0 g 0 0 a g
x(1) = (66. 28, 40! 0, 0: 0, 4378, 0, 60) B RHS X1 X2 x3 X4 X5 X5 X7 xg xg
128/5 A1 + 10 Ao = 25
A (x(N) = 12615 Ay =25 X1 66 1 0 0 15 305 15 0 a5 0
' 128/5 Ay =25 _ _‘
126/5 ?\1 + 5;\2525 X2 28 0 1 0 —2/5 - 15 2i5 0 - 115 0
X7 4378 0 0 0 35 -5 —35 1 —115 0
E entao, x3 40 0 0 1 0 0 0 0 1 0
128 Ay + 50 Ap =125 (3")(%) g 60 0 0 0 1 0 0 0 0 ©)
A (x() = 128 Ay =125 (1)
) M+ A= =’ 7750 0 0 0 ~25 25 25 0 25 0
A Ag =0 (Zj— ¢ 7872 0 0 0 128/5 ~126/5 1285 0 1265 O
Zj - Ci)2 - 200 0 0 0 10 0 0 0 -5 0
Como A (x(M) NA # @, entdo x(1) é so-
lucdo ndo dominada. Veja-se figura 1.
Neste momento, podem entrar na base
X4 OU Xg. Se entrasse x4 sairia xg e volta-
riamos ao ponto x(@ e a A (x(),
Assim, vai introduzir-se na base a varia-
vel xg.
QUADRO Vi x(2) = (80, 0, 40, 0, 0, 70, 4420, 0, 60)
64 A = 1252
A (x(2) = 1 38\ = 752
7 0 0 5  -10 0 0 0 0 0 3891+ 5Aa= 752
c ~76 102 0 0 0 0 0 0 o 10r= 0
3
Cj 75 100 0 0 0 0 0 0 0 Ay = 125/128 (17)
10A + 760y = 75 (4)
B RHS X1 X2 X3 x4 x5 g x7 xg *g A(x@) = M+ A= 1 (cond.
de normaliz.)
X1 80 1 12 0 0 112 0 0 12 0 M. ho= 0
X6 70 0 512 0 = 12 1 0 12 0 . .
) Veja-se figura 1; como A (x@) O A # @,
7 4420 . BE 4 S ! w8 entdao x@ é solugdo nao dominada.
x3 40 0 0 1 0 0 0 0 @ 0 Podem entrar na base, ou variaveis x; e
xg 60 0 0 0 1 0 0 0 0 N Xg. Se entrasse x, sairia xg e voltariamos
ao ponto x(. Assim, vai introduzir-se na
(z - 05)3 6000 0 1252 0 0 7512 0 0 752 0 base a variavel xg.
z-cp - 5080 0 64 0 0 8 0 0 3% 0
Z - 05)2 - 200 0 0 0 10 0 0 0 5 0
Tem-se x(® = (60, 0, 0, 0, 0, 90, 4440, QUADRO Vil
40, 60)
64 Ay = 125/2 e? 0 0 -5 00 0 0 0 0
A (x3®) = 3BA1 + 5h = 752 c 76 -102 0 0 0 0 0 0 0
38 A1 < 752 4
1060m= 0 Gy 75 100 0 0 0 0 0 0 0
\M75/76 = (5) B RHS X{ X2 X3 X4 X5 Xg X7 Xg Xg
38N + BA =752 (4')
A (x(3)) = 1 2 60 1 112 112 0 0 0 0 0
e eyt S 1 i @
3 ke D X6 90 0 512 12 -1 112 1 0 0 0
X7 4440 0 32 112 0 ~1/2 0 1 0 0
V_eja—se figura 1,‘Con:|o A (x@) NOA+3, ¥ 40 o 0 i 0 & 5 g : b
entao x4 ¢ solugao ndo dominada.
xg 60 0 0 0 i 0 0 0 0 1
@ -6 4500 0 1252 -752 0 75/2 0 0 0 0
z - ) - 4560 0 64 38 0 - 38 0 0 0 0
(*) Designamo-la por (3') pois so difere de (3) pelo sinal (ZJ' Ci)2 0 0 0 5 10 0 0 0 0 0
da desigualdade.
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QUADRO IX

cf 0 0 5 10 0 0 0 o o
c! ~76 102 0 0 0 0 0 0 0
c? 75 100 0 0 0 0 0 0 0
B RHS X1 X2 X3 x4 x5 X6 X7 Xg xg
x5 120 2 1 1 0 1 0 0 0 0
X6 150 1 3 0 5 0 1 0 0 0
x7 4500 1 2 0 0 0 0 1 0 0
X8 40 0 0 1 0 0 0 0 1 0
xg 60 0 0 0 1 0 0 0 ) 1
Zj =i 0 ~75 -100 0 o 0 0 0 0 o
- c)° 0 76 102 0 0 ) 0 0 0 0
Z—cp! 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0
A=

A

Tem-se:
x* = (0, 0, 0, 0, 120, 150, 4500, 40, 60)
76N = 75
(4)y — 102x¢ = 100
Afx ) 5k = 0
10A2 = 0
75
AN = ﬁ (5"
A (X(4)) = A+ Ao = 1
AN, A = 0

Como A (x*) O & # @, entao x* ¢ so-
lucao nao dominada. Veja-se figura 1.

Obtiveram-se todas as solugdes néo do-
minadas do nosso exemplo numérico, pois
verifica-se que:

U A MU A (x@)U A (xB) U A (xH

Os valores das fungdes objectivo no nos-
so problema inicial, correspondentes a cada
solugdo nédo dominada aparecem no quadro
seguinte:

L0 ) @ @ @

zZ!' —158 —122 —-80 -60 O
Z2 —800 —200 — 200 0 0
Z8 9250 7750 6000 4500 O

O algoritmo que aplicamos, faz parte do
grupo de algoritmos conhecidos pelos mé-
todos de geragao da PLMO.

Estes métodos de geracgao, nao incorpo-
ram as preferéncias do decisor ou grupo de
decisores.

O quadro acima seria fornecido ao de-
cisor que, segundo um critério definido por
ele, optaria por uma daquelas solugoes.

DUALIDADE

FORMALIZAGAO DO DUAL DO PROBLE-
MA [1]

«min» { g(u) =ublueSu}
onde:

Su = { U/UAw = Cw para nenhum w ¢ IRJ

ou seja o conjunto das solugoes admissi-
veis.

U - & uma matriz (pxm) das variaveis duais.

A - & uma matriz (mxn) cuja caracteristica é
m.

C - é uma matriz (pxn) dos coeficientes das
p funcdes objectivo do primal.

g (u) é o vector dos valores das fungées

objectivo do dual.

«min» indica que se devem encontrar to-
das as solugbes nao dominadas no sentido
de minimizacéo.

A formalizagdo do dual, num problema
de P.L. com uma sé funcédo objectivo pode
considerar-se como um caso particular da
formalizagdo do dual em PLMO.

Em P.L. tem-se:

PRIMAL
max {Z (x) = c'x/x e X }

em que X = {x/Ax =b}

DUAL
min {g(u) = u'b/ueSu}

em que Su = {u/u'Aw < C'w
para nenhum w € IRJ}

O sinal que aparece na restricao é estri-
tamente menor, pois em vez de se ter um
vector com varias componentes (de cada
lado do sinal), tem-se um escalar e assim a
desigualdade tera de ser estrita e corres-
pondera a = para qualquer w e IR§ e vem:

Su={u.A. w=C.w
para qualquer w € IRJ}

assim sendo, podem transformar-se as res-
tricdes em:

Su={(@u.A-chYw=0
para qualquer w e IR3 }

Isto s é garantido se:
uA-cl=0

e portanto vem

Assim, a nocdo de nao dominancia em
PLMO, corresponde a de optimalidade em

P.L. Os problemas duais obtidos pelas re-
gras da dualidade em PLMO, correspon-
dem aos problemas obtidos em P.L.

ALGUNS ASPECTOS DA RELACAO
ENTRE O DUAL E O PRIMAL EM PLMO

LEMA 1

Se x é uma solugao admissivel para o
primal e u é uma solugao admissivel
para o dual, entdo a desigualdade
g (u) = Z (x) nao se verifica.

Este lema significa que, guaisquer que
sejam as solugdes admissiveis do primal e
do dual, o vector de valores das fungoes
objectivo do primal nunca domina o vector
de valores das funcdes objectivo do dual.

LEMA 2 - CONDICAO SUFICIENTE PARA
UM PAR DE SOLUCOES ADMIS-
SIVEIS SEREM SOLUGOES NAO
DOMINADAS.

Seja x uma solugao admissivel do pri-
mal e seja u uma solugdo admissivel do
dual de tal forma que: Z (x) = g(u) en-
tdo x é uma solucac nao dominada do
primal e u & uma solugao nao dominada
do dual.

TEOREMA 1 - CONDICOES NECESSA-
RIAS E SUFICIENTES PA-
RA A EXISTENCIA DUMA
SOLUGAO NAO DOMINA-
DA PARA AMBOS OS PRO-
BLEMAS.
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Considerado o par de problemas, primal
e dual, as seguintes proposi¢cdes sao
equivalentes:

i) cada problema tem uma solugao ad-
missivel.

ii) cada problema tem uma solugao nao
dominada e existe pelo menos um par
(x@, ul® de solucdes nao dominadas
de tal forma que:

Z(x%) = g @)

Este teorema significa que nem o pro-
blema primal, nem o problema dual tém
solugao nao dominada se e so se pelo me-
nos um dos problemas nao tem solugao
admissivel.

TEOREMA 2

x(% ¢ X & solugao nao dominada para o
primal, se e so se, existe uma solugao
admissivel, u'®, para o dual, de tal for-
ma que:

Z(x) = g(u)
assim, ul® & também uma solugéo nao
dominada para o dual.

Tal como nos problemas de P.L. com
uma s6 funcao objectivo, o quadro do sim-
plex apresenta conjuntamente com a solu-
¢ao «optima» do primal, a solugdo «opti-
ma» do dual.

Neste caso, associada a cada solugao
ndo dominada do primal (x'?), aparece no
quadro do simplex uma solugao nao domi-
nada do dual (u'”) de tal forma que:

Z(x%) =g
Considere-se a seguinte notagao:
A= (- #

onde | @ uma matriz identidade de ordem
m.

C=(C, 0

onde O é uma matriz nula (pxm).

B & uma matriz (mxm) dos vectores na

base.

Cg & uma matriz (pxm) dos coeficientes
das funcdes objectivo correspondente
aos vectores na base.

Xp € um vector m-dimensional, das va-
riaveis na base.

Xn é um vector (n-m)-dimensional, das
variaveis nao basicas.

O quadro inicial do simplex em PLMO

vem:

A |

-C O O

apos algumas iteracgdes, este quadro vem:

B~'.A B~ B~'.b

CgB~"'A-C CgB™' Ciy--B=" b

Seja x/? uma solugao admissivel basica
para o primal, em que:

x(g) =B '.b

x© = o

que também & admissivel para o dual:
u®=cCg.B "eSu

Como

Cx® =G X@ =Cy.B~'.b=u b,

ambas as solugbes sdo nao dominadas
para os respectivos PLMO, e o quadro apre-
senta-se:

B'.A B ¥

u® . & -C

uo 7(0)

(com 29 = Cx© = y©@ p

Partindo deste quadro, podemos mostrar
que a admissibilidade do primal implica
imediatamente que esta solugcdo é nao do-
minada.

Para a solugao do dual U® ser admis-
sivel é necessario que:

U@ Aw < Cw se nao verifique para ne-
nhum w e IR}

Fazendo U9 = Cg. B~ vem:

Cg.B 'b.= Cxpara nenhum x e X (*)

EXEMPLO NUMERICO
FORMALIZACAO DO DUAL

Assim como
Cx? < Cx para nenhum x e X

e esta nao é mais do que a definicdo de
solugcao nao dominada para o primal.

A forma invulgar como o dual aparece
formalizado, advém da definicao de solu-
cao nao dominada do primal.

Tal formulagéao tem por fim garantir a nao
dominancia da solugao do primal, quando
se tem uma solugdo admissivel do dual a
que corresponde uma solucao admissivel
do primal.

Pode assim dizer-se, que o método do
simplex em PLMO, procura antes de mais
a admissibilidade do dual, enquanto man-
tém a admissibilidade do primal.

Assim que se obtém uma solugao admis-
sivel para o dual, tem-se um par inicial de
solugdes nao dominadas (x@, U®) de tal
forma que:

E (X(D)) =g (U(D))

A partir daqui, o método sequido apoia-
-se na manutengao da admissibilidade do
dual, enquanto se procuram todas as solu-
¢oes admissiveis do primal.

Uqq Ujp Ugg Ugg Uss 120
«MIN» Ub = Usq Uop Usg Upy Uag 150
Ugq Ugp Ugg Ugq Ugs | 4500
40
60
s.a.

Uqiq Ugp Uy3 Ugg Uys
Ugq Upp Upg Ugg Ups
Ugy Ugp Ugg Ugg Ugs

21-1 010000
13 0-101000 Wy
12 0000100

wy =

001 000010 ;
00 0 000001 Wg

-1 -2 0 000000
=l 0 0-5-1000000
75 100 0 000000

Wy Wy
w, | para nenhum | w, |° =§

Wg Wg

INTERPRETACAO ECONOMICA DAS VA-
RIAVEIS DUAIS

O problema de decisao com que a em-
presa se depara conduz a dois tipos de
problemas:

(*) Nota: Substitui-se w por X pois o dominio de variagao
de we IR(;1 e 0 de x, & um subconjunto XCIRt?.

i) Um problema multi-objectivos de afecta-
c¢ao de recursos que procura todas as
solugdes nao dominadas para os niveis
de actividade (PRIMAL).

ii) Um problema multi-objectivos de valori-
zacao dos recursos que procura deter-
minar todas as matrizes nao dominadas
dos precos duais associadas a cada uni-
dade de recurso disponivel (DUAL).
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Para ilustrar, a interpretacdo das varia-
veis duais (em termos econdmicos), esco-
Iha-se a solucdo nao dominada x(1).

x(1) = (66, 28, 40, 0, 0, 0, 4378, 0, 60)
a que corresponde a solugao
cx = [7750 - 122 - 200]

associada a x('), nem a solugdao nao do-
minada u(!) do respectivo dual.
25 250 2590
-1/5 -3/5 0 -1/56 0
0 00 -50

ull) =

a matriz dos pregos duais, nao correspon-
de exactamente & Cg - B! do QUADRO VI,
pois o algoritmo utilizado, modificou a ma-
triz original.

Foi necessario corrigir Cg - B-! para obter
a matriz das variaveis duais do primal do
exemplo numérico.

O elemento genérico {ui‘J} (comi=1, 2,
3ej=1,..5)da matriz u" indica o acrés-
cima da i-ésimo fungao objectivo quando a
disponibilidade do recurso j varia de uma
unidade (preco sombra).

Utilizando os resultados de ul'), poder-
-se-a referir alguns factos, nomeadamente:

i) Considere-se a 1.2 linha da matriz que
corresponde ao objectivo «maximizar as
receitas». Podemos dizer que para «ma-
ximizar as receitas», os precos sombra
dos recursos:

— «plafond» maximo de unid. mone-
tarias disponiveis para o processo de
comercializagao;

— n.? horas extraordinarias de utiliza-
cao da maquina B;
sao recursos livres — os precos sombra
que Ihes estao associados sao nulos,
pois as receitas maximas obtidas nao
aumentarao, se aumentarem as dispo-
nibilidades dos ditos recursos em uma
unidade.

Para este mesmo objectivo, o aumento
numa unidade das disponibilidades de
qualguer um dos outros recursos:
— utilizagdo «normal» da maquina A
— utilizagao «normal» da maquina B
— utilizacao extraordinaria da maqui-
naA;
fara aumentar o valor ¢ptimo deste ob-
jectivo em 25 unidades.
A empresa, estaria disposta a pagar até
este quantitativo, por uma unidade adi-
cional de qualquer um destes trés re-
Cursos.
De notar, que ao fazer esta analise, nao
se entra em linha de conta com os efei-
tos obtidos nos outros dois objectivos.
De referir o facto de que apesar de a
utilizacao «normal» da maquina B estar
completamente esgotada, no optimo, as
horas extraordinarias de utilizagao da
mesma maquina sao um bem livre.

ii) Os recursos:
— «plafond» maximo das despesas
em comercializagao;
— horas extraordinarias da maquina B;

sao bens livres para qualquer um dos
objectivos.

iii) A 32 linha de .u("), corresponde ao ob-

jectivo «minimizar as despesas em ho-
ras extraordinarias».
Apenas o recurso «horas extraordinarias
da maquina A» tem associado um prego
dual significativo — ou seja, se se au-
mentar de uma unidade tal recurso, o
valor 6ptimo deste objectivo piora em 5
unidades.

iv) Uma unidade adicional do recurso «uti-
lizagao normal da maquina A», tem os
seguintes efeitos em relagdo aos ftrés
objectivos:

— objectivo 1 — melhora em 25;
— objectivo 2 — é bem livre;
— objectivo 3 — piora em 1/5.

Chama-se ao vector 25 | um vector
de
-1/5
0
«trade-offs»

Em resumo:

Toda esta andlise da interpretacao das
variaveis duais, fornece ao decisor informa-
cOes importantes para o processo de toma-
da de decisao.

Em cada solugao nao dominada, apare-
ce um vector de «trade-offs» associado a
cada um dos recursos.

E com base na andlise dos vérios vec-
tores «trade-offs» associados a cada uma
das solugoes nao dominadas e de acordo
com a fungdo de preferéncia do decisor,
que este tomara a sua decisao.
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