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Resumo

Os Caps e os Floors sao instrumentos financeiros extremamente titeis para proteger os seus
detentores contra a volatilidade das taxas de juro. Quando estendemos estes instrumen-
tos para maturidades perpétuas, obtemos instrumentos financeiros de protecao continua
contra as flutuacoes das taxas de juro.

O modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) é um modelo matematico utilizado para des-
crever a evolugao das taxas de juros ao longo do tempo. A sua equacao diferencial es-
tocéastica é composta por um termo de reversao para a média, o drift, que representa a
tendéncia da taxa de juro de retornar ao nivel médio (¢) com uma velocidade de ajuste (k)
e um termo de volatilidade (o). Podemos abordar este modelo de duas formas distintas:
pelas obrigacoes de cupao zero ou pelas taxas de juro.

Abordando o modelo CIR pelas taxas de juro, iremos determinar analiticamente a ex-
pressao que permite calcular o preco de Caps e Floors perpétuos. O problema de encontrar
o preco destes instrumentos financeiros pode ser formulado por uma equacao diferencial
ordindria de segunda ordem, uma vez que no caso perpétuo o tempo ¢ homogéneo.

Por fim, usaremos a integracao numeérica, através do método da quadratura adapta-
tiva global, para comprovar que a equacao a que chegamos fornece resultados consistentes
e precisos para a avaliacao de Caps e Floors perpétuos no modelo CIR sem drift. Esta

abordagem permitira validar a aplicabilidade pratica da féormula desenvolvida.






Abstract

Caps and Floors are extremely useful financial instruments for protecting their holders
against interest rate volatility. When we extend these instruments to perpetual maturities,
we obtain financial instruments that provide continuous protection against interest rate
fluctuations.

The Cozx-Ingersoll-Ross (CIR) model is a mathematical model used to describe the
evolution of interest rates over time. Its stochastic differential equation consists of a mean-
reversion term, the drift, which represents the tendency of the interest rate to return to the
mean level (#) with an adjustment speed (k) and a volatility term (o). We can approach
this model in two distinct ways: through zero-coupon bonds or through interest rates.

Approaching the CIR model through interest rates, we will analytically determine the
expression that allows us to calculate the price of perpetual Caps and Floors. The problem
of finding the price of these financial instruments can be formulated by a second-order
ordinary differential equation, since in the perpetual case, time is homogeneous.

Finally, we will use numerical integration, through the method of global adaptive
quadrature, to verify that the equation we arrive at provides consistent and accurate
results for the evaluation of perpetual Caps and Floors in the CIR model without drift.

This approach will allow us to validate the practical application of the formula developed.
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1

Introducao

Os modelos de taxas de juros desempenham um papel crucial na matematica financeira,
sendo muitas vezes utilizados na avaliacao de derivativos, gestao de risco e formulacao de
politicas econémicas. Entre os diversos modelos existentes, o modelo Cox-Ingersoll-Ross
(CIR) destaca-se pela sua capacidade de descrever a dinamica das taxas de juros de forma
realista, uma vez que assume que estas sao sempre positivas. Este modelo é definido por
uma equacao diferencial estocdstica que contém o conceito de reversao a média e um
termo de volatilidade.

Os instrumentos financeiros conhecidos como Caps e Floors sao derivados, uma vez
que o seu valor depende de um ativo subjacente, que, neste caso, ¢ a taxa de juro, e
fornecem protecao contra variacoes nas taxas de juros. Um Cap é um contrato que
estabelece um limite maximo que a taxa de juro pode assumir, garantindo que o detentor
do contrato nao pague uma taxa de juro superior ao limite estabelecido. Por outro lado,
um Floor estabelece um limite minimo para a taxa de juro, assegurando que o detentor
do contrato nao receba uma taxa inferior ao limite estabelecido. Estes instrumentos sao
amplamente utilizados por empresas e instituigoes financeiras para gerir o risco de taxa
de juro, protegendo-se contra flutuacoes adversas.

Além disso, existem versoes perpétuas desses instrumentos, que nao possuem uma
data de vencimento especifica e oferecem uma protecao continua contra as variagoes nas
taxas de juros. Os Caps e Floors perpétuos sao particularmente uteis em ambientes de
mercado onde as taxas de juros sao altamente volateis e imprevisiveis. Estes instrumen-
tos oferecem uma forma continua de protecao, sem ser necessario renegociar ou renovar
contratos periodicamente. A avaliacao de Caps e Floors perpétuos no contexto do modelo
CIR sem drift permite uma andlise mais simplificada e direta dos efeitos das flutuacoes
das taxas de juros. A auséncia de drift significa que a taxa de juro nao tende a retornar
a um nivel médio ao longo do tempo, o que pode ser uma suposicao realista em certos
cenarios de mercado.

Neste trabalho, focar-nos-emos na avaliacao de Caps e Floors perpétuos sem drift no
contexto do modelo CIR. Através de métodos analiticos, iremos determinar a férmula de
avaliacao destes instrumentos financeiros. Recorrendo, depois, a métodos numéricos de

forma a validarmos os resultados obtidos analiticamente.



Este estudo ira contribuir para a literatura existente ao fornecer uma anélise detalhada

e uma férmula pratica para a avaliacao de Caps e Floors perpétuos no modelo CIR sem

drift.



2
Modelo de Estrutura Temporal de

Fator Unico

Este capitulo foi elaborado com base nos conceitos e perspetivas tedricas apresentados em
[5].

Um modelo de estrutura temporal de taxa de juro de fator tinico (single-factor model)
envolve somente uma variavel de estado, a taxa de juro instantanea, r;. Sao modelos
com uma Unica equagao diferencial estocastica. Existem diversos modelos de estrutura
temporal de taxa de juro de fator inico, uma vez que estes foram os primeiros modelos a
aparecer na literatura. Este trabalho vai focar-se num deles: o Modelo CIR [1].

Estes modelos sdo expressos, inicialmente, na medida fisica (PP). No entanto, nao
nos é possivel obter o fair value de derivados nesta medida, sendo necessario passar estes
modelos para a medida de risco neutro (Q).

Num modelo de estrutura temporal de fator unico, a taxa de juro instantanea, 7y,

segue a seguinte equacao diferencial estocastica na medida fisica
dry = p(t,r)dt + o(t,r)dW;, (2.1)

onde u(t,r;) e o(t,r;) satisfazem as condigoes do teorema de existéncia e unicidade de
solugoes e dWF é o incremento do processo de Wiener na medida de probabilidade P.

Os modelos de fatores tinicos sao assentes em duas suposigoes:

(1) A existéncia de um ativo sem risco, que nao provém do modelo e que corresponde
a money market account composta a taxa de juro sem risco ;. Seja B o preco

desse ativo sem risco, este satisfaz a seguinte equacao diferencial estocastica
dBt = TtBt (22)

Esta equagao tem como solugao B; = By, el T
(2) Existéncia de um mercado livre de arbitragem para obrigagdes de cupao zero,
com vencimento no momento 7'(7" > t). Este conjunto de pregos é endégeno ao
modelo e pressupdem que P(t,T) dependa apenas da varidvel de estado, r;, ou
seja,
P(t,T)=F(t,T,r), (2.3)
3



onde F é uma fungao com trés argumentos reais.

Para passar da medida fisica para a medida de risco neutro é necessario saber o preco
do risco de mercado (market price of risk).
Tendo em conta a equacao (2.1]) e aplicando o lema de It6 a equacao ([2.3]), obtém-se,

_ (OP(t,T) oP(t,T) o*(t,r) O*P(t,T) IOP(t,T) b
dP(t,T) = ( Y + p(t,ry) or, + 5 o1 dt + o(t,ry) or, aw,
(2.4)
Dividindo ambos os membros por P(t,T'), obtém-se
dP(t,T) B P
PUT) a(t,T)dt + o(t,T)dW,, (2.5)
onde 1 (oP(,T) OP(LT)  o2(t,r) *P(1,T)
- ) ) g y Tt ’
o) = 5o ( A UL i e R ) (2:6)
1 OP(t,T)
o(t,T) = P(t,T)U< ; )a—” (2.7)

Consideremos um portefélio com duas obrigacoes de cupao zero com maturidades 7}

e Ty e com pesos w; e we. A dinamica deste portefélio de valor V é dada por

dP(t,T}) dP(t,T))
P, T P T) ]

= d‘/t = ‘/t |:’w10é(t, Tl)dt + U)lO'(t, Tl)thP + wga(t, Tz)dt + U)QO'(t, Tg)thP} =
= d‘/;g = V;g [wla(t, Tl) + ’LUQOé(t, Tg)] dt + ‘/t [wla(t, Tl) + UJQU(t, TQ)] th]P (28)

dVy =V {wl

Para o portefdlio ser livre de risco, entao

U(taTQ)
w; = —
w; +wy =1 o ! U(t,Tl) - U(t,TQ) (2 9)
o (. T) + wso (£ Ty) = 0 w0y — o(t,Th)

~o(t,Th) —o(t, Ty)
Fazendo as devidas substitui¢oes na equagao [2.8] verifica-se que
0(t7T2) U(t’Tl)
o(t,Tr) — o(t, T2) o(t,Ty) —o(t,T2)
0<t7T1)a(t7T2) B U(t,Tg)O&(t,Tl) dt
O'(t, Tl) — O'(t, Tg)
Como o portefdlio nao tem risco, para nao haver arbitragens, entao tem de se impor

d‘/t = ‘/t — Oé(t,Tl) + Oé(t, T2>:| dt + V;g X OthP =

& dV, = (2.10)

que o portefdlio tem um retorno igual a taxa de juro, ou seja

o(t,Tv)a(t,Ty) — o(t, Ty)a(t, Ty) a(t,Th) —re  aft,Ty) — 1y
o(t,T)) — o(t, Ty) - o, T) ot Do)

Assim, conclui-se que se o mercado obrigacionista for livre de arbitragens, entao existe

(2.11)

um processo \;, denominado de preco de mercado do risco (market price of risk) tal que

_ Of(t, T) — Tt

At = LT (2.12)



PROPOSICAO 2.1. Através das equagoes e , sabe-se que, nos modelos de

fatores unicos, o preco de uma obrigacao de cupao zero é solugao da equacgao diferencial

parcial
IP(t,T) oP(t,T) 1, O*P(t,T)
_ Bl Sk R ——— — P, T) = 2.1
ot +|:/’L(t7,rt> )‘ta(t7rt)] a’f’t +20 (t,Tt) 87}2 Tt (t7 ) 0 ( 3)

sujeito a P(T,T) =1
DEMONSTRACAO. Veja o apéndice O

No modelo de fator unico definido como na equagao (2.1)), o preco de um derivado de
taxa de juro V; com pagamento final de Vi = g(rr), em que g é uma fungao de qualquer

valor real, é solucao da equagao diferencial parcial

ov; v, 1., PV
at + [/’L(tvrt> )‘ta(t7rt)] 37} + U (tart) 87’}2

Assim, temos todos os elementos necessarios para efetuar a transicao da medida fisica

—rV,=0 (2.14)

para a medida de risco neutro. Para realizar esta mudanca, considere-se a equacao
dry = j(t,r)dt + o(t, ry)dW2 (2.15)

aplicando o lema de Ito a V

oV, oV, 102V,

dv, = 8tdt+8rd +282d<7’,r)t<:>
A% aV; 1 0%V,
& dV, = —=dt + o [fu(t, m)dt + o (t, r)dWR] + +5 o2 o’ (t,r)dt <
av, av, 1 02V, A%
= d‘/t — [ att + ,LL( )arz —+ —O'Z(t7 Tt) 8 5 :| dt + O'(t Tt)a_th (216)
Para que nao existam oportunidades de arbitragem tem-se que:
dVy
Eg { Vt ]—"t] = rdt < B [dVi|F] = rVidt
t
Aplicando o valor esperado a ambos os membros da equacao 2.16
oV, av, 1 0%V,
EqldVi|F] = Hatt + filt, rt)a + 507 ()5 ;] dt’]—}] +Eq [o(t, r)dWR|F] &
Tt
oV, v, 1 0%V, av, av, 1 0%V,
& 1 Vdt = {a—t +ilt ) 5 : + 500 () ;] dt < r,V, = a—;+u(t,rt)a—f+ o <t’”)87t2t

Esta equacao diferencial par(nal deve ser satisfeita por qualquer ativo financeiro V,
tal como a equagao ([2.14]). Portanto, estas equagoes tém de ser iguais. Observando as

duas equacoes, conclui-se facilmente que estas equagoes s serao iguais se

a(t,ry) = u(t,ry) — Mo (t, ) (2.17)
Assim, tem-se que

o dry = p(t,r)dt + o(t,r)dW}
o dry = i(t,ry)dt + o(t,r,)dW2



Logo,
w(t, re)dt 4 o (t, r)dWE = f(t,r)dt + o(t, r)dWR <
& pt,r)dt + ot r)dWE = (u(t, ) — Mo(t,r))dt + o(t,r)dW2 <
& o(t,r)dWE = =No(t,r)dt + o(t,r)dWE <
& dWF = —\dt + dWR2 (2.18)
Obtém-se assim a férmula de equivaléncia entre a medida de probabilidade e a medida

de risco neutro, num modelo de um fator (single factor model).

PROPOSICAO 2.2. No modelo de fator inico definido como na equagdao , 0 PTeco
de um derivado de taxa de juro V; com pagamento final de Vi = g(rr), em que g € uma

funcao de qualquer valor real, € iqual a
T
—/ reds
Vi=Eq |e Ji g(rr)|F (2.19)

DEMONSTRACAO. Veja o apéndice O

2.1. Modelos de Estruturas Temporais Afins

PROPOSICAO 2.3. Um modelo de fator inico é chamado de modelo de estrutura tem-
poral afim (affine term structure) se for possivel escrever o prego de uma obrigag¢do de

cupao zero, no momento t, com maturidade T, como
P(t,T) = AT =B (2.20)

onde A(t,T) e B(t,T) sdo fungoes deterministicas e ry € a tazxa de juro.

Se i(t,r) e o(t,r) sao da forma
[i(t, ) = aury + By (2.21)

o(t,re) =/ nre + 6, (2.22)

onde oy, By, € 0y sao funcoes deterministicas e provavelmente nao homogéneas no tempo,
entao os modelos de fatores inicos (single factor model) admitem uma representagdo num
modelo de estrutura temporal afim ( affine term structure). Além disso, tem-se que B(t,T)

satisfaz a equagao de Riccati

0B(t, T 1
% +a;B(t,T) — 5%32(15, T)+1=0 (2.23)
sujeita a B(T,T) =0 e A(t,T) satisfaz a equacao diferencial ordindria
0A(t, T 1
OAWT) _ g pe 1) - Lo ) (2.24)
ot 2
sujeita a A(T,T) =0
DEMONSTRAGAO. Veja o apéndice O



3
Modelo CIR

Este capitulo foi elaborado com base nos conceitos e perspetivas tedricas apresentados em
[ e [5].

Em 1985, John C.Cox, Jonathan E.Ingersoll e Stephen A.Ross apresentaram o modelo
CIR como uma extensao do Modelo de Vasicek. Como tal, este modelo também ¢ um
modelo que descreve a evolucao das taxas de juro. Sendo considerado um modelo de fator
unico. Este modelo foi criado com o intuito de tentar contornar o problema do Modelo
de Vasicek assumir taxas de juros negativas.

A equacao diferencial estocastica deste modelo na medida fisica é dada por
dry = a(p — 1y)dt + o\ /redW} (3.1)

onde a ¢é a velocidade de reversao para a média, p ¢ o nivel de longo prazo para a taxa de
juro instantanea, o,/r; ¢ a volatilidade instantanea do processo 7, e dWFE é o incremento
do processo de Wiener na medida de probabilidade IP.

E necessério passarmos esta equacao diferencial estocastica para a medida de risco

neutro. Neste modelo vamos assumir que o preco de mercado do risco (market price of

W

risk) é dado por \; = . Assim, a equacao [2.18| transforma-se em dW} = —%’Ttdt +

thQ. Tendo em conta estas mudancgas, a equagao diferencial estocastica do modelo CIR

na medida de risco neutro é

dr, = k(0 — 1,)dt + o/rdWS, k=a+\ 0= % (3.2)
«
Tendo em conta as equagoes e é possivel observar que o modelo CIR é
um modelo de estrutura temporal afim (affine term structure), onde oy = —k, 5, = k0,

’ytzaze5t20

PROPOSICAO 3.1. Sequndo o modelo CIR, o pre¢o de uma obrigag¢ao de cupdo zero,

P(t,T), no momento t e com maturidade T, € dada por
P(t,T) = AD+Bm (3.3)

onde
2(e7 —1)

27+ (k+q)(em - 1)

B(r) = (3.4)



2k0 2velk+1)3
n
o v+ (k+)(eT —1)
r=T 1t (3.6)

v = Vi + 202 (3.7)

DEMONSTRAGAO. Veja o apéndice D] O

3.1. Avaliagcao de Opcgoes Europeias sobre Obrigacoes com Cupao Zero

PROPOSICAO 3.2. Assumindo que a taxa de juro de curto prazo seque a equacao dife-

rencial estocdstica , entdo para quaisquer A e [ nao negativos tem-se que

t
Eq {6_)‘” exp (—u/ rsds) ]:to] = exp [Pt — to) — T, Unu(t — to)], (3.8)
to
e 2k 2he
e 2

%”&_%%:a2m[ﬁM&W%L%)+h—k+%+hkw4w (3.9)

MR+ k4 (h— E)eltt0)] 42y (ehlt—t0) — 1
Unpult —to) = [2 h t—t( : } ( h(t—t : (3.10)

a?A(eht=to) — 1) + h — k + (k + h)eh(t=to)
h=+k*+20%u (3.11)
DEMONSTRACAO. Veja o apéndice O

PROPOSICAO 3.3. Sequndo o modelo CIR, o preco de uma op¢ao de compra europeia
sobre uma obrigagao de cupao zero, P(t,Ty), com strike K e maturidade Ty, (t < Ty < Ty)
¢ dada por

r* r*
P(t,T5); K;Th| = P(t,15)F. — | - KP(t,T1)F — 3.12
P ) KT = POTIRG, (1) - KPeTRg, (7)) 612

onde
8ryy2er(Ti—t)
§ = Sam Ti—t t 2 Ti—t (3.13)
A 1 ([0 4 1] 1 [k~ 0BT, ~ 1] 0~ 1)
2 V(Thi—t) _ 1
L= : (3.14)
2 y[e M=t + 1) + [k — o2B(T; — T1)] [e7T1 =8 — 1]
para j =1,2
In(K) — A(Ty — T;
pr = ) — AT - ) (3.15)

B(T, —TY)
e FX?M) representa a funcao distribuicao da Qui-Quadrada nao central com a graus de
liberdade e com parametro de nao centralidade b.
O prego de uma op¢ao de venda europeia sobre uma obrigagdo de cupdo zero, P(t,T3),
com strike K e maturidade Ty, (t < T, <Ty) € dada por

[Pt Ta); KTy = —P(t, T) Q2 )(i>+K?@ﬂDQﬁM )(%) (3.16)



onde Qx? ) representa a funcao distribuicao complementar da Qui-Quadrada nao central

com a graus de liberdade e com parametro de nao centralidade b.

DEMONSTRACAO. Veja o apéndice O

3.2. Avaliacao de Opgoes Europeias sobre Obrigacoes com Cupao

PROPOSICAO 3.4. Sequndo o modelo CIR, o preco de uma op¢ao de compra europeia

sobre uma obrigagao com cupao, By, com strike X e maturidade T (T <1t) é dada por
(B, X,T) Z kicy [P(t,T}): X3; T) (3.17)

onde Ny € o nimero de fluxos financeiros (cash-flows), k;, gerados pela obriga¢ao com
cupdo subjacente apds a data de vencimento da op¢ao, ou seja, no momento T; (> T),

para i =1,..., Ny.

X, =explA(T; = T)+ B(T, = T)r*] = P(T, T;,r") (3.18)
e a taxa de juro critica de curto prazo r* € a solucao implicita da sequinte equacao
No No
> kiexplA(Ti —T)+ BT, - T)r*] =X & > kX;=X (3.19)
i i=1

O prego de uma opg¢ao de venda europeia € dada por
(B, X, T) Zkzpt T), X;, T (3.20)

DEMONSTRAGAO. Veja o apéndice O

3.3. Avaliagcao de Opgoes Europeias sobre Yields

Este capitulo foi elaborado com base nos conceitos e perspetivas tedricas apresentados em
A1, 2] e [3].

Quando falamos de opgoes europeias sobre yields, continuamos a manter a mesma
equacao estocdstica, como definimos em [3.2] No entanto, ji ndo temos obrigagdes, por-

tanto a proposicao [3.1] j4 nao se aplica neste caso.

PROPOSICAO 3.5. Sequndo Longstaff, [2], a yield to maturity, rr, no momento t e

com maturidade T € dada por

rp = A(T) + B(7T)ry (3.21)
onde
R e 322
B(r) = v 1 (3.23)
T[(y+k+A)(e™ —1)+ 27]
v =+/(k+ A2+ 202 (3.24)

r=T-1 (3.25)



DEMONSTRAGAO. Veja o apéndice O

TEOREMA 3.1 (Teorema da Separacao). Sejam F(rr) a fungao de payoff de um deri-
vado rp na maturidade T e P(T) o valor de uma obrigac¢ao de cupdo zero na maturidade
7. Entao o valor do derivado é

P(T)E [F(r7)] (3.26)
onde o valor esperado € dado por

O'QTB(ZL')B(T)X2(V’ 7]) (327>

onde x*(v,n) é uma Qui-Quadrada nao central com v graus de liberdade e com pardmetro

A(T) +

de nao centralidade n, onde

40k
_ —Ay*1e " B(1)A(T) 4y7e"™ B(T) .
T 27 —12B(T)  o*em —1)2B(T) "

(3.29)

PROPOSIGAO 3.6. Segundo Longstaff, [2], o valor de uma opg¢do de compra sobre

yields, rr, com strike X e maturidade T, (1 < T )é dada por

(s X;7) = P(7) [rrQye ()6 = XQu (6) +¥] (3.30)
onde
&= (B = 1)) (3.31)
_ AX - AT)
¢ = #7B(7)B(T) (3.32)
b= AT)Q (6)+ BMNBMTQ: . (6)—EAMQ: , (4) (3.33)

onde QX% )(qﬁ) ¢ a funcao distribuicao complementar da Qui-Quadrada nao central com
v,n

v graus de liberdade e com parametro de nao centralidade 1.

10



4
Preco de Caps e Floors no Modelo
CIR Sobre Yields

Um Cap é um instrumento financeiro utilizado para proteger o seu detentor contra o au-
mento excessivo das taxas de juros em financiamentos indexados a taxas de juros variaveis.
Ao adquirir um Cap, o comprador paga um prémio e, em troca, tem o direito de limitar
o valor maximo da taxa de juros que pode pagar - taxa de Cap.

Um Cap consiste em uma série de opgoes de compra europeias (Furopean call op-
tion) sobre taxas de juros, conhecidas como caplets. Cada caplet aplica-se a um periodo
especifico de tempo, como um trimestre ou um semestre.

Se, em qualquer um desses periodos, a taxa de juro varidvel exceder a taxa Cap, o
Cap é exercido e como tal o detentor do Cap recebe da entidade financeira a diferenca
entre a taxa de juro variavel e a taxa de Cap. Ou seja, mesmo que a taxa de juro variavel
seja maior, o comprador do Cap nao pagara mais do que a taxa Cap, protegendo-se assim
contra o aumento das taxas de juros.

Caso a taxa de juro variavel seja igual ou inferior a taxa de Cap, o Cap nao é exercido
e portanto o detentor do Cap paga a taxa de juro variavel do mercado, que é mais baixa
que a taxa de Cap. Logo, o comprador do Cap beneficia da descida das taxas de juro,
uma vez que ird pagar a taxa de juro variavel em vez da taxa de Cap.

O Cap oferece protegao ao limitar o impacto de aumentos nas taxas de juro, mas nao
impede que o comprador beneficie de uma queda nas taxas de juro. Se as taxas de juro
caem, o detentor do Cap paga a taxa de juros mais baixa em vez da taxa de juro fixada
na taxa de Cap.

Por outro lado, o Floor é um instrumento financeiro utilizado para proteger o seu
comprador contra as quedas excessivas das taxas de juro em aplicacoes financeiras inde-
xadas a taxas de juros variaveis. Ao contrario do Cap, o comprador de um Floor, apds o
pagamento de um prémio, obtém o direito de estabelecer um valor minimo para a taxa

de juro que pode vir a receber das suas aplicagoes financeiras - taxa de Floor.
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Um Floor consiste em uma série de opgoes de venda europeias ( Furopean put option)
sobre taxas de juro, conhecidas como floorlets. Cada floorlet aplica-se a um periodo
especifico de tempo, como um trimestre ou um semestre.

O Floor opera de forma idéntica ao Cap, ou seja, se a taxa de juro variavel for inferior
a taxa de Floor entao o Floor é exercido. Como tal, na data de pagamento dos juros, o
detentor do Floor recebe da entidade financeira a diferenca entre a taxa de juro variavel e
a taxa de Floor. Caso contrario, o Floor nao é exercido e como tal o seu detentor receberd
a taxa de juro variavel, podendo assim dizer que beneficiou da subida das taxas de juro.

Perante cenérios de quedas nas taxas de juro, um Floor apresenta protecao contra
estes cendrios, uma vez que garante um rendimento minimo das aplicacoes financeiras do
seu detentor. Além desta protecao, um Floor nao impede que o seu detentor beneficie
com a subida das taxas de juro variavel, visto que este recebera a taxa de juro variavel
caso esta seja superior a taxa de juro Floor.

O Collar é um instrumento financeiro que combina um Cap e um Floor para criar
uma faixa de protecao em torno da taxa de juro de uma aplicacao financeira ou de um
financiamento. E estabelecido um limite maximo e um limite minimo para a taxa de juro,
protegendo o investidor contra variacoes extremas.

No Collar, o investidor adquire um Cap para limitar o valor mdximo da taxa de juros
que tera que pagar ou receber e, simultaneamente, vende um Floor para garantir um
rendimento minimo & instituicao financeira de modo a que, esta esteja protegida contra
quedas excessivas nas taxas de juro.

Assim, o Collar permite que o investidor beneficie de variagoes moderadas nas taxas
de juro, enquanto limita o risco de aumentos elevados como o de quedas acentuadas,
proporcionando, assim, uma protecao equilibrada e uma previsibilidade maior nos custos
ou rendimentos associados as taxas de juro varidveis.

Na seccao seguinte vamos calcular o preco de um Cap e de um Floor perpétuo tendo

em conta o modelo CIR sem drift.

4.1. Caso Particular sem Drift

Nesta subseccao iremos analisar o caso particular sem drift, o qual é apresentado na

seguinte proposicao.

PROPOSICAO 4.1. O wvalor do cap perpétuo sobre yields no modelo CIR € dado por

V(r,00) :/ c[r; X Th|dT, = (4.1)
0
[e%wr — e%wr] [%Ez (—22X) - %e’%x] ,ser < X
= QL e (Bl el [ (+30) (42
—FBi (-2 X) — Bi (<2r)]] + %e%eri (—252r) ,ser>X
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onde w = VA2 + 202 e Fi(x) é a fungao exponencial integral de x e c[r; X;Ti| € dado
como estd representado na equagdo [3.30,
O wvalor de um floor perpétuo sobre yields é dado por

F(r,o0) = / plr; X; ThdTy = V(r,00) + X/ P(Ty)dT, — 1+ et (4.3)
0 0

onde P(Ty) € o preco de uma obrigagao de cupdo zero na maturidade T;.

DEMONSTRACAO. Queremos calcular o preco de um cap perpétuo no modelo de CIR.

Sabemos que
Viroe) = [ el Xs T,
0

O caso perpétuo é homogéneo no tempo, portanto por [4] sabemos que V' (r, c0) tem
de satisfazer a equacao

%0’27"/”(7“) + [k(0 —7) = Ar]V'(r) — rV(r) + max(r — X,0) =0, (4.4)

onde r ¢é a taxa de juro e X é o strike.
Vamos considerar o caso particular, com & = 0. Assim, ficamos com a equacao

diferencial

1
5027“‘/"(7’) —MV'(r) —rV(r) + max(r — X,0) =0 <

S (V”(T) - i—)Q\V'(T) - %V(r)) = —% max(r — X,0) < (4.5)
e V'(r)— i—i\V’(T) - %V(r) = —% max(r — X, 0)

Se r < X, ficamos com a equacao diferencial ordinaria

2\ 2
V/I(T> — ;V/(T) — ;V(T’) =0
Esta equagao é uma equacao diferencial ordinaria de coeficientes constantes, portanto

temos que o polinémio caracteristico é dado por

2\ 2
2
Pl)=a"= 7= 5

Vamos descobrir os valores de x que anulam o polinémio caracteristico

24 2 ZeyE+ 35 Bt/ (5 +2)
=S r = 5 =

_ 2 _ _
P(x)—O(:)x—gm—p—()(:)x— 5
A+ VA2 4+ 202
T = <~
o2
A+ VA2 + 202 A— VA2 + 202
o o
Consideremos w = VA% + 202. Assim, a solucao do sistema homogéneo é
Vi (r) = cle%wr + Cge%r ,c1,00 €ER (4.6)
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Se r > X, ficamos com a equacao diferencial ordinaria
v - v - Zvin =3 (5 -1)
o o2 \ r

Temos uma equagao diferencial ordinaria de segunda ordem nao linear. Vamos usar
o método da variacao dos parametros para calcular a solucao particular desta equacao.

Sabe-se que a solucao geral é dada pela soma da solugao homogénea com a solucao
particular, ou seja,

V(r) = Vg(r) + Ve(r),

onde Vp(r) é a solucao particular.

Pelo método da variacao dos parametros, sabemos que a solucao particular vai ser

dada por
Ve(r) = vi(r)yi(r) + va(r)y2(r),

onde y;(r) e y2(r) sdo as solugoes do sistema homogéneo.
Assim, temos que

)\+w,’, A—w

o ()= o polr) = ¢

Sabemos que v1(r) e vy(r) s@o solugoes do sistema

V() () + vh(r)ya(r) = 0
() (r) + o () (r) = & (X 1)

Matricialmente, obtemos

[ylm yz(?")] [vi(r)] :[ 0 ]
R AGIICAGI B EIC )

Podemos resolver este sistema pelo método de Cramer. Seja A a matriz dos coefici-
entes, temos que

T R I OO B L= P o P
== Atw . —w —w,. €o - eo? =
yi(r) ya(r) (M) esr " (22)es o? o?
2w 2%7,
_—

Pelo método de Cramer temos que

A—

0 eo“
2 —w 2 =T
L BE) )T 20 ax
vy (r) = |A] 2w 2 T w i\ Lje

Primitivando obtemos que

1 X W X w 1 w
vi(r) = /— (— - 1) e Tdr = | Ze S dr — / —e S dr
w\r wr w

Para resolver a primeira primitiva precisamos de fazer uma substituicao
14



At w uo
<< —

® U= —

022 A+ w
® dr = _)\iw U
X w 1 w X o?
vi(r) = —eyrdr—/—etrd = / 5 (— )du—
wr w “‘7 +w
1 o2 / A+ w mrd X/ du - o2 >\+w
— | = — r= —du + ———e” =
w At w o2 w(A + w)
X O'2 Aw X )\—i—w 0'2 Atw
= Fi S p Ay N (A IR 2
w Z(u)+w()\—|—w)e Z( o? T)+w(A+w)6 ’

onde Ei(z) é a fungao exponencial integral de x.
Vamos calcular ve(r). Pelo método de Cramer, temos que

ot 0
Afw 2
N (o T TC o Y C I P R WO
vy(r) = |A] - 2w o\l
_2w. 5 w\ T

Primitivando obtemos que

1 /X w- X - 1
va(r) = /—— (— - 1) e dr = /——e UQATdr—l-/—e o2 "dr
w\r wr w

Para resolver a primeira primitiva precisamos de fazer uma substituicao

. L w—A - uo?
U= 0227“ w_)\—r
o
dr = d
o dr = ——du
X o 1 X w 2
ve(r) = ——eﬂkrdr—i—/—ea Tdr——— 62 < 7 >du+
wr w “"/\ w—A
1 o? - A woA
- UT‘d = — —d 0'27,,:
2 (G5) [ (7)) e#ar =2 [Ga iy

0.2

X o
_ X i+ —T e X L~
w iu) + wlw — )\)6 w Z( o2 T) * w(w — )\)e ’

onde Ei(z) é a fungao exponencial integral de x.

Assim, obtemos que

Vp(r) = vi(r)yi(r) + va(r)y2(r) =

o? Atw
| E (a2 ] e
—— Lk T eo? | eod? =
w o? w(w—2A)
X atw At w o? X 2w w—A o?
_ A e X e
W ! o? T) w(A +w) W Z( o? T)+w(w—)\)

X(w =N (w—+Ne " Ei (—242r) + 0% (w — A)
ww—A)(w+A)




X(w—=MN(w+ ) B (
REESVIEESY
“r) + 2wo? — 20°Xe' " Ei (=)
2wo?

1 w A
<X€)\fer ( —|—2w )+w Xea

w g

) +otw )

202X e 5T B (—

()

Assim, temos que

)\+w )\—7,
cre o2 "+ coe o2 ,ser < X

V(r) = cae ot 4 che’? T+

C1,C2,C3,C4 S R
Atw 3 A—w )
+% (Xe o2 "Ei (—’\;“—2“7") +w—Xe 2 "FEi (“{;f‘r)) ,ser > X

(4.7)
Vamos aplicar condigdes de fronteira para simplificar V(7).
Quando r > X, entao

. . Atw A—w
lim V(r)= lim czeo? "+ cue o2 "+

r—4-00 r—+400

1 w /\ —w -
+— XeH "Eq +w7" +w—XeAa2 "Ei v r
w o2 o2

>\+w
Podemos observar que lim cze o2 "
r—+00

= 400, portanto esta funcao diverge, como tal
sabemos que c3 = 0.

Como estamos no modelo CIR, sabemos que este nao admite taxas de juro negativas
) bl
logo queremos
. . Adw . A-w
ImV(r) =limcie o2 "+ e 2" =1 + ¢ < 400
r—0 r—0

Assim, concluimos que esta fungao nao diverge, portanto ¢; # 0 e ¢y # 0. Portanto
Atw A—w
clerr?r—l—cha?T ,ser < X

V(T): A—w ” At Azw, o
c4ea T4 = [Xe = Ez( U—fr)+w—Xec72 Ez(wa2

7’)} ,ser > X

c1,C9,c4 €R
(4.8)
Vamos ter de aplicar a Value Matching Condition e a Smooth Pasting Condition a
este sistema. Ou seja, queremos encontrar ¢y, c3 e cg de forma a que V' (r) seja diferenciavel

e continua em 7 = X. Sabemos que para que V(7) seja continua em r = X entao

lim V(r)= lim V(r)=V(X)< lim V(r)= lim V(r) &

r—X+ r—X— r—X+ r—X—

Aw A-w A-w 1 M )\+w
(:)clea2X+02602X:c4ea2X+ Xeo? X Ei 5 X | +w
w o
A
—Xeo

. (w - Axﬂ (4.9)

Para V(r) ser diferencidvel em r = X, entao V'(X*) = V(X 7).
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Vamos calcular as derivadas.

e Ser<X
A w A— —w
V'(r)=q¢ ( +2w> e oET 4 ey ( ZW) et
o o
e Ser>X
Atw
A— —w 1 A w A v o2
Vi(r)=c¢ ( 2w) e [X ( +2w> ¢S ( twr) + Xe'trE
o w o o r

w=A
)\ —)\ )\W 027‘
X< 2“’) ”Ez< _ ) Xe' 't ]:
o o r
A—w\ 2rw, X [/ A+ M Aw A—w) rep (W — A
:C“( 02) . EK 02) Ez(_ o” 7«)_(02)65 EZ( o? T)]

Assim para que V'(X 1) = V/(X ), obtemos a equagao

A « )\_ —w >\_ —w
1 ( —i;w) e%x + co ( 2w> eAT?X =y ( ZW) eAT?X—l—
o o o
{ )\+w G%XEZ. _)\"—WX . )\_CL) e/\[/}wXEZ, w_)\X
w o2 o2 o2 o2

Combinando e 4.10] obtemos um sistema com duas equagoes e trés incognitas

(4.10)

(¢1, €9, ¢3). Assim, iremos obter um sistema possivel indeterminado. No entanto, podemos
acrescentar uma terceira equagao
lim V(r) =0

r—0t

A—w

== cle%wo + 02670 =0
& g +e=0
& C1 = —Cy (411)

Obtemos esta condigao, pois estamos perante um contrato, V'(r), que nos vai dar um
payoff que é o maximo entre r — X e 0. Se r tender para zero, a probabilidade de virmos
a receber um payoff positivo é nula, entao também o valor que estamos disposto a dar
por este contrato € zero.

Assim, reunindo [£.9] e obtemos o seguinte sistema

( Atw

cre o X+ ¢y et X = 646%)( [Xe FXE (-3 X) +w- Xe'#XEi (=
1 ()\—i-w) )‘+WX_|_02( )6 a_wX_C4 ()\ w) G%X—}‘

3 (20) X E (< 22X) - (52) B (422X)]

w o2

’\X)]

C1 = —Co
(4.12)
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Podemos simplificar este sistema num sistema de duas incégnitas, uma vez que ¢,

—C9.

)x«H;.)X w ¥
C2<— —i—ev )—c4eo

(_ () OEX

=)
[\

X[ (d) ¥ pi (- W) () e

-

Vamos escrever o sistema de forma matricial
[Xe X g (,Mx) +w— Xeot = ]

)\+w)e +;X+ ()\ w)e g“’X _( azw)e —

[€2XEZ ’\“’X)+w Xe'ot Ez(

) e

“XEZ( 29

o2

o2

—6 o2 + e 52 X —e%x Co _
E 5 [(e) 0 (~2) — (35

C4
w

2) e

o2 o2

Seja B a matriz dos coeficientes, vamos calcular o seu determinante

)\+w A—w
‘ —e 2 X + (& o2 X —e€ o

1B] = — (A1) e X (252) . (A2 e’

o2

A—w Awy Aw A—w Awy A—w A4 w Moy A—w
et ( [ o2 Xe o2 X D) (A o2 Xe o2 X — e o2 Xe o2 X—'—
o

02
)\—w A—w A—w
—( ea2Xea2X:——ecT?

o2

Vamos calcular ¢y e ¢4 pela regra de Cramer.

Vamos comecar por calcular c,
L]xe# XEZ( 22 X) + w— X' VB (42X) | e’
(52) X (£2X)] - ()

o2

() i (C2ae) -

2= B]

2w? o2 o2

) ]
7 (—A — w) e X [XewXEi (—A + “’X) tw— Xe' o XEi (” - )\X)
g
w—A

o2

202 o2

29

2 Atw Atw — A—w
Xo” px KA“"> X gy < AJ”"X) - <A 2”) egsz¢< _ X)} _
ag g

1 At w _Adw o (W= A
% {()\ w)XEz( = X>+w()\—w)e 2 — X(\—w)e U2XE1< = X)_
S Atw twx o (W= A
XA+ wli| ——5X |+ XA —w)e 2" Ei X || =
o o
=53 {—ZXsz (— = X) +wA—w)e } =
= (/\_w)eJ:TwX—EEi —)\—HUX =—C
2w w o?
Vamos agora calcular ¢,
—e X X XX pi (<242 X) - Xe'F N Bi (2 X))]
w—A

- () B () Y X [

o2
|B|

Cq
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2
:_XO' B At w X _)\—i—wX ([ Aw X w—)\X
2w? 02 02 o2 o2

2 5 w —
eAﬁwX—ekwa}+0—e*73X {XerEXEi<—>\+wX)+w Xe'ot Ez( /\Xﬂ

o2
(55) s (“’) ] -
o2 o2
w — )\
o2

&l
(A w) e X = (A —w)e Y] 4 [(Aweazxm( +“)
()

A w
X)) —-XA\N—w)Ei (— —:wX> +w()\—|—w)eT2AX
(%

— )\ ’ — )\
2 X) + XA —w)e #XE (“’ _ X)
o o

+X (A + w)Ei (—A L “’X) — X(\+w)e¥Ei (—A J;“’X) -
A

X(A_w)e;éXEi( 0_2 X> + X(\ —w)Ei (“’(ﬂix)} -

=—— {w(/\%—w)ei_z’kx —w(A —w)e_%wx +2XwEi <—>\ +wX) —

o2

2w 2w w
Assim, concluimos que

= (/\_w)ef%wx — (/\+w)ewa;2AX+£ {EZ <w_)\X) — Ei <_/\+MX)}

— Xpi(—Mex) - B9

2w
oy = AWl X _ X pj (L) (4.14)
ca = Btle 59X _ U X X [ (42 X) — i (~232)]

Quando r < X, obtemos a seguinte equacao

V(r) = {EEZ' (—A +°"X> _ =W “)eﬁﬁ“X} e 4 {(A @) px

w o 2w 2w
X A —w
——Fi (— —'—Q(UX>:| e’ =
w o
— EEZ —)\ + WX |:€’\:'72w7= — e%ﬂr} ()\ w) ’\+“’X |:€/\cr_2w7‘ — 6%7} et
w o2 2w
_ |:€>\:w7'_€>\0_72w7‘:| {EZ _)\"‘W . ()\_CU) >\+WX
w o2 2w
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Quando r > X, temos que

v = [P B D () - ()

2w 2w w

1 w /\ —w -
XeM "B +wr +w — Xekcr2 "Ei o r|| =
w 0'2 0-2
= —()\ — w)e_%Xe%wr — (A +w)ewa AX e + Eeko_?wTEi . /\X —
2w 2w w o2
X —w X w X —w -
——€>\‘72 o) _)\—HuX +—6iTE )\—i—wr +1__6,\02 o w )\r _
w o? w o2 w o2
gk [Bmw) e A Hw) ey X (WA (AW
2w 2w w o2 o2

—Fi w_/\r —l—XeH?erz >\+wr
o2 w o2

Assim, podemos concluir o caso perpétuo no caso particular de k =0

V(r, oo):/ c[r; X h]dTy =
0

[e%wr — e%wr] [XEZ ( ’\JF—WX) — (A;Ld“’)e_k(fﬂx} yser < X
= [ T X [ (2X) - Bi (<) (19
—Fi (Ar)]] + XeABwTEz (—22r) Jser>X

Vamos calcular o preco de um Floor perpétuo. Segundo [2], temos que
p(r; X5 Th) = o(r; X5 1) + X P(Th) — c(r; 0; 1Y) (4.16)

onde P(T7) é uma obrigacao de cupao zero com maturidade 7;. Integrando ambos os

membros obtemos

/ p(rs X: 1) = / o(r: X T0) + / X P(Ty)dT, — / o(r;0:T) &
0 0 0 0

& F(r,00) = V(r,00) + X/ P(T)dT, — 1+ ¢ (4.17)
0

onde os dois tultimos termos sao calculados substituindo o valor do strike por zero na
equacao Foi utilizado somente o segundo ramo da equagao [4.15] uma vez que este
modelo nao assume taxas de juro negativas. O

4.2. Exemplos Numéricos

Nesta secgao vamos apresentar alguns exemplos numéricos das conclusdes obtidas na
Proposigao [1.1]
Para estes exemplos, vamos ter, por um lado, a integracao numérica de

V(r,00) = /0 " ol X Tty (4.18)

e, por outro lado, o valor obtido pela expressao analitica |4.2]
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Tendo em conta que estamos a considerar o caso particular com k£ = 0, vamos assumir

este facto nas substituicoes numéricas. Além disso, para conseguirmos integrar numerica-

mente, precisamos de um limite inferior e superior para o integral em causa. Neste caso,

vamos considerar um limite inferior de 0 e um limite superior de 200, uma vez que este

numero ja é considerado suficiente no contexto do problema.

Seguidamente, vamos apresentar uma tabela com os valores testados. Estes valores

foram obtidos através de funcgoes escritas em Matlab.

TABELA 1. Comparacao do preco do Cap em diferentes abordagens

Valor do Cap Valor do Cap
0 o A T X via integracao via analitica
numérica* (4.2)

0,08 0,09 0,02 0,1 0,2 0,0119625615 0,0119625640
0,08 0,09 0,02 0,1 | 0,05 0,3484267613 0,3484267871
0,2 0,1 0,01 | 0,15 | 0,18 0,0661282646 0,0661282852
0,2 0,1 0,01 | 0,15 | 0,1 0,2830517538 0,2830518041
0,31 0,16 | 0,005 | 0,2 0,4 0,0146305090 0,0146305112
0,31 0,16 | 0,005 | 0,2 | 0,27 0,0617864607 0,0617864680
0,1 0,25 0,1 0,7 | 0,53 0,1760003076 0,1760002941
0,1 0,25 0,1 0,7 0,3 0,4557555008 0,4557554836
0,45 0,3 0,5 0,4 0,8 0,0000573745 0,0000573744
0,45 0,3 0,5 04 | 0,24 0,1089791592 0,1089791577

*Para a integracao numérica foi utilizado o método da quadratura adaptativa global

Como podemos observar, para os valores testados, nota-se que apenas existem dife-

rencas a partir da sétima casa decimal.

De seguida, vamos ver como é que se comporta o prego do Cap perpétuo, se manti-

vermos os parametros A e # constantes e variarmos os restantes parametros.

Comecemos por averiguar o que acontece ao preco do Cap perpétuo quando variamos
os valores da volatilidade, . Considerando 6 = 0,08, A = 0,01 e X = 0,2 obtemos o

seguinte grafico
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F1GUuRA 1. Preco de um Cap perpétuo nos diferentes valores da taxa de
juro e da volatilidade

Tal como expectavel, podemos observar que a medida que a taxa de juro aumenta, o
preco do Cap também aumenta.

Tomando r < 3%, para valores fixos da taxa de juro, é possivel verificar que o preco
do Cap aumenta a medida que a volatilidade aumenta, no entanto a taxa de crescimento
comeca a diminuir a medida que a taxa de juro sobe. Isto acontece pois a incerteza na
trajetoria das taxas de juro aumenta a probabilidade de que a taxa de juro ultrapasse o
preco strike e desta forma ative o Cap, fazendo com que o detentor do mesmo receba um
fluxo financeiro. Neste exemplo é possivel ver que o Cap foi ativado quando a taxa de
juro ultrapassar os 2%.

Quando a taxa de juro atinge o valor do strike, podemos observar que o preco do Cap
com menor volatilidade comecga a aumentar, chegando mesmo a ultrapassar o preco dos
outros quando r > 3%. Isso ocorre porque, a medida que a taxa de juro supera o preco
strike, a probabilidade de o Cap ser ativado torna-se muito alta e portanto o aumento da
volatilidade tem um impacto menor sobre o preco do Cap.

Vamos ver o que acontece ao preco de um Cap perpétuo quando variamos os valores
do prego strike, X. Considerando 8 = 0,08, A = 0,01 e ¢ = 0,2 obtemos o seguinte

grafico
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F1GURA 2. Preco de um Cap perpétuo nos diferentes valores da taxa de

juro e do prego strike

Como podemos observar a medida que a taxa de juro aumenta, também o preco do

Cap perpétuo aumenta, no entanto este aumento é maior quanto menor é o preco strike.

Além disso, podemos observar que para uma taxa de juro fixa, a medida que o preco strike

aumenta, o preco do Cap diminui.

Concluindo, temos que Caps com strikes mais baixos sao mais caros, porque existe

uma maior probabilidade destes gerarem fluxos, pois é mais provavel que a taxa de juro

ultrapasse o preco strike, r > X ativando, desta forma, o Cap, fazendo com que a entidade

detentora do mesmo receba um fluxo financeiro. Por outro lado, strikes mais altos sao

mais baratos, pois a probabilidade destes ultrapassarem a taxa de juro é menor, fazendo

com que o Cap nao seja ativado.
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5

Conclusoes

Nesta dissertagao, tendo em conta o modelo CIR sem drift, conseguimos encontrar uma
formula analitica para o preco de Caps e Floors.

Apesar de estarmos perante um instrumento financeiro tedrico, este pode ser realista
em certos mercados, uma vez que ¢ um conceito de protecao continua contra a volatilidade
das taxas de juros, que é uma necessidade real em mercados volateis. Com a auséncia de
drift estamos a assumir que a taxa de juro nao tem uma tendéncia definida de retorno a
um nivel médio ao longo do tempo. Esta suposicao pode ser realista em certos cenarios
de mercado, como mercados emergentes e periodos de crise econémica, onde as taxas de
juro sao altamente voldteis e imprevisiveis.

A auséncia de drift é uma simplificacao que pode nao capturar todas as dindmicas do
mercado real, no entanto a formula desenvolvida pode ser utilizada por profissionais do
mercado financeiro para criar estratégias de protecao continua contra a volatilidade das
taxas de juro, especialmente em mercados emergentes e durante periodos de instabilidade
econdmica.

Para futuras pesquisas, seria valioso explorar a inclusao do drift e analisar como isso
afeta a avaliacao de Caps e Floors neste modelo. Posteriormente, seria importante avaliar
estes instrumentos financeiros tendo em conta uma maturidade finita. Além disso, seria
interessante, também, ver se mantendo algumas varidveis constantes e outras nao, se o
preco do Cap se comporta de maneira semelhante ao caso sem drift. Apesar de ainda
haver um longo caminho a percorrer nesta area, a formula desenvolvida ao longo desta
dissertacao para a avaliagao de Caps e Floors perpétuos sem drift contribui significativa-

mente para a literatura existente.
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A

Demonstracao da Proposicao 2.1

Considere-se a equacao (2.12))

alt,T)—r
% = >\t<:>06<t,T> — Tt :)\tO'(t,T)

Pelas equagoes e tem-se que
1 oP(t,T) orPt,T) 1, 0?P(t,T) _ o(t,r) OP(t,T)

P@T)[ R L i LG - By =T o R
1 oP(t,T) oPt,T) 1, 0*P(t,T) o(t,ry) OP(t,T)

< PuT) { T L i LA L e el

oPt,T) 1,
5 wlt.r) =5+ 50t )
OP(tT) 1
a?ﬁt 2
oP(t,T) 1
87} 2

P(t, T) 87} e
OP(t,T)
87}

O*P(t,T)
or?

1 [OP(tT)
P(t,T)[
OP(1,T)
ot
OP(1,T)
T o

— )\t0'<t, Tt) =Ty <=

2P(t,T)
—a
O*P(t,T)
—a

+ [u(t, re) — Mo (t,14)]

o?(t,T) =rPt,T) &

+ [, r) — Mo (t, )] a?(t,T) — 1 P(t,T) =0
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B

Demonstracao da Proposicao 2.2

Na medida de risco neutro, temos a equagao 1} onde r; é um processo de Ito e Wt@ é
um processo de Wiener. Tendo em conta as equagoes (2.14]) e (2.17)), estamos perante as

condigoes necessaria para aplicar a formula de Feynman-Kac, obtendo desta forma que

T
—/ reds
Vi=Eq |e Jt g9(rr)|F:
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C

Demonstracao da Proposicao 2.3

Demonstre-se, primeiro, as condi¢oes a que as equacoes (2.23) e (2.24) estao sujeitas,
ou seja, a A(T,T) = 0 e B(T,T) = 0. Sabe-se que a equacao (2.13) estd sujeita a
P(T,T) =1, logo

P(T,T) =1« ATD=BIIN — 1 o A(T,T)=0 A B(T,T) =0

De seguida, prove-se as equagoes e [2.24] Tendo em conta as equacoes [2.13] [2.17],
2:2T) e 2.22) tem-se que:

oP(t,T) oP(t,T) 1, O*P(t,T)
or\. ) _ el Gl WL L PHT) =
ot + [p(t, 1) — Mo (t, )] or, + 57 (t,7¢) or? rPt,T) =0«
IP(t,T) oP(t,T) 1, O?P(t,T) B
o Py + a(t,ry) or, + 50 (t,re) R —rnPt,T)=0<
IP(t,T) oP(t, T) 1 29%P(t,T) B
& g o Bl o= 5 (VarR) S - nP(T) =0

Sabe-se que P(t,T) = eAGT=BED  hortanto calcule-se as derivadas da expressiao
acima

P(t, T A(t. T B(t,T
. oP(t,T) [8 (t,T) 0 (t, )Tt] GAWT)=BET)re _

ot ot ot
_ [0A(®t,T)  OB(t,T)
_[ o = S| P(LT)
D) ey
Tt
2
R ];(72 D B, T) x (~B(t, T)eA DB _ B2 T)P(1,T)
t

Fazendo as substituicoes das derivadas na expressao obtida, fica-se com
0A(t, T 0B(t, T 1
|: (gt ) — <at )Tt‘| P(t, T)—i—[oztrt + ﬁt] (—B(t, T)P(t, T))+§(Pytrt+5t)32(t7 T)P(t7 T) =

= TtP(t,T) @
DA, T) OB(t,T 1
ét : a ((975 )Tt — [oure + B4 B(t,T) + 5(%” +0) Bt T) =1

0B(t, T 1 0A(t, T 1
= T (_% — atB(t’T) —+ E’th2(t, T) — 1)+%_ﬂt3(ta T)+§5t32(t7 T) - O
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Daqui obtém-se a equacao ([2.23))

- >_O‘tB<t’T)+‘7tBQ(t’T>—1 =0« MJroatB(t,T)——%B2(75,T)+1 =0
e a equacgao ([2.24))
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D

Demonstracao da Proposicao 3.1

Dado que o modelo CIR é um modelo de estrutura temporal afim, entao sabemos que

tem de satisfazer as equacoes e2.22
Seja P(t,T) = eMT=BETI™ onde B = —B(t,T). Pela equacio temos que:

dB(t,T)
ot

0B(t,T) 1 5 9 B
S + (=k)(=B(t,T)) — 50 Bt,T)+1=0%

N —% +EB(t,T)) - %UZBQ(t,T) t1=0e
OB(LT) OB(HOBLT)  OB(r)

Como = = —

ot or ot or
0B(t
or

_ 1 -
+%B@JU—§%W@JU+1:O ,B(0,0) =0«

. Logo

) _ 0 dB(r)
:?B (T)—kB(T)—le@%2B2(T)_kB(T)_1:d7'

k-t~

O denominador é uma equagao de segundo grau com raizes B(7) = ———, onde
o

(v k) (v + k)
2

v =Vk2 4202 & 0% = . Assim, podemos reescrever a equagao como

dB(T) g
TE(N 4B -1 F[B() - %] [B() - 5
2 2 2
dB(T) i
=dr
22 () - 2] | B - 2 B - 5] 25 |50 - A
dB
< 1 1 k2<—7—>2 =dr
1B + 5| [-E52B0) - (k)]
Podemos dividir esta fragao numa soma:
1 a b

5B+ ] [5B0) — (-] BB+ ] | B0 — (k)

=dr &

=
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—a(k*=%) | b _ _ k2
+35=0 b=
- 2 2 b o 127
Assim, obtemos que
1 k2—~2
dB(r 5,dB(7) —dB()
1 1 k2( )2 =dr & lB%/ Tt k2—? = -
1B + 25 [-E52B(7) — (k= )] 2B+ 55— B(r) — (k—7)

Integrando de ambos os lados obtemos

1
—111(
~

lB(T)JrL)_lln <‘—k2;723(7)—(k:—7)'> —7+c¢c ,ceER&

2 k—n~ Y
_kL'yQB<7.) _ (k: _ 7) k2 _ 72
& In 2 =—(T+c) & — B(1) — (k—7) =
<| 3B() + % 2
1 1 | ’y2 1 1
— (2R I RS X N B(r)—(k—)=—( =B = ) o)
(3200 + = ) ey ~Eo b)) = = (380 + 1 ) e
(k—~)24e=7(7+c) (k—~)2—e=7(7+0)
k— k—

<~ B(T> = _(k2_72)_";—'y(7‘+c) \/ B(T> = _(k2_72)+";—'y(7‘+c) g

2 2
2(k — )2 4 2777 +)

B(r) = v
< B(1) — (k2 =) (k —7) — (k —v)e(+9)
2(1s = 7)? = 2677+
B s
VB = S G e
—2(k —7)* — 2¢7C*
B =
I () E e e I
_9 _ 2 ) —y(T+c¢)
V B(r) = h=n) 2

(= 2)(F— )~ (k7)o 7w
Sabemos que B(0,0) = 0, portanto vamos calcular o valor da constante c.

—2(k —7)* —2e7¢ 2e77¢ — 2(k — v)?

0= vV 0= &
(=B E=—)+h=per T E=Hh—y) — e
& 2(k—7)?-2e =0V 2 °2k—)? =0 =—(k—)? Ve = (k)&
—(F — ~)2 —_ ~)2 A2
Sc= —M Vo c= —M & ¢ = Impossivel V ¢ = _—ln((k; 7))
g Y Y
_ (_ln((k—v)Q)) ,
Assim, e 77+ = ¢=7¢ g = e~ 7(k—7)
Logo,
B( ) 267'”(]{7 - 7)2 - 2(k - '7)2 (k - 7)2(26777 - 2)
T)= = =
(B =)k =) = (k=v)e (k=7 (k=7)k+7y—(k=7)e)
B 2 — 277 B 2(1 — ™) B 2(1 — 77 B
(ke —(k=1)  (kty)em = (k+v—=2y) (k+y)(em—1)+2y
2(e’ = 1)

(k+~v)(e™ —1)+ 2y
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Vamos agora calcular A(7). Pela equacao temos que
0A(t,T) 0A(t,T)
ot ot
sujeita a A(0,0) =0
Temos que VE2+202 = v & 72 — k? = 20% & (y — k)(y + k) = 202 Portanto,
podemos reescrever B(7) como

= BB(t,T) — %5,5B2(t, T) & = kOB(t,T)

Bl = -2 — otk (k=ET =1
202 (k+7>(677_1)+27 o2 (k—}—’y)(e'YT_l)_i_Z,y
_ Atk kT ket y 29 =29 vtk (B+)(€7 — 1) 29 — 29€
— 0’2 keVT—k+’Ye'YT_’Y+2'Y o 0'2 (k_i_fy)(e’yT_l)_i_ny
k. 2ye” } Atk 2((k+7)(21*7—1)+2w)/
02 <k+7)(€77_1)+2’7 0'2 (k+»y)(677_1)+27

_ otk 2 (k)@ -1 +29)
02 o2 (k+~)(e™—1)+2y
Seja f(1) = (k+7v)(™ —1)+2v e f'(1) = (k+7)ve"’", temos que

+k 2f
Blr) = - 02f((77))
Agora temos
0A(t,T) vy+k o 2f(7
o kOB(t,T) < = ko ( = O'2f 7'))

Integrando de ambos os lados e tendo em conta A(0,0) = 0, logo

[M M(W’f_ 2f’<7>)dmm<s>]g=ke {“’“s—%lnu(s)ly@

0s o? a2 f(7) o2 0

e 2 - 0 2o >|}

< A(r) = g {(’y—i— k)T +2In (%)1 &
& Alr) = ];9 {(7—1—1@7—1— 21n ((k+7)(67277— 5T 27)] &
2k0 [

o+ k) i ((k +7)(6”2:Y— 1)+ 27)] -
2k60

A =" {m (9% 4 In ((k . V)(;j_ 5T 27” &

2k0 | l 2ve1 k)3 ]
n
o [(k+y)(em —1)+2y

= A(T) — A(0) = ko [

< A(r) =

< Ar) =
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E

Demonstracao da Proposicao 3.2

Segundo [6]. Se A e p sdo fixos, entdo consideremos a fungao F(t — tg,ry,) definida por

t
F<t - tOvrt()) = EQ leth exXp (_,u/ Tsd3> -7:150:|
to
Esta equacao é solucao da seguinte equacao:
oF oF 1 , O*F
ot k(0 — T’to)aTto - 50' rto_artgo + pry 7 =0

onde F(0,r;,) = e . Podemos afirmar isto, porque T' >t e
t
M, = exp (—u/ 7"st> F(T —t,r)
to
¢ uma martingala na medida de risco neutro. Temos que

T
BalMrlFy) = Bo |« oxp (4 [ rads)| 7| = AT = tur) =,
to

t
Aplicando o lema de Itd a M, = exp (—u/ rsds) F(T —t,r), obtemos
to

3Mt 6Mt 1 82Mt t 8F(T — t, Tt)
dM, = Wdﬂ— or, —1-502 52 d(r,r), = |—priMy +exp | —p /to r.ds — dt+
K OF(T —t,1y) 1 K O*F(T —t, 1)
— ds | ———d - — sds | —————""2d(r,r), =
exp( ,u/tor s) ar Tt+2€Xp( u/tor s) a2 (r,r),
t F(T —t
{—WtMtJreXp (—u/ mds) OFT —4y) 5 ’rt)} di+
to
¢ (T —
exp (—u/ rsds) w (k:(@ —ry)dt + UﬁthQ) +
to Tt
1 ¢ OPF(T —t,r
§exp (—u /to 7"st> %Uzrtdt =
¢ F(T —t F(T -t
= exp (—u/ rsds) [—unF(T —t,r) + ORI ~t,r) + k(0 — rt)—a ( ’Tt)+
to at 3T’t
1 2R(T —t t F(T —t
+—02TtL2’Tt) dt + exp —u/ reds aﬁMthQ
2 or; to ory
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Como M, é uma martingala, entao o drift da equacao é 0, portanto obtemos

aF(T — t, Tt) 8F(T — t, Tt) 1 82F(T — t, Tt)
—prF(T —t,r) + — + (k(0 — rt))T + 502rta—rt2 =0
Substituindo r; por r;, e multiplicando por (—1), obtemos a equagao
oF oF 1 O*F
— — k(0 — S T— F=0
ot ( )37’t0 97 Mo org, T

Sabemos que a equagao ¢é solucao desta equagao, logo

[8¢(tat_ al Tt 8w(t@t_ tO)] F 4 k(0 —14,)0(t —to) F — %OQTto¢2(t —to)F+pry, FF =0 <

Pﬁ(at : +k9¢(t—t0)} " { W(at o) hp(t — to) - —U YAt —to) + | i = 0
Assim, podemos obter ¢(t — tg) e ¥(t — to) fazendo
6¢(t8— to) _ _éa2w2(t — o) — koo (t — to) + p (E.1)
0p(t —to)
— 5 = — kO (t — to) (E.2)

sujeitas as condigoes iniciais ¢¥(0) = X e ¢(0) =

Vamos comegar por calcular a equagao

0Pt —to) _ 1 5 0 Wy g OP(t - to) _
S = =50t —to) — Kt tO)HH:)—%a%%t—to)—kwt—toHu_at

No denominador da fracao, temos uma equagao de segundo grau, portanto vamos

calcular as suas raizes

h—k k+h
St~ o) ~ kb(t — to) + = 0t — o) = X V(i —t0) =~
Ip(t — o) (¢t — to)
=0 =0
—50°02(t —to) — ktp(t — to) + 1 ' — 2 [(t — to) + 3] [wh(t — to) + ] '
—Z0U(t —to) B
R TG =0 s == R
Temos que
—Z00(t — to) B a N b
00— t0) + 2] [0~ t0) + 2] 0l —to) + 2 Ut to) +
a+b=0 a= —}—11
~ -~
k+h 4 bk _% h = %
Assim, obtemos que
—Z0U(t — to)
o -y
[(t = to) + 552] [0 (t — to) + 23] '
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o 1 oit—t) 1
ho(t—to) + 5] h[w(t—t)
Integrando ambos os membros, obtemos

k+h 1

O (t — to)
el

=0t

1
—1In

(00— 10) + o] — (e — to) + = ':t+c(:> ccR
tn Zéi:gii Zh(t+c)<:>‘zx::;i::i§ _ o)
Pt —to) + k;;h - |:¢(t_t0) + ka__Qh} hitte)
v ¢(t—to)+k;h:—{w(t—to)—l-k;h} WIGTOIN
@w@_m%:@—thﬂLﬂk+m —(k — h)e"t9 — (k + h)

o2(1 — ehlt+e)) Vot —ty) = 72(1 + )
Temos que (0) = A, ou seja, t —tp = 0 < t = to, logo
(k — h)elMtote) — (k + h) v A= —(k — h)eMtoto) — (k + h)
o2(1 — ehltote)) 02(1 + elltoto))
& "ot (—\o? — (k—h)) = =X — (k+h) V

v et (X\o? 4 (k — h)) = —Ao? — (k+ h) &

ehC:e*hto)\a +k+h v ehe — _e—hto o2 +k’+h

NZtk—h B V- A g

A:

2
o=t (T HRERY Ly (el R

Ao+ k—h h
1 <€_ht° Aot +k+h

_
ce=pm A +k—h

Ao2+k—h
) V  Impossivel

Assim, obtemos

Mo’ +k+h Mo’ +k+h
hit+e) _ oht o ghe _ ht,—hto _ h(t—to)
€ Cre T N2 rk—n ¢ N2t k—h

Logo,
ot — 1) = EZCD — (e by (b= S — (kb
el =00 = Ty T g (1 e )

(k — h)e"t)(N\o? + k+ h) — (k+ h)(Ao? + k — h)
h 02 (Ao? + k — h — eMt=10) (Ag? + k + h)) -
Pt (\(k — h) —2u) — (A(k + h) — 2p)

T A1 — ) ¥ k— h— (k + h)ehi—to)

A ((k = h)e"t=0) — (k + h)) — 2p (e"710) — 1)
Ao2(1 — eh(t—to) Y+ k—h—(k+ h)eh(t—to) =
A (kR (b= k)eht=t)) 4 2y (eht10) — 1)

T N2 (1 — eh10)) + k — b — (k + h)eh(—1o)
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Vamos agora calcular ¢, ,(t —tp). Sabemos que

do(t —to)

sujeita a ¢(0) = 0.

Integrando ambos os membros, obtemos

Pt —to) — dru(0 ——k9/¢u—t0 Ydu <

A (k+h+ (h— E)elhu=to)) 42y (ehlu=to) — 1
@@,u(t—to):—kﬂ/ ( . EL e T) 20 (e - ) du
tn A02(1 —elu=t)) 4k — h — (k + h)ehlu—to)
Consideremos f(u) = Ao?(1 — eP=0)) 4 k — h — (k + h)e"“~0) Sabemos que h =
\/k? 4+ 202, portanto podemos reescrever o numerador da funcao integranda como

A(k+h+ (h = k)ehmro)) 42y (M) — 1)

= (2u+ Ah — k) "7 L \(k+h) —2p =
2 2 2 1.2
:(hak + A(h— k;)) hu=to) L \(k + h) — Mok

_ htk{<_(h_k)_m?(h—k)

ehu=to) 4 \g2eh(u=to) _ \g? 4 1 — k + (k+ h)eh(“’tO)
o h+k
_)\0_2€h(u to) —(k?+h uto}_

h+k

h+k

>\<72(h - kf) 9 h(u—to)
Temos que

—af(;gj‘) = Ao?he"" ) 4 (k + h)he" 1) = (Ao® + k + h)he" )

Logo,

¢A,u(t — to) = —k0 /tt _ha_—gﬂ {< — h:k ];)(U) )\02> eh(u_tO) . f(U)}du =

Ao2(h—k u—
k@(h—i—k)/ <2h+ s )+)\U) h(u—to)
to

o? f(u) !
_kO(h + k) —u] — KO(h + k) 2 + 250 4 Ao? /t (A0” + k+ h)he! )
o? fo o? (Ao2+h+k)h Jy, fu) B
kO(h + k) kO(h + k) 2h + 2508 4 \g2 t 21)
T<t — to) - 2

g

A\>+h+k)h J, f( )d“_
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[In(f(u))];, =

kO(h + k) (¢ — 1) — k6 2h(k + h) + Ao®(h — k) + Aa*(k + h)
o2 o2 (Ao +h+k)h
0D 1) - B2 a1 0) — )] =
= ke(};j D 1) - fo In [h - kff)k; n h} -
_ 2k6(2i;2+ 5 4oy 2529 I {f;;)] _ 2529 {h ; B ) —

2k0 hk g, f(t) 2k0
? {hl (e S (t t0)> —In <E = o2 In

2k0

- (1)-

(k+h)(t—tq)
2

2he

f(t)

2heh2+k(t_t°)]

= |
oz [U2>\(

eht=to) — 1)+ h —k+ (k+ h)eh(t—t(ﬂl
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Demonstracao da Proposicao 3.3

Pretende-se calcular ¢,[P(t,T5); K; Ty]. Pela equagao [2.19) sabe-se que
alP(t, To); K3 i) = Eq [ ™ [P(1y, 1) — K* |

Seja 3, o valor da money market account

Br = By, exp </tt rudu>

Sabe-se que na medida de risco neutro:
X
Ft) L

Xy
Eo | — = —
b (ﬁT By
Temos que

Eq [exp <— /tT1 rudu> [P (t1,Ty) — Kﬁft} =

! (P(T1,T3) — K)* (P (T, Ty) — K)*
:ﬁto X (— ud >]E Fi :5tE [
P /to fudt) Fe By, €Xp ( ft? rudu> ¢ By

7|

E necessério realizar uma mudanca de medida de probabilidade:

Q<+ B
Ql <> P(t, T)
Aplicando esta mudanca, obtém-se que
[P (Ty,Ty) — K|t [P (Ty — T3) — K] Lipery m)>K}
=Pt T))E F|l=P{tT)E ’
( ) 1) Ql |: P(Tl,Tl) t ( ? 1) Ql P(Tl,Tl) ‘F‘t
P (11, T3) Ltpery 1) > Kk} Kip(r, 1)K}
=P(t,TH)E ’ Fi| =P, T1)E ’ F
( Y 1) Ql [ P(Tl,Tl) t ( Y 1) Ql P(Tl,T1> t

onde I é a funcao indicatriz.
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Efetuando nova mudanca de medida de probabilidade

Qi < P(t,Th)
Qe & P(t,Ty)
Obtém-se
P (T, T3) Lip(ry 1)>K
Q2 P(Tf’ }21) 2)>K} Fi| =P, Th) KQ[P(Th,Tz) > K | F] =

=P(t,T5) Qe [P(T,T5) > K | /i) — KP (t,T1) Q[P (T1,T) > K | ;] =
= P(t,T5)Qy [exp [A(Ty — T7) + B(Ty — T1)rpy ] > K | ] —
KP(t,T1)Qq [exp[A(To = Th) + B(To — Th)rpy | > K | ] =
= P(t,T5)Qq [A(Ty — T7) + B(Ty, — Ty)ry, > In(K) | Fi] —
KP(t,T)Q [A(T> — Th) + B(T> — Th)rry, > In(K) | F =

= P(t,T3)Eq, |:TT1 < ln(KBZ(—TQA_(T;I; 1) ]—"t} _
—KP(t,T))Eq, {TTl < ln(Ké(—Tf_(T;S Tv) ]—“t} —

= P(t,T5)Eq, [, < r*| F] — KP(t,T\)Eq, [rr, < r*|Fi] =
hl(K) — A(TQ — Tl)
B(Ty, —TY)

onde r*x =

Para resolvermos esta equagao é necessario sabermos a lei de probabilidade da varidvel

aleatdria rp, nas forward measure Q; e Q2. Vamos calcular a transformada de Laplace de

T .
— na medida Q.

J
I _ ) 4Q;
Eo, o (372 )| 7] =2 [ () g

rry\ P(Th,1;)06:
B |ow () i

Eg {exp (—x\%) Eq [exp (— f;:’ 7’st)
N P(t,T;)

Usando a proposicao 4.2 com A =0 e pu = 1, temos que

-

7 -

exp (ftto rs ds)

cxp(ft:gl rs ds)

le}

3

T;
Eq [GXP (—/ Tsds) ‘ ]'—Tl} = exp [o1(T; — T1) — roytho (T; — Th)]
Assim, temos que
exp(ftto rsds>

iA
Eq {exp <—/\%> Eg [exp (— f;;] T5d8> fTI} W Ft}

P(t,T)
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r exp ftt rsds
Eq {GXP <—)\Lij1> exp [po1(T; — T1) — ry o (T — Th)] expff%#ds))

P(t,T;)
= exp [¢o1(T; — Th) — A(T; — t) — B(Tj — t)r] x
exp jz] reds
]E@ exp (—)\%) exp [—T'T17,D0,1(Tj — Tl)] ( - ) E} =
j exp <ftol Tsds)

3

= exp [¢o1(T; — Th) — A(T; — t) — B(Tj — t)r] x

T
Eg {exp [— (LA + o1 (1 — Tl)) T’Tl] exp (—/ rsds) F

A
Pondo p=1e\= 7 + 01(T; — T1), temos que:
J

Eq {exp [_ (Li T 0 (T — m) rﬁ} exp (_ / : d) ]—"t} -

= exp [¢+w0,l(Tj—T1),l(Tl —t) — Tt@/’LAjWO,I(Tj—Tl)J(Th t)}

Z
.Ft} -

exXp {¢£j+wo,1(Tj—T1),1(Tl —t) - rtw%j-F"/’o,l(Tj—Tl),l(Tl - t)] =

= exp [¢o1(T; — Th) — A(T; — t) — B(Tj — t)r] x

Ty
Eg {exp [— (Li + o1 (T — Tl)) TTl] exp (—/ rsds)
j ¢

= exp o1 (T; = Th) — A(Tj — 1) = B(Tj — t)re] X

= exp [— {B(Tj —t)+ 77Z)%+,/)()71(T]-_T1),1(Tj - t)] Tt} X
J

exp [¢0,1(Tj —t) —A(T; —t) + ¢%+w0,1(T]~7T1),1(T1 - 75)}

exp [_ [B(TJ — 1)+ Q/JLAijqpo,l(Tj—Tl),l(Tj - t)] Tt]

exp {—Cbo,l(Tj — 1)+ AT — 1) = ¢y (y-mya (11 — t)}
Usando as equacoes e [3.10], temos que:

e Se p=1,entdo h = Vk? + 202 =~

e Se A=0¢epu=1, entao

(k+)(T;-T)

(T =T1)
b0 (T—T) = 2k6 n Ve(H 7 _ 2k6 n ve P B
0I5 v —k+ (k+7)e @1 | T g2 —(k=7) 4 (k+7)er@G-10 |

(k4(T;=T1) (k+7)(T;—=T1)
2k0 | 2ve P 2k0 | 2ve P
- n = n —
T e ® | T o2 G )e® -1+ 2y
= A(T; —Th)

A7



e Se A\=0e =1, entao:

2 [ev(TrTl) _ 1] 9 [ev(TrTl) _ 1}
Yo (T —Th) = =
’ y—k+(k+y)eG-T)  —(k—5)+ (k+v)erT-T)
2 [er(Ti=T1) — 2 [erT=T) — 1
| | | | per

Tkt -20+ (k+7)e@ T (k) (@B —1) +2y

A
e Se \= T + o1 (T; —Th) e p =1, entdo
J

¢%+¢071(Tj—Tl),1<T1 —t) = ¢LAJ_—B(T]-—T1),1(T1 —t) =

(k47 (T1—t)
2

_ 2k0 2ve

e (% - B(T; - T1>) (@@=D 1)+ —k + (k +7)er@=b

A
e Se \= I + o1 (T; —T1) e p =1, entao
J

@Z’LAJ_JF%,I(T]-—TI)J(TI - t) = @Z)LAJ_—B(Tj—TI),l(Tl - t) =

[% — B(T; - Tl)] (k+7+ (v = k)er™=0) + 2 (eM=8) — 1)

o2 {% ~ B(T, - Tl)] (T — 1) 4y — k + (k + 7)er@i—D

Agora temos que

exp {—%,1(7}' — 1) + AT — 1) = ¢y (ry—mya (11 — t)} =

(b+)(T; =) (o) (T;—1)
2k0 | 2ve P n 2k0 | 2ve 2
= eX - n n
P ke @ | T 0 N Tk (k)o@
950 | 27€(k+w)£T1—t)
——In =
’ o <ﬁ - B(T; - T1>) (=D — 1) 5 — k4 (k +7)erTi=0
(e7) (T3 =)
2ve 2 [y —k+ (k+7)e B 52 [Li] — B(T; — T1)} [Tt — 1]
- (k7)) (T;—T1)

e [y — kot (B + 7)erG0)]

2k

+y—k+ (k+ v)ev(Tl—t)] o

(k+7)(T1 —t)
2

<

2ve
Substituindo B(T; — T3) e L;, vamos obter

(h+7)(T;—)

27(3# [’y —k+ (lf + ”y)e?’(Tj—Tl)} o2 [ﬁ — B(’Tj — Tl)i| [eW(Tl—t) — 1}

(k+)(T;-Ty)

2ve = [,y —k+ (k+ y)ev(Tj*t)}

2k0
o2

+y — k4 (k+ )Tt

(k+7)(T1 —t)
2

2ve



[y =k + (k+ )@ 9] [y — b+ (k +7)e?B =] 4 202 [0 — 1] [7(h—0)
vy =k + (k+7y)er @]

RSE
(§+>\>] T o420

- {B(Tj =)+ ayemya (L = 1) | 7 =
J

) [ev(Tj—Tl) — 1]
(k+7)(@@ ™ —1)+2y

_1]

Temos que

[ B~ )] (k+-+ (= D0) 2 (0 1)

Ty =
0? |2 = B(I; = )| (€010 = 1)+ — k+ (k+ 7)erTi

A
= ——gj
142X
Assim, obtemos que

ex S S ex A ¢
Eq [exp (— %) ‘ JT';f:| = b ”2;?) _ p 1+241§J)
! (1+24)- (14205

. . , . T . C el e~
Assim, sabemos que a variavel aleatéria L—l, na medida Q; segue uma distribuigao

Qui-Quadrada nao centrada com — graus de liberdade e com parametro de nao centra-
o
lidade ;. Ou seja,
T Q o 4k6
f ~ X (?,ﬁj
rr T*
0 (rm <l 7) =@y (B <

J
T*
F)=F =
L; L t) XE%%) (Lj)

onde FX% ) ¢ a funcao distribuicao da Qui-Quadrada nao central, com a graus de liberdade
e b o parametro de nao centralidade.

Assim, obtemos que

Logo,

e [P(t,T2); K;Th] = P(t, To)Eq, [rr, < r+|Fi] — KP(t,T1)Eq, [rr, < r*| F] =

T Tk
= P(t,15)F,2 — | = KP(t,T))F,2 —
(7 2) x(%@) (LQ) (7 1) X(4k9 ) (Ll)

77’51
Vamos calcular o valor da opcao de venda, pela paridade put-call

Ct [P(t,TQ),K,Tl] — Dt [P(t,Tg%K,Tﬂ = P(t,Tg) — k’P(t,Tl) <~

S p [Pt T); K;Th) = —P(t, To) + kP(t, Th) + P(t,TQ)FX? o) (%*) _
4k €5 2

—KP(t,T))F, (E) =
(%»51) Ll
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< Dt [P<t7T2)7K7T1] == _P(t,TQ) 1— FXQ (E) +
(4.62) \ L2
T*
+KP(t,Ty) |1 - FXQ(%G,&) (L_l)] PN
X %
Pt To), K T = —P(4, T =) + kP, T r
© P EERIE TR Oy () et Vu.0) ()

onde Qx(z ) representa a funcao distribuicao complementar da Qui-Quadrada nao cen-

tral com a graus de liberdade e com parametro de nao centralidade b.
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Demonstracao da Proposicao 3.4

Definindo a opg¢ao de compra na data de vencimento, T’

No Ny No
cr(Br, X, T) = max {0; > kP(TT) =) k:X} = max {0; > ki(P(T,T) — XZ-)} =
=0 1=1

=1

No
= kimax{0; P(T,T;) — X;}

i=1

T cr(Br, X, T)
cr(Br, X, T) exp —rudu S
t T

Tem-se que Q < B e Qp < P(t,T), onde Qr é a forward measure associada ao

Assim, obtém-se

Ct<Bt7X7 T) :EQ E

ft] = BiEqg

numerario P(t,T'), logo

CT(BT7 Xa T)
Br

cr(Br, X, T)

e P(T.T)

Fi| = P(t,T)Eq, Fi

P(t, T)Eq, F cr[P(T,Ti), X, T]|Fy

No
= kiP(t,T)Eq,

=0

S kIP(TT) - X

N() NO
cr(P T7E aXi7T
= kiP(t,T)Eq, dl (P(T >T) ) Fi| =Y ke P(T.T), X;,T)
i=0 ’ i=1

Para o valor da opg¢ao de venda o raciocinio é analogo.
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Demonstracao da Proposicao 3.5

Segundo Cox, Ingersoll, and Ross [1], a equagao (25) diz-nos que a yield to maturity é

dada por:
reB (1) —In(A*(7)) _ nB*(r) In(A*(7))

T (T) - T - T B T

onde A*(7) e B*(7), onde 7 = T'—t, sdo definidos como na equagcao (23) de Cox, Ingersoll,
and Ross [1].

Temos que
B* 2e7 —1
s e - 5(7)
T Ty +E+ A (T 1) + 29
onde B(7) é definido como na equagao [3.23]
Temos que
, 2k0
In(A*(1)) 11 [ 2ye(1Hk+A)3 } 2
T 1 (kN -1 +2y]
2k0 (Y+E+N) T T
= —5 [-In[2ye 4 m[(y+k+ N - 1) +29]] =

2k0 . [(v+k+N)("—1)+2v]
T02 In [ 2,},6(7+k+>\)g o A(T)
onde A(7) ¢ definido como na equagao [3.22]

Assim obtemos que

ro(r) = rB*(1) — In(A*(7)) _ rB*(r)  In(A*(1)) _ A(r) + B(r)r,

T T T

Obtendo assim, a equacao [3.21
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