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Resumo

Este trabalho aplica o modelo proposto por (Jarrow & Yildirim, 2003) para a determinagao
do preco das obrigacoes TIPS. Este modelo considera uma abordagem Gaussiana para
as taxas de juro forward reais e nominais e a extensao do modelo Vasicek (1977) para
descrever a dinamica das mesmas; e assume um movimento geométrico Browniano para
o indice de inflagao. O objetivo principal é avaliar o desempenho do modelo proposto por
Jarrow & Yildirim (2003) para a estimagao dos pregos das obrigagdes TIPS. A férmula
que sugerimos para o calculo do fair value das obrigacoes TIPS é muito semelhante a
obtida pelos autores. A principal contribuicdao deste trabalho, relativamente ao modelo
original, é caracterizada pelo uso das cotacoes fixas dos swaps de inflacao e pela inclusao
da hipdtese de deflacao durante o periodo ativo da obrigacao. A instabilidade atual nos
mercados financeiros e o aumento previsivel da mesma, motiva a consideracao de todos
os cenarios de evolucao de precos possiveis. Nos mercados financeiros para os derivados
indexados a inflacao tem se verificado um crescimento significativo e, assim, comecam a
surgir novas oportunidades de protecao contra o risco, como é o caso dos swaps de inflagao.
Por essa razao, foram escolhidos para obter melhores resultados de estimacao do preco
das TIPS. Neste sentido, sera avaliado o desempenho do processo de estimagao proposto

por (Jarrow & Yildirim, 2003) e o novo processo de estimagao que agora propomos.

Palavras-chave: Modelo de Jarrow €& Yildirim, obrigacoes TIPS, swaps de inflacao,

risco de deflacao.

Classificagao JEL: C13, E31






Abstract

This dissertation applies the (Jarrow & Yildirim, 2003) approach to determine the fair va-
lue of a specific inflation-linked security: a Treasury Inflation-Protected Security (TIPS).
Under this model, both the real and nominal forward rates follow a Gaussian distribution,
and the term of the structure of these rates is described by the Vasicek (1977) model;
finally the inflation index follows a geometric Brownian motion.

The aim is to evaluate the performance of the modified (Jarrow & Yildirim, 2003)
model for the estimation of TIPS prices, concerning the previously mentioned model. We
propose a similar pricing formula for TIPS. The role of this second approach in pricing
TIPS is to consider the fixed inflation swap rates in the estimation process of TIPS bond
prices and the incorporation of the deflation hypothesis. Nevertheless, the current ins-
tability in financial markets and its projected increase warrant the consideration of all
possible prices evolution. There has been a significant growth in the financial markets
for inflation-linked derivatives and, therefore, new opportunities for risk protection have
begun to emerge, like inflation swaps. For this reason, these financial products have been
chosen to obtain better results for pricing TIPS bonds. This way, the performance of the
estimation process proposed by Jarrow & Yildirim (2003) will be evaluated against our

model augmented with information on inflation swaps and the possibility of a deflation.

Key words: Jarrow & Yildirim Model, Treasury Inflation-Protected Securities (TIPS)
bonds, inflation swaps, deflation risk.

JEL Classification: C13, E31
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CAP{TULO 1

Introducao

Tradicionalmente, o Tesouro Americano nao apoiava as obrigagoes indexadas a inflacao.
No entanto, em 1989, Spiro publicou um artigo que demonstrava que essas mesmas
obrigacoes estavam a comegar a ter um forte impacto no Tesouro Americano. Em 1996, o
Tesouro Americano anunciou que iria emitir titulos que formassem uma protecao contra
a inflagao de forma a reduzir o custo de empréstimo do governo e estimular o mercado
a pensar nas expectativas de inflacado de maneira diferente, bem como para minimizar o
impacto da volatilidade no mercado. A partir do mesmo ano, comecaram a ser emitidos
titulos indexados ao indice CPI-U (Consumer Price Index for All Urban Consumers) e
os bancos centrais e outras autoridades monetarias comecaram a usar o mercado dos de-
rivados de inflagao como um outro “barémetro” das expectativas das taxas de inflacao
futuras. Como os titulos indexados a inflacao sao construidos para proteger os seus titula-
res dessa mesma inflagao, dado que o pagamento de cada cupao é ajustado de acordo com
a variacao do indice de pregos, a compra destes titulos significa que os seus investidores
receiam um aumento da inflacdo no futuro. Além disso, o aumento da procura destes
titulos podera conduzir a uma diminuicao das taxas de juro reais e, consequentemente,
ao aumento da inflagao esperada.

Recentemente, no segundo semestre de 2022, o Tesouro Americano langou uma ini-
ciativa para promover os titulos indexados a inflacao, com o intuito de reduzir os seus
custos ao longo do tempo. O interesse nos titulos indexados a inflacao tem vindo a crescer
devido as suas vantagens, que incluem a transferéncia de risco, o aumento de liquidez,
a otimizacao do timing de mercado e a personalizacao de estratégias de hedging dos
portfélios de acordo com as preferéncias individuais de cada investidor.

Titulos indexados a inflagao sao titulos cujos cash flows estao dependentes de algum
indice, de modo a proteger tanto os investidores como os emitentes das flutuagoes de
precos, refletidas no indice, e que ocorrem no mercado financeiro.

Neste trabalho vamos usar o indice de inflaggo CPURNSA (US CPI Urban Con-
sumers NSA-Not Seasonally Adjusted), as obrigagdes TIPS (Treasury Inflation-Linked
Securities)e os swaps de inflacdo (inflation swaps), como os titulos indexados & inflacéo.

Tal como indicado acima, os titulos indexados a inflacao foram construidos para pro-
teger tanto aos emitentes como aos investidores das mudancas do nivel do preco real na
economia. Por um lado, oferecem algum grau de poder de compra “certo” ao investidor
(bondholder) e, por outro lado um custo financeiro ajustado a inflagdo “constante” ao

emitente (borrower).



No entanto, nao é possivel obter um prego real certo para os titulos indexados a
inflacao devido a influéncia dos seguintes fatores: impostos; indice de pregos usado para
o calculo da inflagao; lag e volatilidade do indice de inflagao.

O pagamento dos impostos, associados aos titulos, nao é concretizado no momento
em que ocorre o pagamento dos cash flows, que tem em conta a inflacdo (conhecida) de
cada periodo. Isto quer dizer que o valor dos impostos pagos nao esta de acordo com a
inflacao utilizada no ajustamento dos cash flows.

Além disso, como o indice de pregos é apenas uma aproximacao de um conjunto
especifico de bens e servigos, nao representa as preferéncias individuais de cada investidor
e por isso, cada investidor nunca estara completamente protegido do efeito da inflacao.

Relativamente ao indice de inflagao, ha que ter em conta que o lag utilizado para o
calculo deste também afeta a obtencao do prego justo dos titulos indexados a inflacao.
Como este é diferente do lag entre os pagamentos consecutivos dos cash flows, os cash
flows nao estarao completamente protegidos da inflacao. E, quanto maior for a diferenca
dos lags, menor serd o poder de protecao deste produto financeiro. O efeito do lag do
indice de inflagao acentua-se em periodos de grande volatilidade da inflagao.

Apesar do lag do indice de inflacdo contribuir para uma distor¢ao do valor real dos
cash flows pagos, nao é possivel elimina-lo, dado que este é necessario para refletir a
evolucao dos precos ao longo do tempo. Para minimizar o problema do lag do indice de
inflacao, normalmente escolhe-se um indice de precos que seja publicado frequentemente,
de preferéncia, uma vez por més, e com um lag pequeno. Por esta razao o indice CPI-U
¢ usualmente utilizado.

Apesar destes inconvenientes, os titulos indexados a inflacao oferecem um grau ele-
vado de protegao contra a inflagdo, especialmente quando comparados com os titulos
convencionais.

O objetivo principal deste trabalho consiste na calibra¢ao do modelo descrito em (Jar-
row & Yildirim, 2003), de agora em diante denominado como J&Y, para o pricing de
obrigacoes TIPS (Treasury Inflation-Linked Securities). O modelo de JéY tem como
base a abordagem Gaussiana para as taxas forward reais e nominais, o movimento Brow-
niano geométrico (Geometric Brownian Motion) para o indice de inflagao e a extensao do
modelo de Vasicek (1977) (Extended Vasicek Model), utilizado para descrever a dinamica
das taxas nominais e reais. O pricing de obrigacoes TIPS vai ser desenvolvido a partir das
taxas spot nominais e reais, e do indice de inflacao CPI-U, numa primeira abordagem.
Numa segunda abordagem, com base na primeira, os coeficientes de volatilidade asso-
ciados a inflagdo serao estimados a partir das cotagoes dos swaps de inflagao (inflation
swaps), ao invés de serem obtidos diretamente a partir dos dados histéricos do indice de
inflacao CPI-U, das taxas spot nominais e das taxas spot reais.

Nesta tese pretendemos avaliar produtos indexados a inflacdo, mais especificamente,
as obrigagdes TIPS. Para isso, vamos usar o modelo proposto por JéY (2003). O modelo
(Jarrow & Yildirim) (2003) adota o framework de Heath, Jarrow e Morton (1992) na



avaliacao de obrigacoes TIPS e outros derivados. Deste modo, o modelo de J&Y usa a
analogia da taxa de cambio para construir um modelo Gaussiano a 3 fatores. Assim, na
analogia da taxa de cambio, sdo consideradas duas economias: a nominal (correspondente
a moeda doméstica) e a real (que representa a moeda estrangeira), e o indice de inflagao
poderd ser interpretado como a taxa de cambio entre as duas moedas.

Antes de prosseguir com o inicio do primeiro capitulo sera apresentado um breve
suméario deste trabalho. O ponto de partida consiste na reuniao e desenvolvimento de
conceitos gerais, que serao utilizados na demonstragao de resutados importantes ao longo
do trabalho, no Capitulo 2, Preliminares Matematicos. De seguida, no Capitulo 3, vai
ser especificado o modelo de (Jarrow & Yildirim) (2003) para a estrutura temporal das
taxas de juro nominais e reais, bem como para o indice de inflacao, sob a medida de
probabilidade fisica bem como sob a medida de probabilidade de risco neutro. O Capitulo
4, consiste no desenvolvimento de uma féormula de pricing para as obrigagoes TIPS, que
terd em conta o cenario de deflacao no periodo compreendido entre a data de emissao e a
data de vencimento das obrigagoes, de acordo com (Rodrigues A.)(2009). O Capitulo 5
tem como foco o desenvolvimento de uma expressao matematica que permita encontrar o
fair value da cotacao fixa dos swaps de inflagao.

Apés o desenvolvimento da férmula de pricing das obrigagoes TIPS e de uma expressao
que constréi a cotagao fixa do swap de inflagao a partir de parametros de volatilidade,
estamos em condigoes de prosseguir para o Capitulo 6. Neste capitulo, serao estimados
os parametros associados as taxas spot reais e nominais e os parametros de volatilidade
associados a inflagao, de acordo com Jé'Y numa primeira parte; e numa segunda instancia,
serao utilizadas as cotagoes fixas dos swaps de inflagao na estimagao dos parametros que
envolvem o indice de inflacdo. Posteriormente, sao calculados os pregos das obrigacoes
TIPS segundo ambas as abordagens.

Por fim, no ultimo capitulo, vamos refletir sobre os principais resultados do trabalho e
sugerir novas pesquisas que permitam melhorar o modelo construido, assim como também

mencionar métodos alternativos de estimacao.






CAP{TULO 2

Preliminares Matematicos

O objetivo deste capitulo consiste em introduzir conceitos e resultados que serao utilizados

ao longo do trabalho.

2.1. Processo de Ito

DEFINIGAO 2.1. Um processo estocdstico X(t) € um processo de Ité se puder ser re-

presentado da sequinte forma
dX(t) = p(t, X(t))dt + o(t, X (1)) dW(t) (2.1)
1.€. . .
X(t) = X(0)+ / w(s, X(s))ds + / o(s, X(s)) dW (s) (2.2)
onde W(t),~, € um movimento Bgowmano gerado pe(l)a filtragao F (),

Note -se que X (0) é F(0)-mensurdavel e que os processos estocdsticos u(t, X(t)) e
o(t,X(t)) sao F(t)-adapados. O termo u(t,X(t)) é chamado de drift e representa a
tendéncia do processo, enquanto que o termo o (¢, X (t)) é denominado de difusao e corres-
ponde a parte estocdstica do processo, que descreve as flutuagoes aleatorias do processo

ao longo do tempo.

DEFINICAO 2.2. O integral estocdstico

10 = [ o) awes 23
que satisfaz as sequintes condigoes
1. [y E[g(s)?] dW (s) < oo para todo t > 0
2. g(t) € adaptado a filtragao F(t) = o(W(s)), 0 < s <t
3. W(t) é um movimento Browniano

4. g(t) pertence a classe C*?

¢ chamado de integral de Ito.

PROPOSICAO 2.1. Isometria de Ito

[( o(s) dW<s>ﬂ - [ Elgte)aw s (2.4)



De seguida sao apresentados os lemas de It6 a 1, 2 e 3 dimensoes, que serao utilizados

para obter a equacoes diferenciais estocasticas de um ou mais processos de Ito.

LEMA 2.1. Lema de Ito unidimensional
Seja X um processo de Ito, descrito pela equagdo dX (t) = u(t, X (t)) dt+o(t, X (t)) dW (t),
e seja f uma funcdo tal que f : Ry x R — R seja uma funcao CY2. Entao para todo o
t>0

dft x () = 2 (téf ®) . 0f (téf

LEMA 2.2. Lema de Ito bidimensional
Sejam X (t) e Y(t) dois processos de Ito, descritos pelas equagoes dX () = u(t, X (t)) dt +
o(t, X (1) dW(t) edY (t) = p(t,Y(t))dt + o(t, Y (t)) dW(t), respetivamente, e seja f uma
fungao tal que f : Ry x R = R seja uma funcao CY2. Entdo para todo ot > 0

L OSLX (.Y W) | XY,
ot Ox
L OFEXW.Y0) 1, PFEX (.Y (D)
dy Ox?
L PIEX(0, () P11 X (1), Y (1)
0y? 0xdy
LEMA 2.3. Lema de Ito tridimensional
Sejam X(t), Y(t) e Z(t) dois processos de Ité, descritos pelas equagoes dX (t) = u(t, X (t)) dt+
o(t, X () dW(t), dY (t) = p(t, Y (t))dt + o(t, Y (t)) dW () e
dZ(t) = p(t, Z(t))dt + o(t, Z(t)) dW (t), respetivamente, e seja f uma fungdo tal que
f:Ry xR — R seja uma funcio CH2.

12/t X(1))

®) dX(t) + 5 92

dX, X)) (25)

df (t, X(t), Y (t))

d(X, X)(t)

d(Y,Y)(t) + d(X,Y)(t) (2.6)

Entao para todo ot > 0:

df(t’ X<t)= Y(t)7 Z(t)) =

Oft, X(t),Y(t),2(1) ,  0f(t, X(1),Y(t), Z(t)) of(t, X(1),Y(1), 2())

i dt + o= dX (1) + 3 Y (t)
n af(t, X(t)a,j(t)> Z(t))dZ(t) I P f(t, X(g;;/(t)a Z(t))d<X, X)(t)
i CLEXO 020Dy, vy LA TOZ0D g7, 7
D2f(t, X (), Y (), Z(t)) 0% f(t, X(t), Y(t), Z(t))
+ rn d(X,Y)(t) + 5207 d(X, Z)(t)
B2f(t, X (), Y (t), Z(1))
+ o A(Y, Z)(t) (2.7)

2.2. Distribuicao Normal

DEFINICAO 2.3. Uma varidvel aleatoria X seque uma distribuicao Normal univariada,

com média p e varidncia o > 0, se a sua funcao densidade de probabilidade for descrita

fw) = J%exp{-;(x;“)} (23)

como




para r € R

Denote-se X ~ N (p, 0?)

PROPOSICAO 2.2. Seja X uma varidvel aleatéria Normal, com média p e variancia

0%, X ~ N(u,0?), entio a fungio geradora de momentos de X é dada por

1
E(e)‘X> = exp {,u)\ + 5)\202} (2.9)
para A € R

PROPOSICAO 2.3. Sejam X e Y duas varidveis aleatdrias com distribui¢ao Normal,

com X ~ N(ux,0%) e Y ~ N(uy,o0%) . Entao
X —Y ~N(ux — py,0% + 03 —20xy) (2.10)

onde oxy representa a covariancia entre X eY
DEFINIGAO 2.4. O wvetor aleatério X = (X, ..., Xg), com X ~ N(u;,0%) para todo

1 <1i <k, seque uma distribuicao Normal multivariada de ordem k, com vetor média p

e a matriz das variancias e covarancias .:

o= [py e ]
€
2
011 012 ... O1k
2
021 039 ... O3
Y= ,

2

O-kl O-kQ “en O-k'k’

se a sua funcdo densidade de probabilidade for descrita como
1 1
flz :—exp{——AZx} 2.11
)= T SA%) 211)
onde
A*(x) = (x — p)'S "z — p)
Denote-se X* ~ N (u, %)

PROPOSICAO 2.4. Seja X uma varidvel aleatoria Normal multivariada de ordem k,
com vetor média pn e a matriz das varidncias e covarancias ¥, X* ~ N(u,X), entdo a

funcao geradora de momentos de X € dada por
/ 1
E(e’\ X) = exp {/\’,u + 5/\’2)\} (2.12)

para \ € R”



LEMA 2.4. Seja (X,Y) uma vetor aleatorio que seque uma distribuicdo Normal biva-
riada, (X,Y) ~ N?*(u, X)), com

o= [p1, o]
e
5 aix OXy = pPOX0y
Oyx = POxOy O'%/Y ’

com |p| <1 e oxy definido no Lema 2.4. do mesmo capitulo.

Entao, para qualquer a € R, vem

1 v —
EC [exp{X} ]Iy<a:| = exp {MX + 50_%(}@ (a fy pOXUY) (2.13)
< oy

DEMONSTRAGAO. A demonstracao pode ser consultada em Rodrigues, A. (2009). O

2.3. Outros resultados

DEFINIGAO 2.5. Um movimento Browniano (standard) (ou processo de Wiener) é um

processo estocdstico W (t), t > 0, com as sequintes propriedades:
1. W(0)=0
2. W(t) tem incrementos independentes:
W (ty) — W (t3) € independente de W (ty) — W (t1), 0 <t <ty <t3 <ty
3. W(t) -W(s) ~N(0,t—s), com0<s<t
4. W(t) tem trajetorias continuas

PROPOSICAO 2.5. Regra de Leibniz

d g(x) B dg(z) df (x) 9@) 9f(z, 5)
%(/ﬂz) f(x,s)ds) = f(z,g(z)) . — f(z, f(2)) - +/f 5 ds (2.14)

(=) v

Se g(x) = ¢ é uma constante e f(x) = x, a regra de Leibniz pode ser escrita da seguinte

forma:

PROPOSICAO 2.6. Caso particular da Regra de Leibniz

%(/jf(z,s)ds) — f(z.2) +/: aféx’5>ds (2.15)

T




PROPOSIGAO 2.7. Teorema de Fubini Seja f(x,y) wma func¢ao continua e integrdvel,
na regiao R, definida pora < x <bec<y<d, entao

[ s@vyaa- / b / " Ja.y) dyde = / d / " Fla,y) dady (2.16)

A partir da proposicao acima, podemos verificar que o integral duplo pode ser visto

como dois integrais iterados e que a ordem de integragao pode ser comutada.

PROPOSICAO 2.8. Teorema de Girsanov
Sejam P! e P? duas medidas de probabilidade definidas no espago de probabilidade (Q,F ).
Considerando que W' (t) € um movimento Browniano definido no espago de probabilidade
(Q,FP') e F; a filtragao gerada por esse movimento Browniano.

Caso A(t) seja um processo adaptado a o-dlgebra F e verifique a condi¢do de Novikov

Eplexp{ — %/OT A(t)zdt}

entdo existe uma medida de de probabilidade P? tal que:

< 00

1. P! ¢ P? sao medidas equivalentes
2. A derivada de radon-Nikodym de P? em relacio a P' é dada por

i eXp{ -/ AT () - L / TA<s>2ds}

3. Verifica-se a sequinte relacdo entre as medidas de probabilidade P* e P?

AW () = dWP' (t) + \(¢)dt (2.17)






CAP{TULO 3

Descricao do Modelo

3.1. Notacao, Definicoes e Pressupostos

A avaliagao das TIPS vai ser feita a partir do modelo HIM (Heath—Jarrow—Morton). Por
isso, o objetivo deste primeiro subcapitulo consiste, além de introduzir a notagao utilizada
ao longo do trabalho, em descrever alguns pressupostos necessarios para entender o modelo
que vai ser utilizado na valorizacao das TIPS .

Denote-se ty como a data de emissao da obrigacao TIPS, 0 como o momento atual e
T* como o horizonte temporal.

Relativamente aos pressupostos sobre o mercado, vamos assumir que o mercado nao
tem atrito, ou seja, que nao ha custos de transacao.

O espago de probabilidade usado vai ser o habitual (2, F P), onde Q representa o espago
amostral, F representa a o-algebra associada e P representa a medida de porbabilidade
fisica.

Considere-se também os movimentos Brownianos (WE(¢),WE(¢),WE(t)), com
to <0< T* e WE(0) = WE(0) = WF(0) = 0.

Assim, podemos definir o movimento Browniano a 3 dimensoes, com 0 < ¢t < T*,
como W (t) = (WE WP WE) ().

Relativamente aos 3 movimentos Brownianos acima, podemos definir a seguinte matriz

constante, simétrica e semi-definida positiva p como a matriz de correlacao:

1 Pnr  Pnl
Pnr 1 Pri
Pnl  Pri 1

Vamos agora introduzir a notacao utilizada ao longo do trabalho.
NOTACAO 3.1. Denote-se r como a taxa real e n como a taxa nominal.

NOTAGAO 3.2. Denote-se 1(t) como o indice de inflagio CPI-U (Consumer Price
Index for All Urban Consumers) no momento t, em unidades monetdrias por unidade
CPI-U.

Note-se que o indice é sempre calculado com um lag de 2 meses.
De seguida serao apresentados dois conceitos definidos a partir do indice inflagao 1(t).

DEFINIGAO 3.1. A taza de inflagio observada no periodo [t,T)| é obtida a partir dos
indices de inflagao associados aos momentost e T':
I(T) — 1(t)

TI(T) = = 0

(3.1)
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DEFINIGAO 3.2. O fator de ajustamento da inflagio no periodo [t,T| € definido dire-

tamente a partir da taza de inflagao observada no intervalo de tempo [t,T| como

I(T) _
T = 1+ TI(t,T) (3.2)

DEMONSTRAGAO. Sejat <ty <ty < .. <t o<t, 1 <T, vem

1+ TI(tT) = (1 + TI(t, 1)) (1 + TI(t1,ts)) .. (1 + TI(t,y, T))

(1 ML (M) () )

I(t1)

I(t) I(t1) I(tn-1)

_ ) Ite)  I(ta) I(T)
I(t) I(t1) "~ I(tn—2) I(tn1)

1+
t

O

Em relacao as duas proximas obrigacoes ¢ de se fazer notar que a sua data de venci-

mento sera T* ou antes, e considere-se 0 <t < T < T*.

NOTAGAO 3.3. Denote-se P,(t,T) como o preco, em unidades monetdrias, no mo-
mento t, de uma obrigagdo de cupdao-zero nominal (nominal zero-coupon bond), com matu-

ridade T, valor facial 1 e que garante o pagamento de 1 unidade monetdria no vencimento

T.

NOTAGAO 3.4. Denote-se P.t, T") como o prego, em unidades monetdrias, no momento
t, de uma obrigagdo de cupdo-zero real (real zero-coupon bond), com maturidade T, valor

facial 1 e que garante o pagamento de I(T)/I(t) unidades monetdrias no vencimento T.

Os autores consideraram a seguinte analogia: os precos nominais correspondem aos
precos domésticos e os precos reais correspondes aos precos estrangeiros; deste modo, o
indice de inflagdo corresponde a taxa de cambio entre as "moedas”nominal e real.

Vamos proceder com as seguintes definigoes.

DEFINICAO 3.3. A tazxa forward instantinea no momento t, para o momento T, de-

notada por fr(t,T), é dada por:

folt, T) = —3109(81;@(75, 7))

E daqui vem que, o factor de desconto a aplicar no intervalo [t,T], € igual a:

(3.3)

T
Py(t,T) = exp{ —/ fr(t,s) ds} (3.4)
t
para k € {rmn} e 0 <t <T <T*

DEFINICAO 3.4. A taza spot instantanea no momento t pode ser escrita como uma

taza forward:

T’k(t) = fk(t7 t) (3~5)
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para k € {rm} e 0 <t <T <T*

DEFINICAO 3.5. Define-se o valor da money market account ou savings account como:

By(t) = exp{ /t ' r1o(5) ds} (3.6)

Considerando que 1y (.) € um processo estocdstico quase-sempre integrdvel e k € {r,n},

pode ser escrito também de forma equivalente:

B0 1 (3.7)

{dBk(t) = r(t) By (t)dt

E de notar que, além da auséncia de custos de transacao e de restricoes nas negociagoes,

se considera que nao ha diferenca entre as taxas de cupao e os ganhos de capital. No

entanto, alguns trabalhos como o de Elton, Gruber, Agrawal, e Mann (2001), concluiram

que a diferenca referida anteriormente pode ter impacto nas taxas das obrigacoes e tal
podera ser estudado em trabalhos futuros.

De forma a assegurar que o modelo ¢é livre de arbitragens, temos que garantir que nao

existem oportunidades de arbitragem no mercado financeiro. Para isso, vamos comecar

por introduzir as seguintes defini¢oes:

NOTAGAO 3.5. Denote-se por P¥(t,T) o fator de desconto real monetarizado a in-
flacao, sem ajustamento da sua data de emissio e com maturidade em T, sendo dado
por:

P(t,T)=I(t)P.(t,T) (3.8)

NOTAGAO 3.6. Denote-se por Bi(t,T) o valor da money market account tendo em

conta a inflacao, sendo dado por:

B:(t) = I(t)B,(t) (3.9)

3.2. Estrutura temporal das taxas forward (e dos respetivos fatores de

desconto) e do indice de inflacao

A partir da abordagem de Jarrow & Yildirim (2003), vamos comegar por assumir que
a dinamica temporal das taxas de juro forward nominais e reais com maturidade no
momento 7' é descrita pelo modelo Vasisek (1977). Importa salientar, que os mesmos
autores consideram que as taxas forward real e nominal sao normalmente distribuidas e

que o indice de inflagao segue um movimento Browniano geométrico.

DEFINIGAO 3.6. A taza forward instantanea nominal, denotada por f,(t,T), com

maturidade em T, seque o sequinte processo estocdstico:

df(t,T) =, (t, T)dt — o, (t, T) dWE(t) (3.10)
13



DEFINIGAO 3.7. A taza forward instantanea real, denotada por f.(t,T), com maturi-

dade em T, seque o sequinte processo estocdstico:

df.(t,T) = o, (t, T) dt — o,(t, T) dWE (t) (3.11)

Note-se que ax(t,T) é um valor aleatério e oy(¢t,T) é uma funcao deterministica do
tempo, com k € {r,n} et <s<T.

O facto da funcao volatilidade ser uma funcao deterministica do tempo implica que a
estrutura temporal da taxa de juro nominal, bem como da taxa de juro real, sigam uma
distribuicdo Gaussiana. Trabalhos como o de Musiele e Ratkowski (1997) mostram que
este pressuposto é bastante significativo uma vez que simplica o processo computacional.

Ainda de acordo com a abordagem de JéY, é possivel definir a dinamica do indice de

inflacao da seguinte forma:

DEFINIGAO 3.8. O indice de inflagao seque o sequinte processo estocdstico:
dI(t) = pur(t)I(t) dt + o (t)I(t) dW; (t) (3.12)

Note-se que py(t) é um valor aleatério e o(t) é uma funcao deterministica do tempo,
comke€{rntet<s<T.

Definidas as dinamicas das taxas de juro forward nominal e real, vamos agora demons-
trar uma Proposicao, que serd importante em resultados futuros.

Antes de comecar a descricao do modelo sob a medida de risco neutro, é fundamental
obter a dinamica do processo dos pregos de uma obrigacao de cupao-zero nominal/real

sob a medida fisica. Tal processo é descrito pela proposicao abaixo:

PROPOSICAO 3.1.
1

com

Ap(t,T) = —/ ag(t,s)ds e Sp(t,T) = / ox(t, s)ds

DEMONSTRAGAO. A demonstragao pode ser consultada em Rodrigues, A. (2009),(Lemma

2.1.5, Chapter 2), mas é agora resumida para conveniéncia do leitor.

Pu(t,T) = exp {—/tT Folts ) ds}

Yt:—/Tfk(t,s)ds

Na equagcao (3.4)
defina-se

Entdo Py(t,T) = e¥*+®

Aplicando o Lema de Ité unidimensional (Lema 2.1 do Capitulo 2), temos
1
dP(t,T) = Pi(t, T)dYe(t) + 5 P(t, T)Yi(t)”
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Desenvolvendo dYx(t),

V(1) :d(—/tTfk(t, s) ds) = —d(/tTfk(t,s) ds)

Assumindo que f; continua e integravel, aplique-se o Caso Particular da Regra de Leibniz
dado pela Proposicao 2.5. do Capitulo 2,

AYe(t) = —fu(t, TV + fult, T)dt — / %da‘
T T
=t D)t — / %ds:rk(t)dt— / dfi(t, 5) ds

= rp(t)dt — / [k (t, 5)dt — ok (t, s)dW, ()] ds

Uma vez que as fungoes «,(t,T) e o(t,T) sao fungdes bem-comportadas, aplique-se o

Teorema de Fubini (Proposi¢ao 2.7., Capitulo 2),

dYi(t) = rp(t)dt — (/tT a(t, s) ds) dt — (/tT o(t, s) ds) dW; (t)

Substituindo dYj(t) em dPy(t,T),

AP(1,T) = Po(1,T) [rk(t,ﬂ - < /t " onlt. ) ds) dt — ( /t " onlt.s) ds> dWE(t)}

2

+ %(/tTak(t, s) ds) dt

= P.(t,T) [rk(t) + A(t,T) + %(Sk(t, T)Z} dt + Sy (t, T)Py(t, T)dW} (1)

com Ag(.) e Sk(.) definidos na Proposigao. O

3.3. Estrutura temporal das taxas forward (e respetivos fatores de desconto)

e do indice de inflacao sob a medida de risco neutro

Com o propésito de provar a livre arbitragem do modelo, vamos comecar por especificar
os pregos Py,(.), BX(t,T) e P*(t,T) em relagao a money market account. Posteriormente,
vamos verificar quais as condigoes necessarias para que estes precos sejam QQ -martingalas,

o que corroborard a auséncia de oportunidades de arbitragem no modelo.

DEFINIGAO 3.9. Os trés processos P,(.,T), Bf(.,T) e P*(.,T) descrevem um mercado
completo e livre de arbitragem se existir uma medida de probabilidade equivalente a medida

de probabilidade P, Q, cujo numerdrio € a money market account nominal, tal que

Z.t.7) = L g&? (3.14)
Jy = BGD) 108,00 -
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Z,(t,T) = J;i EEZTF; ! (gj’;gw (3.16)

sejam Q-martingalas.

DEFINIGAO 3.10. Dados os movimentos Brownianos (W, (.),W,.(.),W;(.)), Q é uma
medida de probabilidade equivalente a P, se pelo Teorema de Girsanov, existem prémios
de risco de mercado (A, (t),\(t),Ar(t) : t €[0,T]), tal que:

wew = wio - [ Ae(s) ds

— dW2(t) =dWE({t) — () dt , ke {rn,1},0<s<t

PROPOSIGAO 3.2. Os sequintes processos Z,(.,T), Zi(.) e Z.(.,T) sao Q-martingalas

se e so se verificarem as sequintes condicoes:

a,(t,T) = 0,(t,T) (/T on(t,s)ds + /\n(t)) (3.17)
a,(t,T) = o,(t,T) (/T on(t,s)ds+or(t)prr + Ar(t)) (3.18)
pr(t) = ra(t) = re(t) — or(H)As(t) (3.19)

DEMONSTRAGAO. (i) Aplicando o Lema de It6 bidimensional (Capitulo 2, Lema 2.2.)

P, (t,T
a Z,(t,T) = S,

P, (t, T) dP, (t, T) P, (t, T)
(Bna) ): B0 Ba(rp o

Substituindo P, (t,T")) pela expressao (3.13) (k=n) e dB,(t) pela expressao (3.7) (k=n),

vem

d(P Zz(,j{g)) _5 Z;f{g) (An(t,T) + %Sn(t,T)Q) dt + PZSE g (e, 7 aWE (1

Aplicando agora o Teorema de Girsanov dado pela (Capitulo 2, Proposigao 2.8.), temos

; (Pn(t,T)) _ h(tT) ( AL T) + %Sn@,yvy) at + 8D g 1yt de + dWR(1))

B, (1) B, (1) Bu(t)
_ b ;éfét? (An(t, T) + %Sn(t, T)? + A\ (1) Salt, T)) dt + Pg(jg g Lsu(t,7) AW, (t)
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Pu(t,T) . . . .
Para que g( ( t)) seja uma Q martingala a seguinte condicao tem que se verificar:
n

An(t,T) + %Sn(t, T)? + M\ ()Sn(t, T) =0
= —/t ay(t, s) ds—i—%(/t on(t,s) ds) —l—)\n(t)/t o(t,s)ds =0

Derive-se ambos o membros em ordem a 7"

%(—/jan(t,s)ds) —|—%%(/Tan(t,s)ds)Q+)\n(t)%</tTan(t,s)ds> — 0

— —an(t,T)—i—/tTan(t, ) ds%(/tTan(t,s) ds> ot T) = 0

= —a,(t,T) + / ' Ga(t,s) ds o, (t, T) + Aa(t) o (t,T) = 0

T
= a,(t,T) = O'n(t,T)</ on(t,s)ds + )\n(t))
¢
(i) Aplicando o Lema de It6 Tridimensional (Capitulo 2, Lema 2.2.) a Z;(t) = {02(LT)

Bn(t)
d<1(t)P,,(t,T)) _ P.(t,T) aI(t) + I(t I(t)P.(t,T)

( i dP,(t,T) —

dB,(t)

B(t) B(t) Bu(l) EROE
P (t,T) 1)
~Br dI(t) dBn(t) + B0 dI(t)dP,(t,T) — B dP,(t,T) dBo(t)

Substituindo dB,(t), dI(t) e dP.(t,T), respetivamente, pelas expressoes (3.7) (k=n),
(3.12) e (3.13) (k=n) :

I P(LT)\

("5 ) =
L éj(g) [m(t)l(t)dtJraI £ dWE (L } fT [ £+ At T)
+%Sr(t,T) dt + S, (t,T) dW?F (¢ )} tB (t§ T> r(t)By(t) dt

L (I PA(, T)S, (£, T) dWP (£) dWF (1)

= ’ pr(t) +r(t) + A (8, T) + %Sr(t, T)* —r,(t) + o1(t)S,(t,T)pr | dt

P.(t,T)I(t)
TR

S (t,T) dW, (t)
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Aplicando agora o Teorema de Girsanov dado pela Proposicao 2.8. do Capitulo 2, temos

d(l (tg:"((f)’ T)) _ L (;j(z; (t) {m(t) rt) + AL T) 3 S(TY — 11

+ 0x(0S, 01 + O + 5. TIN 1)

R T)I()

£)dWw2 + (¢, T) dW2
Bn(t) |:O-I( ) I S ( ) ) T:|
1(t)Pr(t,T)

B ) seja uma QQ martingala a seguinte condicao tem que se verificar:
n

Para que

pr(t) +r.(t) + A(t, T) + %Sr(t, T —ra(t) + or(t)S:(t)prr + or(E)A1(t) + S.(t, TN (t) = 0
= ,u[(t)—i-m(t)—/t a,(t, s) ds—l—%(/t o(t, s) ds) — (%)

+ (O®) + o1(8)por) /t 0o (t,5) ds + o1 (DA (E) = 0

Derive-se ambos os membros em ordem a 7"
2

A (st +n = [ atesras + 3( [ onttsris) o

+ (A (t) + or(t)prr) /t o.(t,s)ds + O'](t))\[(t)) =0
— —a.(t,T)+ /T or(t,s)dso.(t,T) + (A\(t) + or(t)prr)o-(t,T) =0

= a,(t,T) =0, (t,T) ( /t ' o, (t,5) ds + o7(t)por + /\T(t)>

(iii) Z,(t, T) = 1B hode ser escrito como

Bn(t)
I(t)B.(t) () exp{f(;t re(s)ds} o tr (81 ds
B.(t) exp{fot rn(s)ds} =B exp {/0 P Tals)d }

Aplique-se agora o Lema de Ito dado pelo Lema 2.1. do Capitulo 2 a expressao obtida

anteriormente:
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Substituindo dI(t) pela expressao (3.12),

d(](t) exp { /0 t ro(s) — r(s) ds})

= (r,(t) = ra(1))

Aplicando agora o Teorema de Girsanov dado pela Proposicao 2.8. do Capitulo 2, temos

d(l(t) exp { / 1 (5) = o) d}) _ ﬁ;gl(w [mt) )+ pa0) + Mt)af(t)] i
B.()I(1)
B(t)

+ or(t) dW2(t)

1(t)Br(t,T)

Para que tgn 0 seja uma QQ martingala a seguinte condicao tem que se verificar:

() —rp(t) + pr(t) + Ar(t)or(t) =0 = pr(t) = ru(t) —r(t) — Ar(t)or(t)

0

O modelo HJM considera que a volatilidade das taxas de juro varia ao longo do
tempo, como podemos ver nas restrigdes (3.17) e (3.18). Estas expressoes correspondem,
respetivamento ao drift do processo estocastico da taxa forward nominal e ao da taxa real,
que ¢ influenciado pela inflagdo. Por fim, a expressao (3.19) define a equagao de Fisher,
segundo o modelo HJM, relacionando as taxas de juro nominal e real e a inflagao esperada.
O fator A;(t) é o prémio de risco da inflacdo por unidade de volatilidade, considerando
que os processos sao estocasticos, que a taxa de juro nao é risk free e que o mercado
permite a existéncia de inflagao.

Finalmente, é possivel agora especificar os processos descritos anteriormente, segundo
a medida de probabilidade de risco neutro Q.

PROPOSIGAO 3.3. Os processos f,(.), f-(.) e I(t), sob a medida de risco neutro Q
verificam as sequintes equacoes estocdsticas, respetivamente:

At T) = on(t,T) ( / "ot s) ds) dt — o (t,T) AW (2) (3.20)

(. T) = on(1,T) [ /t U ot 5)ds + pﬂaf(t)} dt — o, (t, T) dW2(t) (3.21)
dI(#)

T - [ (t) = r,(8)] dt + oy (¢, T) dAWR(t) (3.22)
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DEMONSTRAGAO. As equagoes surgem diretamente das equagoes (3.10), (3.11) e (3.12),
do subcapitulo 3.2., através da sua combinagao com o Teorema de Girsanov (Capitulo 2,

Proposigao 2.8) e a Proposicao 3.2. do presente capitulo, O

PROPOSIGAO 3.4. Os processos Py,(.) e P,(.), sob a medida de risco neutro Q verificam

as sequintes equagoes estocdsticas, respetivamente:

% = rp(t) dt+/t on(t, s)ds dW2(t) (3.23)
_dg ((:1?)) - {rr(t)—pﬂaz(t) /t m(ts)ds} dt + /t on(t,s)dsdW2(t)  (3.24)

DEMONSTRACAO. A demonstracao da proposicao 3.4. pode ser consultada em Rodri-
gues, A. (2009) (Chapter 32, Proposition 2.1.14.). O

A partir da equagao estocastica que descreve o preco de uma obrigacao de cupao-
zero real, na medida Q, é possivel especificar o processo estocéastico referente ao fator de

desconto real monetarizado a inflagdo, P*(.,T)).

PROPOSICAO 3.5. O processo P*(.,T), sob a medida de risco neutro Q, seque a se-

T

guinte equagao estocdstica

dP*(t,T)

PLT) ra(t) + or(t) AW (1) + < /t o, (t, ) ds) AW2(t) (3.25)

DEMONSTRAGAO. Aplicando o Lema de It6 a P’(¢t,7T), dado pela expressao (3.8),

vem
d(P:(t,T)) = P.(t,T)dI(t) + I(t)dP.(t,T) + dI(t)dP.(t,T)
Substituindo dI(t) e dP,(t,T') pelas equagoes (3.12) e (3.13) (k=n), respetivamente,

dP!(t,T)) = P,(t, T)I(t)([ra(t) — ro(t)] dt + or(t,T) AW (1))
+ I(t)P.(t, T)( [r,,(t) — peroa(t) /t ' o, (t, 5) ds] dt + /t ' o (t, s) ds AW2(t))
+ I(t)P.(t,T) + o;(t) ( /t ' o.(t,s) ds) dW2(t) dWQ(t)

e = (a0 = 10) 4 l0) = paete) | St s)ds 4 puaen(t) [ ol is)
+ oy (t) dWR(t) + /t ' o (t,s)ds dAWO(t)

=1, (t) + or(t) dW2(t) + (/tT o.(t, s) ds) dW2(t)
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CAP{TULO 4

Obrigacoes TIPS

As obrigacoes indexadas a inflacdo tém vindo a tornar-se cada vez mais populares uma
vez que oferecem protecao contra a inflacao. O mercado deste tipo de obrigacoes tem
vindo a crescer, especialmente com as obrigagoes TIPS.

Uma obrigagao indexada a inflacao Treasury Inflation Protected Securities, TIPS de
forma abreviada, é definida da mesma forma que uma obrigacao convencional, exceptuando-
se a taxa de cupao associada a cada periodo. Neste tipo de obrigacoes, cada cupao é obtido
multiplicando-se o valor nominal pela taxa de cupao, tal como nas obrigacoes convenci-
onais, sendo este valor ainda ajustado a taxa de inflacao, e dai, se chamar “cupao real”
(real coupon) aos cupoes associados as obrigacoes indexadas a inflagao.

O mercado deste tipo de obrigacoes cresceu rapidamente em alguns mercados gover-
namentais de obrigagdes como é o caso dos Estado Unidos da América (E.U.A.), denomi-
nados de forma abreviada com a notacao americana U.S. (United States), doravante, com
as obrigacoes TIPS. Apesar do réapido crescimento do mercado das obrigagoes indexadas
a inflacao, este é ainda relativamente pequeno e tem um problema: falta de liquidez. De
modo a contrariar a sua iliquidez, o governo U.S. tem aumentado a emissao deste tipo de
obrigagoes

As obrigacoes TIPS mais comuns tém maturidades de 5, 10 e 30 anos.

4.1. Notacao, Definicoes e Pressupostos

Vamos comegar por introduzir a notagao que sera utilizada na valorizagao das obrigacoes

TIPS.

NOTAGAO 4.1. Denote-se I(tg) como o indice de inflagao de referéncia, isto €, o indice

de inflacao observado na data de emissao da obrigagcao TIPS.

NOTAGAO 4.2. Denote-se F' como o valor nominal da obrigacao TIPS, que representa
o valor original pela qual a obrigacao foi emitida e o qual serd pago pelo emissor (issuer)

ao comprador (holder) da mesma.

NOTAGAO 4.3. Para cada t;, 1 =0,..,n, comtg < t; <ty <t, 1 <t,=T, denote-se

como ¢; o valor do cupdo pago, ao comprador da obrigacao TIPS, no momento t;.

Numa primeira abordagem, vamos omitir a possibilidade de ocorréncia de deflacao no
periodo temporal que decorre entre a data de emissao da obrigacao TIPS e a sua data
de vencimento. Na seguinte definicao sao apresentados os cash flows recebidos durante a
vida de uma obrigacao TIPS, pelo seu comprador, considerando esta primeira abordagem.
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DEFINICAO 4.1. Sejaty <0<t <ty < .. <ty_1 <ty.

Uma obrigagao com cupoes TIPS, emitida no momento ty e com maturidade ty, com
pagamento de cupoes ¢; (sem ajustamento da inflagdo), em cada momento t;, e valor no-
minal F', é um contrato que garante ao seu comprador (holder) os sequintes cash flows,

em cada momento t; (i=1,...,n-1):

(i)

" I(t:)
I(to)
e na maturidade ty,
(it)
I(to)

Na segunda abordagem, vamos considerar a possibilidade de ocorrer uma diminuicao
do indice de precos no periodo de vida da obrigacao TIPS, ou seja, vai ser tido em conta
o risco de deflagao. Neste caso em cada momento t;, o comprador receber o cash flow
dado por (i) da Defini¢ao 4.1. E na maturidade ¢, o valor recebido é definido da seguinte

forma:

DEFINICAO 4.2.

I(tn) I(tn)
CNW +max{F,FI(t0) }

4.2. Pricing das obrigacoes TIPS

Na presente sec¢ao serao apresentadas formulas fechadas para o calculo do fair value de
uma obrigacao TIPS, nao tendo em conta o risco de deflagao e de seguida, considerando
a possibilidade de uma diminuicao do indice precos.

Vamos comecar por definir o prego de uma obrigacao com cupodes TIPS, omitindo a

possibilidade de existir deflagao na maturidade da obrigacao.

DEFINIGAO 4.3. O preco de uma obriga¢ao com cupoes (coupon-bearing bond) TIPS,
em unidades monetarias, com pagamento de cupoes no valor de c;, unidades monetdrias,
em cada momento t;, com valor nominal F, unidades monetdrias e maturidade no mo-
mento ty, emitida no momento ty, no momento t, com to <t <T, é dado por:

N
TIPS(t) = El Ci%ﬂ(t, ti) + F%Pr(t, tn) (4.1)

E de notar que para além dos ajustes feitos em cada momento t;, 0 < t; < tx, que se
refletem em P, (t,t;), é necessario ajustar os cash flows da obrigacao em relacao a inflagao
incorrida entre a data de emissao, tg, e a data de avaliacao, t, através da sua multiplicacao
pelo quociente I(t)/I(to) (inflagdo no periodo [to, t]).

De seguida ¢ feita a formalizacao do preco de uma obrigacao TIPS, considerando
também o cendrio do indice de inflacao diminuir. Por isso, uma obrigagao com cupoes
TIPS também protege contra a deflacao.

22



PROPOSIGAO 4.1. O prego de uma obrigag¢ao com cupoes (coupon-bearing bond) TIPS*,
em unidades monetdrias, com pagamento de cupoes no valor de c;, unidades monetdrias,
em cada momento t;, com valor nominal F,unidades monetdrias e maturidade no mo-
mento ty, emitida no momento ty, no momento 0, € dado por:

TIPS*(t) = g ciﬂPr(t t;) + ul ——pe(L(t); I(to);tN) (4.2)

=t I(t) I(to)
sendo py(1(t); I(to);tn) o valor, no momento t, de uma put option europeia standard sobre
o indice de inflagao, com preco de exercicio (strike price) I1(ty) e vencimento no momento

tn.

DEMONSTRAGAO. A Proposigao 4.1. é demonstrada em Rodrigues, A. (2009) (Chap-
ter 2, proposition 2.2.3.),no entanto, agora é resumido para facilitar a leitura. O valor
do cash flow que o comprador (holder) da obrigacao com cupoes TIPS recebe em cada
momento t;(i=1,...,N-1), no momento t, com ¢ < ¢;, assumindo que o risco é neutral, é

dado por:

o { = [ oot

:E@[exp{/ot n(s)ds—/OtiTn(S)dS}Ciﬁ((Z))

of Bu®) | 1(t:)
By (t:) " 1(to)

7| =&

7

C; Q Bn<t) ' . _ C; Q ](tz)Pr<tZ7tz)
T By Rt 0|7 = e o T
_ G I(t) 1@ I(t;)P,(ti,t:) .
= o) (1) BB (L) Ci[<t0) P.(t,t;), dado que Bt ¢ uma Q-martingala,

De forma anéloga, o cash flow pago na maturidade ¢y da obrigacao com cupoes TIPS, no

momento ¢, é dado por:

& [eXp { -/ et ds} ("N i(éN)) y Fi(éf)) ! m{F Fi(éf; }) d }

B o B G

|
—eefen |~ [ nas} (v e [(f >ptN<f< W 1) ) )
B, (

;

_ CN + F]E |:B: (tN,tN):|
FE [ o{ - [ s >ds}ptN<I<tN>; It )|
B cN —i— F ) (t tN) F
I(t r T,
= (c N+F) 1(to) Po(t,ty) + I<t0)pt(l(t),](t0),tN)
Combinando as expressoes anteriores obtemos o resultado da Proposicao. [l

23



Antes de concluir esta Secgao, é necessario ter em consideracao que a data de aquisi¢ao
de uma obrigacao TIPS nem sempre corresponde a primeira ou outra data de pagamento
de cupao, e nesse caso sera necessario o calculo dos accrued interests.

O que nos leva a apresentar a seguinte férmula, que calcula a compensagao que os
compradores da obrigacdo (bondholders) recebem pelo periodo de tempo que detém a
obrigagao e nao recebem qualquer pagamento de cupoes. Por conseguinte, a seguinte
formula calcula os accrued interest ajustados a inflagao associados as obrigagoes TIPS,
que sao obtidos multiplicando os accrued interests pelo quociente entre o indice de inflagao

no momento de avaliagao e o indice de inflagao observado na data de emissao da obrigacao.

DEFINIGAO 4.4. Considere-se a obriga¢io com cupoes (coupon-bearing bond) TIPS*

e as suas caracteristicas definidas na proposi¢ao anterior, Proposicao 4.1..

Para ty < t, <t <t, <t,, owvalor dos accrued interest da obriga¢ao com cupoes
(coupon-bearing bond) TIPS* no momento t, Al(t), é definido como:

I(t) 7(t, t,)
@ T(to) 7(tp, 1)

onde ¢, corresponde ao proxzimo cupao (next coupon), t, € a data do dltimo cupdo (last

AI(t) =

coupon date) e t, € a data do proximo cupao (next coupon date).

Finalmente, de seguida é apresentada uma férmula fechada para o preco de uma put

option europeia standard.

LEMA 4.1. O wvalor de uma put europeia standard sobre o indice de inflagao, com um

preco de exercicio K > 0 e maturidade T, no momento t, com 0 <t < T, é dado por:

pI(t); K;T) =K Py(t, T)®(—h(t, T; T,T) + n(t, T; T, T)) — I(t)P(t, T)®(—h(t, T; T, T))

(4.3)
onde n2(t,T):/T(S (s, T))2d3—|—/tT((Sr(s,T))st—l—/tT(aj(s))2ds
o / U 5 (5. T)Su(5.T) ds — 2 /t C (5. T)os(s) ds
+ 2 / (s, T)ors(s) ds (4.4)
—log( };éﬁ?) + Lo, T)?
e WILT) = o

DEMONSTRAGAO. A demonstragdo do Lema 4.2. é dada por Rodrigues, A. (2009)
(Chapter 3, lemma 3.1.4.), mas é agora resumida para conveniéncia do leitor.
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O valor de uma put option europeia standard no momento t é dado por
pe(L(t); K;T) =

89 exp{ = [ rats)ds a1 161 7]

4
| g
B (1)

—EQ|== )1 I
5,(T) 7 [Bnm (Dl
Usando a equagao (6) do Corolario 2.1.18 do Capitulo 2 (Seccao 2.1) de (Rodrigues A.,

2009); considerando n?(t,T) = n?(t,T; T;T) pelo Lema 3.1.4 e v(t,T) = (¢, T; T;T) pelo
Lema 3.1.2; e sabendo que P,.(T,T) = 1, vem

K<}

I(T) = { / S, / (5, T) AW, (s) + /tTaIdW](s)
_%/f{ (Sn(5,T))? + (S0 (5, T)) + 20,150 (s, T)os (s )+(az(s))2] ds}
- I(szf;;ﬁ) exp{ —/tTSn(s,T) de(S)+/tTSr(37T) AW, (s)

1 T

—i—/tTaI(S) dWI(s)—5[/tT((Sn(s,T))2—2(Sn(s,T))2)d8+/t (S-(s,T))?) ds
+/T( 1(s))* ds — /tTS (5,T)Si(s, T)ds+2pm/tTSn(s,T>5r(s7T>dS
—sz/ So(s, T)or(s) ds —1—2,01/ So(s,T)or(s) ds +2p1/Tsr(s,T)al(s)dsH

:f(P(tT>) { /SsT)dW /SST)dW()
—l—/tTU (s)dWi(s) — ;[/tT(Sn(S,T)) dS‘f‘/tT((Sr(s,T)) d5+/tT(UI(S))2dS

T T

2o [ STV s 2 [ SulsThor(s)ds 420 [ i Thon(s) |
4 Uf S,(5, T)Su(5, ) ds — pry /tT S, (5, T)S, (5, T) ds — pos /tT S, (s, T)or(s) ds]}

- [(Qn];;f’;:)T) exp{— /t Su(s,T) dWy(s) + /t Sy (s, T) dW,(s) + /t or(s) dWi(s)

1
— 57)2(75, T) +~(t, T)},usando o valor das expressoes n°(t,T) e ~(t,T)
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E temos que I(T) < K se e s6 se:
(1,

L) B¢, T)
Bu(t,T)

+ [ o) dwits) = e ) 42| < K

exp { - /t U 56 T) W (s) + /t U5, (s.T) AW (s)

= / (s, T) dW(s) + /tTST(s,T)dWT(s)+/tTaI(s)dWI(s)

HORODY 1

— T

S T) (1 T) < zog(

Vamos calcular cada um dos valores esperados condicionais separadamente:
(i) Usando a equacao (1) do Corolario 2.1.18 do Capitulo 2 presente em (Rodrigues
A., 2009), temos

P.(T.T) = P,(t T)%;(g))emp{ - %/ﬂsﬂ(s ) ds+/th (5, T) diV,( )}
i =re e -5 [ (Su(s. 7)) ds + / LS T) W )}
Consequentemente,
= gyt

_E® {Pn(t,T)exp{ - %/tT(Sn(s,T))zds + /tT Su(s,T) de(s)}K

I

;

— [ Sn(s, T) dWn(s) + [ Sr(s,T) dWy(s) + [;7 o1(s) AWy (s)
< —tog( K9P ) + L) = 2(0,7)

_ KPn(t,T)ea:p{ - %/tT(Sn(s,T))zds}

T
Q
E {/t Su(s,T) de(S)}H T (5, T) dWi(3) + [ (5, T) dWn(s) + [T o1(s) Wi (s)
< ,log(’;j}i*(if%)) + 302t T) —~(t,T)

7|

(4.5)
O vetor aleatério
S5 Su(s,T) dW,(s), — [ Su(s, T) dWi(s)+ [ S (s, T) dW,(s)+ [ or(s dWI())éin-

dependete da U-albegra F; e segue uma distribuicao Normal bivariada com o vetor média

it € a matriz de covariancias >

021 O3

2
=i ps) eT= [an Uf]
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Q
I
Q
I
=
]
Y
\
N
=3
IS
<
~_
Y
|
;L\
N
%
)
=
QL
=
S
+
\
1%
)
=
IS
=
=

T T T

= / (S,.(s,T))*ds + pm«/ Sn(s,T)S,(s,T)ds + pnf/ Sn(s,T)oy(s)ds
¢ ¢ ¢

= —v(t,T),de acordo com (Rodrigues A, 2009)

27



A partir do Lema 1.2.12 (Capitulo 1, Secgao 1.2) em (Rodrigues A., 2009) vem

7

Q
E {QXP{/ (5,7)dW,(s )}H{ — [ S5, T)dWa(s) + [, Sr(s,T) dWr(s) + [/ o1(s) dWr(s) }

< log(if(“P}EtTT))) + 1n2(6,7) —4(t,T)

. (w)
1 /7T OI\ KP.(t.T)
—exp{§/ (Sn(S,T))st}CI)(
t

n(t,T)

Sustituindo o valor esperado obtido na expressao (4.5), vem

KP,(t,T) exp{ - %/tT(Sn(t,T))st}

exp {%/tT(Sn(s,T))st}cp(log( LQ%)) + %U(t,T)Q)

n(t,T)

+37(t, T)Q)

= KP,(t, T)®(—h(t,T) + n(t,T))

(ii) A demonstracao do 2° termo da put option europeia standard é similiar & anterior.
Usado equagao (4) do Coroldrio 2.1.18 do Capitulo 2 de (Rodrigues A., 2009), temos

I(T)P.(T,T) =I(t)P.(t,T) IZ’T;((Z) exp { /t Sy(s,T)dW,(s) + /t or(s)dWi(s)
1

-5 /tT [(ST(S,T))2 + 20,15, (8, T)o1(s) + (01(5))2} ds}

— 5:((%1@) — ()Pt T) exp{ /t LS5 T) AW (5) + /t " r(s) AW (s)
_ % /t ! [(ST(S,T))Q + 20015, (s, T)o1(s) + (a,(s)ﬂ ds}
Consequentemente,
]E@[ 5:((?)1@)]1{1 y<x HF ] = [I(t)Pr(t,T) exp{ /t ' S,(s,T)dW,(s)

+ /t : or(s)dW;(s) — % /t ' [(ST(S,T))2 +2p:18,(s, T)or(s) + (01(8))2} ds}

I

KP,(t,T)

— [T Sn(s,T) dWn(s) + [;" Sr(s,T) dWy(s) + [," o1(s) dWy (s ‘}—t}
< —tog (HOEER ) + (0. T) — 20, T)

~1or @ Den] - ' (S5 TV + 20015, D)o + (o1(5)] s |

EC {exp { /tT S,(s,T)dW,(s) + /tT or(s) dWI(s)}

Lo S 8n(s,T) dWn(s) + [;F Sr(s,T) dWy(s) + [;" o1(s) dWr(s)
< —log<’§§;ir(§ff))) + 52 (6, T) = ~(t,T)

Ft] (4.6)
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O vetor aleatério <LT S.(s,T)dW,(s) + j;T or(s)dWi(s),

—ftT Sn(s,T) de(S)—i-ftT Sy(s,T) dWr(s)—i-ftT or(s) dW;(s)) é independete da o-albegra
Fi e segue uma distribuicao Normal bivariada com o vetor média p e a matriz de co-
variancias X
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. /T S0 (5, T)S(s,T) ds — pus /tTSn(s,T)aI(s) ds+/tT(Sr(s,T))2ds
o | Tsr (s Thorts)ds + [ orte s +pr [ 5,06, T)on(s)ds
:/t (S,(s,T)) ds—i—/tT(a[(s))st—pnr/tTSn(s,T)Sr(S,T)dS
o [ S o) s+ 200 [ 16 Do) s

:/tT(Sn(s,T))zds—Ir/tT((ST(s,T))2ds+/tT(01(s))2ds
2 [ SIS T 2 [ S Thon(s)ds

t

+ 2 /tT S,(s, T)os(s) ds) — (/tT S, (5, T) S (s, T) ds
e [ Sl TS ) = s [ 5. T )

=n(t,T)* —~(t,T) (4.7)

A partir do Lema 1.2.12 (Capitulo 1, Seccao 1.2) em (Rodrigues A., 2009),e da expressao

(4.7), o valor esperado da expressao (4.6), pode ser escrito como:

v {5 [ 186570+ 200815 Do) + (o)) s

~log(M4EET) + 30t TV =26 T) = (0t T = (0.
o I T)

~en{; / (505, 7)) + 200505, T)on(s) + (02(5) s

(e

= eXp {% /t [(ST’(S’ T))2 + 2prlsr<s7 T)UI(S) + (01(3))2] ds}q)(_h(tv T))

Sustituindo o valor esperado obtido na expressao (4.6), vem

1P T)ew { =5 [ TS TP + 200085 Thon(s) + (o) ds |

exp {% / (S0 (5, ) + 20015, (5, T)or1 () + (04(s))?) ds}<1><—h<t7 T)
=I(t)P.(t, T)®(—h(t,T))

Combinando as duas expressoes obtidas chegamos ao resultado pretendido. 0
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CAPIiTULO 5
Swaps de inflacao

O mercado dos titulos associados a inflacao tem vindo a crescer como € o caso dos swaps de
inflacao. O mercado para os swaps de inflacao ainda nao esta completamente consistente,
estando ainda em desenvolvimento.

Apesar das obrigacoes indexadas a inflacdo (obrigagoes TIPS) oferecerem protecao
contra a inflacao aos seus titulares, estes podem nao conseguir obter o montante que
desejam a partir deste tipo de obrigacao, devido a divergéncia entre as preferéncias indi-
viduais dos investidores.

Uma solucao para compensar o emissor da diferenca entre o montante desejado e o
montante recebido é a venda de uma obrigacao de taxa nominal fixa, usando um swap
fixo real, exposto as taxas reais/ a inflacdo. Isto ¢, o emissor de uma obrigacao associada
a um indice, pode trocar essa obrigacao por uma estrutura de anuidades, que se aproxima
mais dos cash flows esperados pelo emissor, através da compra de um swap fixo real. Ou
seja, swaps de inflacdo consistem na troca de um pagamento que cresce a uma taxa de
juro fixa, taxa swap, por um fluxo de pagamento que cresce a uma taxa variavel, a taxa

de inflacao.

5.1. Notacao, Definicoes e Pressupostos

DEFINIGAO 5.1. Seja I(ty) > 0 o valor no momento ty do indice de inflagao de re-
feréncia.

Um swap de inflacao, emitido no momento tg com maturidade T', cotacdo r e um valor
facial A, é um contrato em que o comprador (holder) paga, no momento t, um cash flow
varidvel, dependente da inflagdo no momento T, i.e.,

A{I(T) - 1} (5.1)
I(to)

e recebe, em cada momento t, um cash flow fixo

A1+ )Tt ] (5.2)

NoTA 5.1. Na dtica do comprador do swap de inflagao, o retorno do swap de inflagao

na maturidade T € dado por

ISp(te,T) = A[(14 )T~ —1] — A Hg —~ 1} (5.3)

A partir do valor do swap de inflacao na maturidade T', podemos derivar o preco do
swap de inflacao em qualquer momento ¢t. Neste sentido, para qualquer momento ¢, é
possivel estabelecer a seguinte relacao:
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NoTA 5.2. Para qualquer momento t, to <t < T, a taxa fiza do swap r, é tal que

—y _ EY[I(T)|F]
14 )T = 2 B8 5.4
(1+7) 0 (5.4
DEMONSTRAGAO. No momento ¢, data de inicio do swap, o valor do swap de inflagao é
0 uma vez que, nesse momento, nao houve qualquer troca entre o comprador e o vendedor

de swap de inflacao,

1S,(t,T) = P,(, T)E®[ISy(t, T)|F)] =0

— P, T)EYA[(1+7)"" —1] - A[% - 1] 7] =0
= EY1+n)TY - %\]—}] =0
Q
— (1477 = E [[](g))u:t]

5.2. Determinacao do fair value da taxa fixa do swap de inflagao

Agora estamos em condigoes de calcular o valor da cotagao r capitalizada do momento ¢
a maturidade T'. Com essa finalidade, comecamos por introduzir um resultado auxiliar.
O valor esperado do indice de inflacao na maturidade 7' vai ser utilizado para avaliar

o valor do swap de inflacao.

PROPOSICAO 5.1. Para 0 <t < T,

E°(I(T)|F,] = %exp{/t (Su(s,T))* ds_pnr/t Su(s,T)S,(s,T) ds

T

= Pl /tT Sn(s, T)or(s) ds + 2pr1/ Sp(s,T)or(s) dS}

t

DEMONSTRACAO. A demonstracdo da Proposicao 5.1. é dada por Rodrigues, A.
(2009) (Chapter 3, Proposition 3.1.2.), mas é agora resumida para conveniéncia do leitor.
Substituindo I(t) pela equagao equagao (7) do Corolario 2.1.18 do Capitulo 2 (Secgao 2.1)
da dissertacao (Rodrigues A., 2009), vem

(1) F) =

RO [I ;n ) exp {/tT 8, (5, T) dW, (s) + /tT S,(s,T) AW, (s) + /tT o1(s) dWi(s)

3 [ T (806,700 20,06, T)ols) + o(5)) s } 7]
Qj;(ﬂ ) exp {—% /t U (Su(5. T2 + (S, (5, T))2 + 20151 (5, Trs(s) + (0(s))] ds}

EQ[exp{—/tTSn(s,T)de(s)—|—/tTST(s,T)dWT(s)+/tTUI(s)dWI(s)H]-}]

(5.5)
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O vetor aleatério (j; (s, T)dW,( j; (s, T)dW,( ft or(s)dWi( )> é inde-

pendente da o-algebra F; e segue uma dlstrlbulg:ao Normal Multivariada com o vetor

média p e a matriz das variancias e covarancias X:

2
011 O12 013
_ _ 2
M—[M H2 #3} eX= |oy 059 0231,
2
031 032 033

/tT Sn(s,T) de(S)) (/tT S(s,T) de(s)ﬂ = por /tT S (s,T)S, (s, T) ds
(

/tT or(s) dWI(5)>:| = Pni /tT So(s, T)or(s)ds

O valor esperado contido na equagao (5.5) pode ser interpretado como a fungao ge-

radora de momentos da normal Multivariada, dada pela Proposicao 2.4. do Capitulo 2,

para o vetor (-1,1,1)":

EQ[exp{ / So(s,T) dWi(s / S,(s, T) dW.(s) + /tTal(s)dWI(s)}U"t}
:exp{%{/tT(Sn(s,T))st—l—/tT(Sr(s,T))st+/tT(<71(s))2ds
2 /t ' 5. T)S, (5. T) ds — 2pu; /t " 5, (5. T)os(s) ds

+ 2 /t " 5.(5. T)or(s) ds} }
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Substituindo o resultado acima na equagao (5.5), surge o resultado pretendido

BUn)IR) = T e { = 4 [ (s T 4 (55T

29185, T)ors(s) + (01(3))2]ds} exp {% [ /t L (5, (5. 7))

# [ to s+ [ onteas = 2 [ 8,555,

2 [ S D)+ 200 [ S Dets)0s] |

= % exp { /t (Sn(sa T))st - pm‘/t Sn(S’ T)ST(S’ T)dS

T T
— ,onf/ Sp(s,T)or(s)ds + QpTI/ ST(S,T)UI(S)dS}
t t
U

A partir do resultado acima, é possivel provar que a taxa fixa do swap, r, observada

no momento t capitalizada até a maturidade T, satisfaz a seguinte equacao

PROPOSICAO 5.2. A taza r cotada no momento t para o swap de inflagio com venci-

mento no momento T tem de ser tal que

(14770 = %exp {(/t (Su(s,T))ds — pm/t Su(5,T)S,(5,T) ds

ot [ SulssTyon(s) s+ 200 [ S Ty ds (5.6

DEMONSTRACAO. O resultado surge combinando a esperanca média do indice de in-
flacao na maturidade T" dada pela Proposicao 5.1. com a Nota 5.2.. 0
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CAP{TULO 6

Estimacgao do preco de obrigagoes TIPS

O objetivo deste capitulo compreende a estimacao dos parametros necessarios a deter-
minagao do prego das obrigacoes TIPS, especificado no Capitulo 4 (Seccao 4.2., Definigao
4.2.). Além disso, pretende, posteriormente, calcular o preco das obrigagoes TIPS a partir
dos parametros estimados e avaliar o desempenho das duas abordagens descritas abaixo.

O processo de estimagao dos parametros vai ser elaborado a partir de duas abordagens
distintas: a abordagem Jarrow & Yildirim (2003), a partir de agora denominada apenas
como abordagem JéY e a abordagem Swaps de Inflacao, uma abordagem baseada na
primeira, complementada com a informacao dos swaps de inflacao. Dado que tanto as
obrigagoes TIPS como os swaps de inflagao sao derivados que visam proteger os seus
compradores da inflacao, é de esperar que com os parametros estimados a partir dos
swaps de inflacao se obtenha um melhor desempenho do modelo de JéY na estimacao
do prego das obrigacoes TIPS.

Seguindo a abordagem J&Y, o modelo HJM a 3 fatores introduzido no Capitulo 3 é
utilizado na estimacao dos parametros a partir das taxas de juro forward instantaneas reais
e nominais. A partir deste modelo sao, entao, estimados os parametros de volatilidade
associados as taxas forward reais e nominais (o, 0., o, € 0,) bem como os paramtros
associados a inflacao (o7, prr, Pnr € Prn)-

Na segunda abordagem, os parametros de volatilidade vao corresponder aqueles que
foram calculados na abordagem de Jé'Y. No entanto, contrariamente ao modelo referido
imediatamente antes, os parametros dependentes da inflacao serao estimados com base
na expressao do fair value para a cotacao fixa do swap de inflacao.

Para o processo de estimacao foi considerado um horizonte temporal de, aproxima-
damente, 5 anos, [30/09/2018, 21/07/2023]. O horizonte temporal escolhido é diferente
do utilizado no trabalho de JéY por duas razoes: queremos avaliar a eficacia do modelo
em dados atuais; e por outro lado, aumentamos o horizonte temporal de forma a atenuar
os efeitos evidentes da pandemia Covid (inicio 2020 — maio 2023) bem como o aumento
abrupto do indice de inflacdo que se verificou no ano de 2022 (resultante da invasao da

Ucréania pela Russia).

6.1. Abordagem Jarrow & Yildirim
6.1.1. Parametros de volatilidade

Os parametros de volatilidade associados as taxas forward instantaneas nominais e
reais, descritas no Capitulo 3 (Secgdo 3.2., Defini¢oes 3.10. e 3.11.), vao ser estimados a
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partir de uma regressao nao-linear para a funcao da variancia do diferencial dos fatores
de desconto.

Vamos comecar por especificar uma funcao volatilidade real a um fator. O modelo
considerado para descrever a evolucao da volatilidade das taxas de juro forward é o modelo

exponencial, definido imediatamente a seguir.

DEFINIGAO 6.1.

o.(t,T) = g, T0 (6.1)
onde o, e «, sao constantes.

Este modelo é uma extensao do modelo Vasicek uma vez que sao utilizados dois fatores
na funcao volatilidade. O facto de a volatilidade apresentar uma variancia significativa
no periodo em estudo leva a que seja necesséaria a utilizacao de um modelo a 2 fatores,
para que exista um melhor ajustamento dos dados ao modelo.

Previamente a construcao da regressao nao-linear a partir da variancia do diferencial
dos fatores de desconto reais, é necessario aferir sobre a distribuicao do diferencial dos
fatores de desconto reais. A partir da expressao (6.1), chega-se a conclusao que o retorno
de uma obrigacao de cupao-zero real segue uma distribuicao Normal:

PROPOSICAO 6.1.

BRLD 0+ puon(t) [ utt o))

NN{O, </tT o, (t,s) ds)zAt} (6.2)

DEMONSTRAGAO. Escrevendo a equagao (3.24) na forma discreta temos:

% - {rr(t) + prro(t) /t ' o, (t, s) ds} At — /t ) ov(t, 5) dsAW2(t)

Sl Et(t%T)) - [mt) T prroi(t) /t o,(t,5) ds} At = - /t or(t, s) dsAW(?)

Sabemos que W2(t) ~ N (0, ).
Como ftT o.(t,s)ds é uma fungdo deterministica de ¢, — ftT o.(t,s) dsAWQ(t) seguira a
mesma distribuicio de AWQ(¢):

AWR(t) = WE(t + At) — W2(2)
Pela Definigao 2.5 do Capitulo 2,
AWER(#) ~ N[0 — 0, 4+ At —t — 2Cov(W2(t + At), W2(t))]
— AWZ(t) ~ N0, At]

dado que W; tem incrementos independentes, também pela Defini¢ao 2.5
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Nesta tese vao ser estudados dados didrios (vamos considerar At = 1/360) e por
isso, o retorno esperado da obrigacao, (r,(t) + pro;(t) [, To,(t,s) ds)At, é relativamente
pequeno quando comparado com o seu desvio padrao, ( ftT o.(t, s) ds)V/At e portanto,
podera ser omitido no processo de estimacao sem provocar erros significativos. Esta
hipétese simplifica o processo de estimacao da variancia dos factores de desconto reais
uma vez que nao exige a estimacao da volatilidade do indice de inflacao nem da correlagao
entre o indice de inflacao e a taxa de juro real.

Dadas as expressoes (6.1) e (6.2), a variancia dos pregos de uma obrigagao de cupao-

zero real, no intervalo de tempo [t,t + At] é dada pela Proposicao:

PROPOSICAO 6.2.

AP(t+ALT)\  o2(eorT0 —1)*At
“\TreT )T 2

T

(6.3)

(%

DEMONSTRAGAO. Omitindo o valor esperado do retorno da obrigagao de cupao-zero

real, (r.(t) + prror(t) ftT o(t,s) ds)At), podemos considerar a seguinte aproximagcao:

% - /\/[0, ( /t Lot s) ds)QAt]

Da hipdtese acima, resulta imediatamente,

war(BPLEMDY ([ o1.0)a0)

Substituindo o, (¢, s) de acordo com a expressao (6.1),

T 2 TN 2
var (APr(t + At; T)) _ </ O_re—ar(s—t) dS) At = ( |: i ﬁe—ar(s—t):| ) At
P.(t,T) ' a, .

\? 2(emer(T=0 — 1)At
g.lle
_ <|:_ O e—a,«(T—t):| ) At = T( )

2
o . o

O

A estimacao dos parametros «, e o, é feita, entao, a partir da regressao nao-linear
descrita acima, dos precos das obrigacoes de cupao-zero reais, que correspondem aos
fatores de desconto das taxas de juro forward reais diarias, considerando que as obrigacoes
tém um valor facial unitério.

Teoricamente, de acordo com o modelo proposto por J&Y, as taxas de juro forward
instantaneas reais podem ser calculadas a partir das taxas de juro spot reais associadas as
obrigacoes TIPS (US TIPS). As taxas de juro spot podem ser obtidas a partir dos pregos
das obrigacoes TIPS, através do método de Nelson-Siegel. Contudo, ao invés de recolher
os precos das obrigacoes do Tesouro Americano, recolhemos diretamente, taxas de juro
reais genéricas Generic Inflation Indexed United States Government Bond com diferentes
maturidades.

Por conseguinte, a partir da plataforma de tecnologia e de dados para o mercado
financeiro Bloomberg foram recolhidas taxas de juro reais, em base diaria, a 5, 10, 20 e 30
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anos, correspondentes, respetivamente a 'GTII05 Govt’, "GTII10 Govt’, *GTII20 Gout’,
"GTII30 Govt’, na plataforma Bloomberg.

Posteriormente, para cada dia foi calculado o fator de desconto real, e de seguida, a
variancia do retorno para cada uma das 4 maturidades. A partir das 4 observagoes (as
variancias para cada uma das 4 maturidades) foi realizada uma regressao nao-linear, a
partir da funcionalidade ’Solver’ do Microsoft Excel, de forma a estimar os parametros
a, e o,. B de fazer notar que foram realizadas 10 iteracoes para obter os parametros
estimados a partir de 10 pontos iniciais, g e 0g, obtidos a partir de variagoes aleatorias
dos parametros estimados obtidos por Jé&Y. Das 10 iteracoes (pares de «,. e o,.), foram
escolhidos os parametros que minimizam a soma dos erros quadraticos sobre o nimero
total de observacoes - funcao objetivo.

De forma analoga, vamos especificar uma funcao volatilidade nominal a um fator,
e estimar os seus parametros, usando uma regressao nao-linear. Nesse sentido, vamos
definir, mais uma vez, um modelo a um fator que descreve a volatilidade através de uma

exponencial decrescente:

DEFINICAO 6.2.

on(t,T) = gpe” T (6.4)

onde o, € oy, sao constantes.

O processo de estimacao dos parametros «,, e 7, seguiu o mesmo racional da estimacao
dos parametros «, e o,: foram estimados a partir dos fatores de desconto nominais diarios
e de uma regressao nao-linear.

Para esse proposito, com recurso a plataforma financeira Bloomberg, foram obtidas
taxas de juro nominais diarias US Generic Gout, a 2, 10, 20 e 30 anos, associadas aos
seguintes indices, respetivamente, 'USGG2YR Index’, "USGG2YR Index’, "USGG2YR
Index’ e "'USGG2YR Index’.

Na Tabela 1 podemos encontrar os parametros de volatilidade estimados associados
as taxas de juro reais e nominais, a partir das regressoes descritas anteriormente, bem
como o valor minimo das fungoes objetivo obtido em cada uma das regressoes, dentro de

parénteses.

TABELA 1. Parametros de volatilidade estimados segundo a abordagem Jé/Y

A

Or

On

On

0,015681
(0,000000007520)

0,010048
(0,000000007520)

0,012515
(0,000000000059)

0,011965
(0,000000000059)

Os parametros estimados, que se encontram na tabela acima, correspondem aos parametros
que minimizam as fungoes objetivo das regressoes nao-lineares consideradas. O processo
de estimagao foi realizado a partir da funcao 'SOLVER’ do Microsoft Excel apenas para 10
pontos iniciais e por isso, os parametros estimados sao os parametros 6timos apenas neste
contexto de estimagao limitado. Existirao outros métodos mais precisos para a estimagao
dos mesmos parametros que poderao ser analisados em estudos futuros.
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6.1.2. Parametros para o Indice de Inflagao

Os parametros associados a evoluc¢ao do indice de inflagao CPI-U necessarios a estimagao
dos pregos das obrigacoes TIPS sao a volatilidade da taxa de inflacao, o7, que assumimos
ser constante, e as correlagoes entre a taxa de inflacao e a taxa de juro spot real, p,;, a
taxa de inflacao e a taxa de juro spot nominal, p,;, e as taxas de juro real e nominal, p,.,,

e sao calculados de acordo com as seguintes féormulas, construidas para dados diarios:

Gr = <W<AI€S)>)$ (6.5)
A

DEFINIGAO 6.3.

Py = COTT (Arr(t), %g)) (6.6)
Pnl = COTT (Arn(t), Al'i—t()t)) (6.7)
prn = corr(Ar,.(t, Ar,(t) (6.8)

A volatilidade da taxa de inflagao foi calculada a partir dos indices de inflacdo mensais
e posteriormente anualizada. Para o calculo dos parametros mencionados acima, vao ser
utilizados os valores historicos das taxas de juro nominais e reais genéricas e o indice de
inflacao CPI-U. Tal como as taxas reais e nominais, os valores do indice CPI-U para o
horizonte temporal considerado, foram mais uma vez recolhidos na plataforma Bloomberg,
sendo obtidos os valores mensais do indice 'CPURNSA Index’ (US CPI Urban Consumers
NSA - Not Seasonally Adjusted), que consiste no indice CPI-U nao ajustado sazonalmente.

Antes de proceder ao céalculo das correlagoes foi necessario realizar uma transformacao
dos indices de inflacao mensais em indices didrios, via interpolacao linear. Ressalve-se que
a volatilidade da taxa de inflagao nao foi calculaao a partir do valor anualizado do desvio-
padrao dos seus valores didrios, que seriam obtidos por interpolacao linear, uma vez
que, o processo de interpolacao linear é um processo determinisitico e consequentemente,
causaria um enviesamento na estimacao da volatilidade da inflacao.

O indice de inflacao CPURSNA apresenta um lag de 2 meses, o que significa que reflete
o poder de compra dos consumidores referente aos 2 meses imediatamente anteriores.
Desta forma, a transformacao dos dados mensais do indice de inflagao em dados diarios
tem que ter em conta os indices de inflacao referente aos 2 e 3 meses imediatamente

anteriores ao meés de observacao do indice, através da seguinte férmula:

DEFINICAO 6.4. O indice de inflagao didrio referente ao dia d do més m € calculado

através da interpolagao linear de dois indices de pre¢os mensais, [(m —2) e I(m — 3):
d—1

I(m,d) :I(m—3)+7([(m—2)—l(m—3))

onde I(m) representa o indice de inflagao observado no momento m, em base mensal

M corresponde ao numero de dias do més m
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Como consequéncia da transformacao dos dados mensais do indice de precos em dados
didrios e do lag necessario para esta conversao, houve uma ”perda”de dados do indice de
pregos, referente aos primeiros 2 meses do horizonte temporal definido. Desta forma, o
horizonte temporal para os dados didrios reduz-se ao intervalo de tempo [03/12/2018,
21/07/2023]. Abaixo podemos encontrar 2 graficos com os indices de inflacago CPURSNA
mensais e didrios. Através da sua analise, podemos concluir que a tendéncia do indice de
inflacao se mantém e por isso, podemos considerar que os indices de inflagao diarios sao

viaveis na estimacao das correalagoes entre os mesmos e as taxas reais e nominais.
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FIGURA 1. Indices de inflagio CPURSNA (US CPI Urban Consumers
NSA-Not Seasonally Adjusted) mensais

FIcURA 2. Indices de inflacio CPURSNA (US CPI Urban Consumers NSA-

Not Seasonally Adjusted) didrios
De seguida é apresentada a Tabela 2 com os parametros para o indice de inflacao.
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TABELA 2. Parametros relativos a inflagao estimados a partir de dados
historicos - abordagem JéY
o1 Pri PnIl Prn

0,013913 | -0,039779 | -0,064887 | 0,808455

A volatilidade da taxa de inflacdo estimada com base nos dados mensais do indice

de inflacao e posteriormente anualizada, é igual 0,0139132348. Como seria expectavel, a
volatilidade da taxa de inflacao no horizonte temporal em estudo é elevada. A correlacao
negativa entre as taxas reais e as taxas de inflagao ja era um resultado previsivel. A
correlagao entre as taxas de juro nominais e reais, que ¢ bastante elevada, e a correlagao
negativa entre as taxas nominais e a inflacao, ainda que nao muito sgnificativa, sao re-
sultados que nao seriam esperados de se obter. Tais resultados poderao ser justificados
pelo facto de nao usar taxas de juro spot nominais e reais mas sim as taxas de juro no-
minais e reais genéricas; e devido ao aumento abrupto do indice de inflagao em parte do
periodo temporal em causa. Sob estas circunstancias, a estimagao do preco das obrigagoes
TIPS a partir destes parametros serd significativamente afetada, prevendo-se resultados

inconsistentes, na préxima fase de estimacao.

6.2. Abordagem swaps de inflagao

Como foi dito no inicio do presente capitulo, na abordagem Swaps de inflacao, sao
utilizados os parametros de volatilidades associados as taxas reais e nominais (o, o, ay, €
0,,) obtidos na estimagao segundo a abordagem de Jé'Y no presente capitulo (Secgao 6.1,
Subsecgao 6.1.1.). Antes de estimar os restantes parametros, é necessario incorporar as
hipdteses relativas a evolucao da volatilidade das taxas forward reais e nominais, descritas
pelas equagoes (6.1) e (6.4), respetivamente, na expressao do fair value da cotagao fixa,
r, do swap de inflacao.

Vamos também assumir que a volatilidade da inflagao é constante ao longo do tempo:

PROPOSICAO 6.3.
or(t) = or (6.9)

A partir dos pressupostos definidos neste capitulo é possivel estabelecer a seguinte

relacao entre a cotacao fixa do swap de inflacao, r, e os parametros de volatilidade a,,

On, Qpy, Oy, O1, PrI, PnI€ Prn:

PROPOSICAO 6.4.

BT (@ i e

Pn(t? T) n QOén ay,
Un O-’r’ ]_ — ei(an+ar)(T7t) efan(Tft) _ 1 e*OlT(Tft) . 1
Qp Qi Op + (78 [67% o
on [1— e on(T-1) o, [1— e—er(T=1)
P (S o A
(67% (07 Q, o,

(6.10)
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DEMONSTRAGAO. Considerando as equagoes (6.1) e (6.4) para descrever oy (t,T), k €

{n,r}, e
T T - T
Sk(t,T) = / ox(t,s)ds = / ope 7 s = ——e_a"(s_t)} (6.11)
t ¢

Substituindo agora Si(¢t,T), k € {n,r}, e o;(t,T) = o1, no resultado da Proposi¢ao 5.2.,

% exp { / (Su(s,T))* ds = pur / Sn(s,T)5,(s,T) ds

[ Sl Do) ds 200 [ il Do) ds

P,(t,T) T (=0n —anir—s )
— _on Qn s) 1

T
-0 -0
— I (eman(T=s) _ )" (e—ar(T=5) _ 1) ¢
pm/t . ) te )ds

(1+r)7t =

T —0 T —0
- PnIUI/ Hemn T — 1) ds + 2,07401/ Femr T — 1) ds}
t t

n T

P.(t, T A\ T
_ ( 9 ) exp { (U_) / 6720477,(7’75) o 2€,an(T,S) + 1 ds
t

P”(tJ T) 7%
T
- pnrﬁﬁ (e_(o‘”'i'ar)(T_S) _ 6_Oén(T—S) _ e—aT(T—s) + 1) ds
n Qr Jy
r T
bpuorZ [ (et 1y ds = 2o 2 [T 1y as)
an J, s
B(t,T) o\ 2[e20n@=)  gemen(T=s) 77T
a Pn(tv T) b { (a_n) |: 2an B (07 + S:| ‘
o, Of e (antar)(T—s) e—an(T—s) o—ar(T—s) T
— Pnr—— |i - - -+ S:|
Oy Oty ay + o ay, o .
o e*&n(Tfs) T o, e*ar(T*S) T
+ paror—" {— - s} — 2012t {— _ s] }
Qp (07% t (6% (o7 ‘
Pr(t T) g 2 1— €*2an(T*t) 2(67an(Tft) o 1)
=T — T—t
Po(t.T) eXp{( ) o a I
o, 0, [1 = e (ontan)(T=t)  p-an(T=t) _ 1 c-an(T=t) _ q
_pnr__|: + +(T—t):|
aTL ar an + ar aTL Oér,-
o, [1— e on(T-1) o, [1— e-ar(T-1)
T ParOr " {&— — (T — t)} — 2pr1or— [a— — (T - t)} }

O

A estimacao dos parametros em falta, p,., pnr, Pnr € o7, seréd feita através de uma
regressao nao-linear da equagao (6.10), de forma a minimizar a soma dos residuos ao
quadrado sobre o nimero total de observagoes. Como parametros iniciais considerei os
parametros obtidos de acordo com a abordagem JéY, os parametros de inflacao obtidos
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na secccao anterior e valores razoaveis perante a informacao financeira da realidade, e
outros parametros iniciais que resultam de variacoes aleatorias dos anteriores.

De seguida é apresentada a Tabela 3 com os parametros para o indice de inflacao,
agora estimados a partir da informacao dos swaps de inflagao, para os quais a funcao
objetivo obtida ¢ igual a 0,008495118.

TABELA 3. Parametros associados a inflagao estimados de acordo com a
abordagem Swaps de Inflacao

or PrI PnI Prn
0,401305 | 0,232181 | 0,432183 | 1,000000

A volatilidade da taxa de inflagao estimada é 0,401305, significativamente maior do

que a volatilidade da taxa de inflagdo estimada de acordo com a abordagem J&Y (Secgao
6.1., Subsecgao 6.1.2.). A cotacao fixa dos swaps de inflagao estd diretamente relacionada
com a volatilidade do indice de inflacao esperada. De facto, a funcao dos swaps de
inflacao é proteger o seu comprador da variacao da inflacao. Quando é expectdvel que
a volatilidade da inflagdo suba no futuro, a cotagao fixa (taxa que o comprador deste
produto finaneiro recebe em cada momento), tende a subir, de forma a compensar a taxa
varidavel do swap, suportada pelo emissor do swap. O periodo em estudo, [30/09/2018,
21/07/2023], é caracterizado por uma instabilidade do indice de inflagao, que se reflete
numa elevada volatilidade do mesmo: verifica-se um pico local em margo de 2020 (inicio
do contexto pandémico COVID-19) e a partir do fim desse mesmo ano pode observar-se
uma tendéncia crescente do indice de inflagao ao longo do tempo. Por outro lado, desde
o comeco do segundo semestre de 2023 até a data corrente constata-se uma oscilacao do
indice de inflacao. Durante este periodo verificou-se um aumento das cotagoes fixas dos
swaps de inflacao, como consequéncia da alta volatilidade do indice de inflagao verificado
e do aumento da volatilidade do indice de inflacao expectavel no futuro. Em suma, a
cotacao fixa dos swaps de inflacao reflete a volatilidade do indice de inflacao esperada. O
facto da volatilidade do indice de inflagao estimado a partir do fair value das cotagoes fixas
dos swaps de inflagao capitalizadas, para o periodo em questao, ser superior ao realmente
registado, podera significar que no calculo das cotagoes fixas se tenha sobre-estimado as
variacoes do indice de inflagao futuras.

A correlagao entre as taxas de juro nominais e reais assume o valor maximo de cor-
relacao 1, apoiando o elevado valor do mesmo parametro no processo de estimacgao an-
terior. No processo de estimagao dos parametros verificou-se uma tendéncia para a cor-
relacao entre as taxas de juro nominais e reais assumirem o valor 1. Tal resultado é
absurdo uma vez que, quando a taxa de inflagdo aumenta, verificam-se variagoes das ta-
xas reais superiores as da taxas nominais, sendo que as variagoes destas ultimas podem
mesmo chegar a ser negativas. Adicionalmente, a correlagao entre as taxas reais e as
taxas de inflacao é positiva e tal relagdo é incoerente com o que acontece realmente no
mercado financeiro. As estimagoes nao plausiveis das correlagoes entre as taxas de juro
nominais e reais e entre as taxas reais e as taxas de inflacdo estao muito provavlemte
interligadas. O facto do processo de estimacao utilizado neste capitulo estar a extrapolar
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o valor da correlagao entre as taxas de juro nominais e reais conduz a uma estimacao,
também, incoerente da correlacao entre as taxas reais e a taxa de inflagao. Em relagao a
correlacao entre as taxas nominais e a inflacao estimada, esta é positiva e toma um valor
consideravel, o que vai de acordo com as expectativas. Elevados aumentos das taxas de
inflacao resultam numa subida das taxas nominais, por parte dos bancos centrais e dos
mercados financeiros, com o objetivo de compensarem os investidores pelo aumento do
custo de vida devido a inflacao.

Apesar de segundo a abordagem Swaps de inflagdo se obter uma correlagao entre as
taxas nominais e a inflacao mais vidvel, a estimagao dos restantes parametros obtida
segundo JéY parece ser mais coerente com a realidade. No entanto, nao sabendo a
priori, o impacto de cada um dos parametros na estimacao do preco das obrigagoes TIPS,
nao é possivel antecipar qual das abordagens desempenhara uma melhor performance no

processo de pricing das obrigacoes TIPS.

6.3. Estimacao do preco das obrigagoes TIPS

Esta secgao submete a teste a validade das abordagens J&Y e Swaps de inflacao,
descritas nas Seccgoes 6.1. e 6.2., respetivamente, através da estimagao do preco das
obrigacoes TIPS a partir dos parametros de volatilidade «,, 0,, a,, 0, e dos parametros
relacionados com o indice de inflacao, oy, ppr, Pur € pnr, de acordo com a féormula de
pricing das obrigacoes TIPS da equacgao (4.1) (Capitulo 4, Secgao 4.2), caso nao se tenha
em consideragao a deflagdo, ou caso contrario, a equagao (4.2) (Capitulo 4, Seccao 4.2).
Para além dos parametros mencionados acima, é necessario a estimacao destas obrigagoes,
os indices de inflacao em base diaria, obtidos a partir de interpolacao linear, como sera
detalhado ao longo deste capitulo; bem como os factores de desconto reais e nominais para
diferentes maturidades, que serao estimados através da interpolagao linear dos factores
de desconto reais e nominais disponiveis, a 10, 20 e 30 anos. Para esse propésito, foi
recolhido o conjunto de precos das obrigacoes TIPS, disponiveis na plataforma Bloomberg
a data da referéncia 21/07/2023. Além dos pregos recolhidos, ask price e bid price, foram
obtidas outras informacoes relevantes ao calculo do fair value das obrigacoes TIPS a data
de referéncia, como a taxa de cupao (coupon), a frequéncia de pagamentos de cupao,
a data de emissao (issue date), a data de pagamento do primeiro cupao e a data de
maturidade. No total foram recolhidas 51 obrigacoes TIPS. Sob estas, foram aplicados
trés critérios de selecao, relativos a data de emissao da obrigacao TIPS: 03/12/2018 <
data de emissdo < 21/07/2023; e esta data tem que ser dia da semana. Foi necessario
aplicar estes critérios ao conjunto de obrigagoes TIPS recolhidas dado o facto de apenas
existiriem indices de inflagao diarios calculados para os dias da semana e para o horizonte
temporal [03/12/2018, 21/07/2023]. Como consequéncia, o conjunto da nossa amostra
passou a ser constituido por 23 obrigagoes.

Antes de proceder a estimacao dos precos das obrigacoes TIPS a partir dos parametros
estimados anteriormente, é necessario escrever a férmula de pricing das obrigagoes TIPS,
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assumindo as hipdteses mencionadas nas equagoes (6.1), (6.4) e (6.11). A tnica fungao

que depende destes parametros é n(t,T"), componente da put option
PROPOSIGAO 6.5. A férmula de estimagdo da funcao n(t,T)?, descrita pela equacdio
(4.4) (Capitulo 4, Sec¢io 4.2.),a partir dos parametros oy, pur, Pn1 € Pur, € dada por
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DEMONSTRAGAO. Substituindo Si(¢,T), k € {n,r}, pela expressao (6.11) da Secgao

6.2, na equagao (4.4) (Capitulo 4, Seccao 4.2.), vem
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Nas tabelas mencionadas de seguida, podemos observar o prego mid (média dos ask
price e bid price recolhidos) das obrigagoes TIPS selecionadas (P), o valor dos accrued
interests (AI), a soma dos cupdes e o valor facial (C + VF), os pregos estimados se-
gundos as diferentes abordagens (P JY /P ajustado JY e P SI) e respetivos erros de
estimacao, sendo que Erro, que corresponde ao erro percentual de estimacao e Frro2 ao
erro quadratico. E importante salientar que nos casos em que os valores das put option,
sobre o indice de inflacao e com preco de exercicio igual ao indice de inflacdo na data de
emissao da obrigacao, estimados sao inferiores a zero, resultado absurdo, a anélise das
respetivas obrigacoes sera excluida do nosso estudo. Tal resultado podera ser justificado
pelo facto de as estimacoes realizadas anteriormente serem pouco consistentes.

A Tabela 10 do Anexo E (Estimacao de precos das obrigagdes TIPS segundo a abor-
dagem Jarrow & Yildirim) permite analisar o preco das obrigagoes TIPS segundo a
abordagem J&Y (P JY), que exclui a possibilidade de deflagao, pelo que o preco das
mesmas nao dependerd da estimacao das put option. A comparacao entre o preco das
obrigagbes TIPS (P) versus o preco das obrigagoes TIPS estimados segundo a aborda-
gem JEY (P JY) versus o prego das obrigagdes TIPS estimados segundo a abordagem
JEY, considerando o risco de deflacao, isto é, onde o valor facial é ajustado ao valor de
uma put option (P ajustado JY'), ndo vai ser realizada uma vez que, os valores obtidos
para as put options foram todos negativos, para a ultima abordagem.

A estimagao do preco das obrigagoes TIPS segundo a abordagem JéY corresponde a
um erro de estimacao médio de, aproximadamente, 20,40%; e a soma dos erros quadraticos
¢ igual a 9555,82, aproximadamente.

Quando adicionamos a put no processo de estimacao, de forma a ajustar o valor
facial das obrigagoes, caso se verifique deflacao no periodo de vida das mesmas, obtemos
valores negativos para a mesma, para todas as obrigacoes consideradas, pelo que nao é
valido calcular o valor facial das obrigacoes ajustado a mesma, e consequentemente, nao
é possivel estimar o preco das TIPS para a abordagem Jé'Y, considerando a deflagao.

A impossibilidade de calcular o preco das obrigacoes TIPS segundo a abordagem
JEY, considerando também o cendrio de deflacdo, pode ser justificada pela obtencao
de parametros estimados inconsistentes, como sao o caso da correlacao entre as taxas
nominais e as taxas de inflagdo, que toma o valor negativo de -0,06488758, e da correlgao
entre as taxas nominais e reais, estimado a 0,80845509. Num periodo temporal em que
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se verifica uma tendéncia crescente do indice de inflagao, torna-se inadmissivel considerar
uma correl¢ao positiva forte entre as taxas nominais e reais e uma relacao negativa entre
a taxa de inflacao e a taxa nominal, pelas razoes ja mencionados anteriormente. Por sua
vez, estas estimacoes pouco robustas e incoerentes com o mundo real, nao nos permitem
estimar o prego das put option.

A Tabela 12 do Anexo F (Estimagao de pregos das obrigagoes TIPS segundo a aborda-
gem Swaps de Inflagao) permite analisar o preco das obrigagoes TIPS estimados segundo
a abordagem Swaps de Inflagdo (P SI). Nesta abordagem é considerada a possibilidade
de ocorréncia de diminuicao de inflagao e portanto, o valor facial é estimado de forma
a ser ajustado a put option. Neste caso, a put option é obtida a partir dos parametros
estimados segundo a abordagem Swaps de Inflagao (Secgao 6.3.), presentes no parametro
n(t, T)?, estimado segundo a expressao (6.12).

A estimagao do preco das obrigagoes TIPS segundo a abordagem Swaps de inflagao
corresponde a um erro de estimacao médio de, aproximadamente, 38,57%; e a soma dos
erros quadraticos ¢ igual a 27879,29, aproximadamente.

Apesar de sob a abordagem Swaps ser possivel obter o valor das put options, a partir
dos parametros de inflagao estimados, o7, pnr, Pur € pnr, através das cotacoes fixas dos
swaps de inflacao, a performance deste modelo, mais completo que contempla a possibi-
lidade de ocorrer deflacao durante a vida da obrigagao, diminui, relativamente ao modelo
anterior. O erro médio de estimacao, em percentagem, aumenta de 20,40% para 38,57%:;
o que representa uma diferenca consideravel na capacidade de estimacao das duas abor-
dagens na determinagao do preco das obrigagoes TIPS.

Os parametros de inflacao, o7, pur, Pnr € Pnr, foram estimados segundo a abordagem
Swaps de Inflagdo, a partir de uma regressao nao-linear, onde foram usadas apenas 4
observagoes. Deste modo, os ultimos parametros poderao nao ser tao fidedignos e dai a
obtencgao de precos pouco coerentes com a realidade.

Numa tentativa de explorar a capacidade dos parametros de inflagao, oy, pur, pnr €
Pnr, estimados segundo a abordagem Swaps de Inflacao, e de obter melhores resultados
usando a informacao dos swaps de inflagao, foram estimados os precos das obrigagoes
TIPS a partir de parametros alternativos, isto é, parametros obtidos nas iteragoes do
processo de regressao nao-linear, que nao minimizam a funcao objetivo mas que parecem
plausiveis para a estimacao do preco das obrigacoes TIPS. E de referir que as suas fungoes
objetivo sao similares a fun¢ao objetivo 6tima, pelo que nao se esperam resultados ilégicos.
Além disso, a escolha dos conjuntos de parametros implicou que se verificasse a seguinte
condi¢ao: nenhuma das correlagoes toma um valor extremo (-1 ou 1), com o objetivo de
obter melhores resultados na estimacao do prego das obrigagoes TIPS.

Na Tabela 4 sao apresentados os 4 conjuntos de parametros alternativos de estimacao

do prego das obrigagdes TIPS bem como o respetivo valor da fungao objetivo (FO).
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TABELA 4. Parametros estimados alternativos

Alternativa o Prl Pl Prn FO
1 0,070410 | -0,325031 | 0,161406 | 0,825667 | 0,010079
2 0,163666 | -0,630366 | 0,556727 | -0,524243 | 0,042694
3 0,171430 | -0,429804 | -0,158284 | 0,568710 | 0,013388
4 0,550981 | -0,153620 | -0,076581 | 0,576930 | 0,014407

Previamente a demonstracao dos resultados associados aos parametros alternativos
acima, devemos olhar para valores estimados para as put option na Tabela 13 do Anexo
G, de forma a selecionar apenas as obrigacoes admissiveis a andlise do desempenho da
abordagem Swaps de inflagdo no processo de estimagao das obrigagoes TIPS. E podemos
concluir que o conjunto de parametros de inflagao, oy, pnr, Pur € Pur, alternativos 1, nao
permitem a estimacao do preco das obrigacoes TIPS; os parametros relativos a inflagao
associados as alternativas 2 e 4, permitem a estimacao de parte das obrigacoes considera-
das em estudo e por fim, a alternativa 8 permite o calculo do preco de todas as obrigagoes
TIPS. Assim, apenas serao apresentadas as tabelas relativas aos métodos de estimagao
alternativos 2,3 e 4.

De forma a analisar o desempenho dos 4 grupos de parametros relativos a inflacao e
calculados a partir dos Swaps de Inflacdo, apresenta-se a seguinte tabela, onde N repre-

senta o nimero de obrigacoes cujo preco é admissivel de ser calculado:

TABELA 5. Parametros estimados alternativos
Alternativa | N | Erro médio
1 0 -
2 8 0,1835
3 23 0,5038
4 7 0,1770

Podemos observar os resultados das abordagens alternativas 2, 3 e 4, através das tabe-
las, do Anexo G, Tabela 14, Tabela 15 e Tabela 16, respetivamente. Com os parametros
relativos a Tabela 15, o erro médio de estimacao do preco das obrigagoes TIPS subiu
ligeiramente, em relacao & estimacao original, de 38,57% para 50,38%. Por sua vez, nas
tabelas relativas aos parametros de inflagdo estimados alternativos 2 e 4 ( Tabela 14 e
tabela 16 do Anexo G), podemos verificar uma diminuicao significativa dos erros de es-
timacao. Para o primeiro conjunto de parametros verifica-se um erro médio de estimagao
igual a 18,35% e, para o segundo conjunto de parametros, o erro médio é dado por 17,7%.
Contudo, verificou-se uma perda de analises de obrigacoes TIPS, uma vez que para es-
ses casos foram obtidos parametros intermédios incoerentes. Considerando o erro médio
verificado para cada obrigagao, podemos concluir que a abordagem Swaps de Inflagao al-
ternativa 4 é a que apresenta um melhor desempenho na estimacao das obrigagoes TIPS.
Porém, a reducao da amostra de obrigagoes pode ser um obstaculo para retirar conclusoes

coerentes e plausiveis.
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CAP{TULO 7

Conclusoes

Este trabalho é baseado no modelo proposto por Jarrow & Yildirim (2003) para a deter-
minacao do preco das obrigagoes TIPS. Este modelo considera uma abordagem Gaussiana
para as taxas de juro forward reais e nominais e a extensao do modelo Vasicek (1977) para
descrever a dinamica das mesmas; e assume um movimento geométrico Browniano para o
indice de inflagdo. Como mencionado ao longo do trabalho, foram feitos alguns ajustes/
definidos alguns pressupostos em relagao as abordagens JEY e Swaps de Inflagao.

Comecamos por descrever, de forma breve, o modelo Jé'Y para especificar o método de
determinacao dos precos das obrigacoes TIPS. Adicionalmente,de acordo com Rodrigues
A. (2009), ajustamos o preco das obrigagoes TIPS a uma put option europeia standard,
sobre o indice de inflacao, e cujo preco de exercicio corresponde ao indice de inflacao
verificada na emissao da obrigacao. Posteriormente foi desenvolvido um segundo modelo,
com base no modelo descrito anteriormente, mas onde os parametros relacionados com
a inflagdo, ao invés de serem estimados a partir de dados histéricos, foram estimados a
partir do fair value dos swaps de inflacao, para diferentes datas e maturidades.

Apoés a especificagao dos dois modelos para a determinacao do preco das obrigagoes
TIPS, foi avaliada a sua performance. Contrariamente a JéY, no processo de construgao
dos pregos das obrigacoes TIPS, foram utilizadas diretamente taxas de juro reais e nomi-
nais genéricas, associadas ao Tesouro Americano e com maturidades especificas.

Os parametros de volatilidade «.., 0, e «,, 0,, foram estimados a partir da variancia
dos factores de desconto reais, a partir de uma regressao nao-linear, onde foram realizadas
10 iteracoes. Tal processo de estimacgao podera resultar na estimacao de parametros
enviesados devido a duas grandes razoes: consideramos taxas reais e nominais genéricas
(descritas na Secgao 6.3. do Capitulo 6) ao invés de taxas de juro spot reais e nominais,
que poderiam ter sido obtidas a partir do striping dos pregos das obrigacoes de cupao-
zero reais e nominais, via, por exemplo, método de Nelson-Siegel ; a regressao nao-
linear nao nos da o resultado 6timo uma vez que apenas foram utilizados 10 pontos
iniciais, no processo de estimacao. Tais assumptions limitam o processo de estimagao dos
parametros de volatilidade e de inflagao, necessarios a estimagao do prego das obrigacoes
TIPS, e consequentemente, a comparacao do desempenho dos modelos de J&Y wversus a
abordagem Swaps de Inflacao.

No processo de estimacao nao foi possivel analisar estimacoes de precos TIPS para
o primeiro modelo considerando o risco de deflacao. Apesar de no segundo modelo ser

possivel obter a estimacao dos mesmos, os resultados nao parecem ser conclusivos.
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A partir destas estimacoes apenas é possivel concluir que a performance da abordagem
Swaps de Inflagao é ligeiramente melhor do que a da abordagem Jé&Y que nao tem em
conta o risco de deflagao.

De forma a proceder a uma analise mais profunda da abordagem Swaps de Inflacao,
foram utilizados 4 conjuntos de parametros adicionais/alternativos, para os quais se obteve
melhores resultados. Por contrapartida, houve uma perda de obrigagoes. De um modo
geral, o segundo modelo parece ser mais eficiente na estimacao do preco das obrigacoes
TIPS para um conjunto de obrigacoes reduzido.

Com o propésito de melhorar o desempenho do mesmo, em estudos futuros deverao ser
utilizados outros métodos de estimagao para os parametros de volatilidade e parametros
de inflacao, considerando um maior nimero de valores inicias, por exemplo; bem como
utilizar as taxas de juro forward reais e nominais, tais como descritas no modelo JéY.

Estas taxas podem ser obtidas a partir do método de Nelson-Siegel.
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Anexos

Anexo A
Maturidade | Var(diferencial P / P)
2 0,000001
10 0,000033
20 0,000114
30 0,000256

TABELA 1. Variancias dos diferenciais de fatores de desconto para as taxas

nominais genéricas 'US Generic Gouvt’

Maturidade | Var(diferencial P / P)
5 0,000011
10 0,000032
20 0,000105
30 0,000233

TABELA 2. Variancias dos diferenciais de fatores de desconto para as taxas

reais genéricas 'Generic Inflation Indexed United States Government Bond’



Anexo B

ID | alpha n inicial | sigma n inicial | alpha n estimado | sigma n estimado | FO

1 | 1,000000 1,000000 1,645088 0,319993 0,000000

2 10,033980 0,005660 0,033064 0,015359 0,000000

3 10,013052 0,011213 0,013052 0,011213 0,000000

4 10,018056 0,008056 0,017597 0,012503 0,000000

5 10,012515 0,011965 0,012515 0,011965 0,000000

6 |0,071037 0,006073 0,071037 0,006073 0,000000

7 |1,036644 0,595772 1,227690 0,243851 0,000000

8 10,515681 0,354960 0,657884 0,138743 0,000000

9 10,638617 1,820106 3,682849 0,702537 0,000000

10 | 0,014666 0,013817 0,014916 0,012362 0,000000

TABELA 3. Iteracoes da regressao nao-linear para a estimacao dos
parametros o, € o,

ID | alpha n inicial | sigma n inicial | alpha n estimado | sigma n estimado | FO
1 | 1,000000000 1,000000000 1,682785744856 | 0,311230518559 | 0,000000007519
2 10,043390000 | 0,002990000 0,043390000000 | 0,002990000000 | 0,000000015488
3 10,398625381 0,211505993 0,575109198804 | 0,109682372653 | 0,000000007065
4 1-0,002090287 | 0,007205813 0,002090286807 | 0,007205813281 | 0,000000003759
5 10,002028566 | 0,006334005 0,002028565966 | 0,006334005424 | 0,000000005855
6 |0,182896408 | 0,060843038 0,182896408268 | 0,060843038220 | 0,000000021053
7 10,015681916 | 0,010048086 0,015681916361 | 0,010048086089 | 0,000000001435
8 10,007511912 | 0,007057781 0,007511912370 | 0,007057781406 | 0,000000005321
9 10,988016115 |-1,052281518 | 1,678268997161 | 0,310395654629 | 0,000000007519
10 | 1,241101167 | 0,657646942 1,838447927017 | 0,339999290301 | 0,000000007520

o4

TABELA 4. Iteracoes da regressao nao-linear para a estimacgao parametros

Q, € o,




Anexo C

ID | corr(n,r) inicial | corr(n,I) inicial | corr(r,I) inicial | sigma I inicial
1 |0,014820 0,060640 20,321270 0,006740
2 10,015000 0,060000 -0,300000 0,007000
3 1-1,000000 0,000000 -0,300000 0,007000
4 10,000000 0,000000 -0,300000 0,007000
5 | -1,000000 0,070000 -0,400000 1,000000
6 |0,808455 -0,064888 -0,039779 0,013913
7 1 0,700000 -0,080000 0,030000 0,200000
8 10,050000 -0,200000 0,300000 0,200000
9 10,001000 -0,200000 0,300000 0,100000
10 | 0,000000 0,100000 0,005000 0,100000
11 | 0,005000 0,100000 -0,400000 0,021298
12 | -0,005000 0,100000 -0,400000 0,021298
13 | 0,000500 0,500000 -0,200000 0,200000
14 | -0,100000 0,500000 -0,500000 0,300000
15 |-0,900000 -0,500000 0,600000 1,200000
16 | -1,000000 -0,600000 0,800000 1,300000
17 | -1,000000 -0,500000 0,700000 0,800000
18 |-0,800000 -0,600000 0,900000 1,500000
19 |-0,206595 -0,113187 -0,538998 -0,620222
20 | -0,268800 -0,602281 -0,164944 -0,893390
21 |-0,168004 -0,352826 -0,720584 -0,527688
22 1-0,623450 -0,231610 -0,090030 -0,677726
23 1-0,591012 -0,199546 0,438001 0,826272
24 1-0,364156 -0,127378 0,002581 0,798589
25 1-0,839023 -0,433152 0,194314 0,103448
26 |-0,476859 -0,022699 0,391395 0,246375
27 |-0,582602 -0,106339 0,508952 0,972388
28 |-0,437446 -0,270765 0,458432 0,955041
29 1-0,882089 -0,285825 0,042594 1,152467
30 |-0,731057 -0,212818 0,069611 0,041276

TABELA 5. Valores iniciais da regressao nao-linear para a estimacao

parametros pp, pnr, pr1 o1 de acordo com a abordagem Swaps de Inflagao
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1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
0,825667
-0,524243
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
0,568710
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
1,000000
0,576930
1,000000

0,412067
0,546870
-0,246621
-0,198903
0,432184
0,167984
0,666458
-0,309098
-0,442694
0,704102
0,627140
0,656656
0,480213
0,800446
0,161406
0,556727
-0,110110
0,286533
-0,202153
-0,602281
-0,310771
-0,231610
-0,158284
-0,011801
-0,878038
-0,150932
0,780190
-0,206576
-0,076581
0,210223

-0,168454
-0,084752
-0,182979
-0,264467
0,232182

-0,028613
-0,013972
0,477949

0,695876

0,372250

-0,208163
-0,198912
-0,031222
-0,108869
-0,325031
-0,630366
0,064207

10,448295
-0,206684
-0,164944
-0,611691
-0,090030
-0,429804
-0,034936
0,019884

0,600533

~1,000000
-0,252949
-0,153620
0,070902

0,031647
0,031711
0,416174
0,093152
0,401306
0,100279
0,031507
0,000000
0,000000
0,231878
0,022453
0,022124
0,040878
0,022318
0,070410
0,163666
0,000000
0,020822
0,160418
0,000000
0,031311
0,000000
0,171430
0,486011
0,000000
0,000000
0,008995
0,118444
0,550981
0,223906

0,008661
0,008656
0,008795
0,008696
0,008495
0,008657
0,008652
0,026629
0,026629
0,008515
0,008659
0,008659
0,008653
0,008656
0,010079
0,042694
0,026629
0,008677
0,008712
0,026629
0,008687
0,026629
0,013388
0,008684
0,026629
0,026629
0,008667
0,008961
0,014407
0,008633

TABELA 6. Iteracoes da regressao nao-linear para a estimacao parametros

Prrs Pnl, Pr1 01 de acordo com a abordagem Swaps de Inflacao




Anexo D

ID | Mid price | Issue Date | 1st Coupon Date | Maturity Date | TIPS selecionada
31 | 98,2891 31/01/2014 | 15/07/2014 15/01/2024 0
32 (97,5195 |30/04/2019 | 15/10/2019 15/04/2024 1
33 96,9063 |31/07/2014 | 15/01/2015 15/07/2024 0
34 96,3320 | 31/10/2019 | 15/04/2020 15/10/2024 1
35 198,7930 | 30/07/2004 | 15/01/2005 15/01/2025 0
36 95,7930 | 30/01/2015 | 15/07/2015 15/01/2025 0
37 95,1602 | 30/04/2020 | 15/10/2020 15/04/2025 1
38 | 95,6641 31/07/2015 | 15/01/2016 15/07/2025 0
39 194,9805 | 30/10/2020 | 15/04/2021 15/10/2025 1
40 | 98,6953 | 31/01/2006 | 15/07/2006 15/01/2026 0
41 | 95,4844 | 29/01/2016 | 15/07/2016 15/01/2026 0
42 93,9453 | 30/04/2021 | 15/10/2021 15/04/2026 1
43 | 94,1211 29/07/2016 | 15/01/2017 15/07/2026 0
44 193,7461 29/10/2021 | 15/04/2022 15/10/2026 1
45 | 100,7227 | 31/01/2007 | 15/07/2007 15/01/2027 0
46 | 94,0586 | 31/01/2017 | 15/07/2017 15/01/2027 0
47 1 92,8789 | 29/04/2022 | 15/10/2022 15/04/2027 1
48 1 94,1016 | 31/07/2017 | 15/01/2018 15/07/2027 0
49 1 98,9102 |31/10/2022 | 15/04/2023 15/10/2027 1
50 99,2813 | 31/01/2023 | 15/07/2008 15/01/2028 1
51 1 94,0117 | 31/01/2018 | 15/07/2018 15/01/2028 0
52 | 107,7031 | 15/04/1998 | 15/10/1998 15/04/2028 0
53 1 97,2148 | 28/04/2023 | 15/10/2023 15/04/2028 1
54 95,3359 | 31/07/2018 | 15/01/2019 15/07/2028 0
55 | 103,5820 | 30/01/2009 | 15/07/2009 15/01/2029 0
56 | 95,2773 | 31/01/2019 | 15/07/2019 15/01/2029 1

TABELA 7. Lista das obrigacoes TIPS recolhidas e indicacao das obrigacoes

admissiveis para avaliacao da performance das abordagens consideradas

o7
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ID | Mid price | Issue Date | 1st Coupon Date | Maturity Date | TIPS selecionada
57 | 111,0391 | 15/04/1999 | 15/10/1999 15/04/2029 0
58 192,1055 | 31/07/2019 | 15/01/2020 15/07/2029 1
59 90,4883 | 31/10/2020 | 15/07/2020 15/01/2030 0
60 | 90,3320 | 31/07/2020 | 15/01/2021 15/07/2030 1
61 | 89,4102 |29/01/2021 | 15/07/2021 15/01/2031 1
62 | 89,2930 |30/07/2021 | 15/01/2022 15/07/2031 1
63 | 88,6680 | 31/01/2022 | 15/07/2022 15/01/2032 1
64 | 114,2461 | 15/10/2001 | 15/04/2002 15/01/2032 0
65 | 92,5469 | 29/07/2022 | 15/01/2023 15/07/2032 1
66 | 96,4453 | 31/01/2023 | 15/07/2023 15/01/2033 1
67 99,0820 |31/07/2023 | 15/01/2024 15/07/2033 0
68 | 107,6719 |26/02/2010 | 15/08/2010 15/02/2040 0
69 | 107,6406 | 28/02/2011 | 15/08/2011 15/02/2041 0
70 | 85,2500 | 29/02/2012 | 15/07/2012 15/02/2042 0
71 | 82,5781 | 28/02/2013 | 15/08/2013 15/02/2043 0
72 194,4102 | 28/02/2014 | 15/08/2014 15/02/2044 0
73 | 82,9727 | 27/02/2015 | 15/08/2015 15/02/2045 0
74 | 87,0313 | 29/02/2016 | 15/08/2016 15/02/2046 0
75 | 84,1797 | 28/02/2017 | 15/08/2017 15/02/2047 0
76 | 86,3633 | 28/02/2018 | 15/08/2018 15/02/2048 0
77 | 86,1406 | 28/02/2019 | 15/08/2019 15/02/2049 1
78 | 70,0664 | 28/02/2020 | 15/08/2020 15/02/2050 1
79 | 66,8906 | 26/02/2021 | 15/08/2021 15/02/2051 1
80 | 67,1380 | 28/02/2022 | 15/08/2022 15/02/2052 1
81 | 97,6953 | 28/02/2023 | 15/08/2023 15/02/2053 1
TABELA 8. Lista das obrigacoes TIPS recolhidas e indicagao das obrigacoes

admissiveis para avaliacao da performance das abordagens consideradas

(continuagao)




Anexo E

ID

Put

32
34
37
39
42
44
47
49
50
53
56
58
60
61
62
63
65
66
7
78
79
80
81

74,768
-72,098
~71,037
~70,800
68,957
-60,698
152,253
~40,001
-38,385
-35,323
81,335
77,784
76,785
72,612
63,647
54,723
41,574
-36,476
-56,716
52,836
-50,292
_41,927
134,648

TABELA 9. Estimagao das put option segundo a abordagem Jarrow & Yildirim

29



ID | P AIX |C+ VF |PJY Erro VF Ajustado | P ajustado JY | Erro

321 97,5195 | 0,3186 | 121,5303 | 121,2117 | -0,2429 | -29,5828 91,6288 0,0604
34 1 96,3320 | 0,0785 | 118,0896 | 118,0111 | -0,2250 | -28,1021 89,9090 0,0667
37 195,1602 | 0,0778 | 116,4029 | 116,3250 | -0,2224 | -27,4639 88,8611 0,0662
39 1 94,9805 | 0,0775 | 115,1292 | 115,0517 | -0,2113 | -27,2448 87,8069 0,0755
42 1 93,9453 | 0,0766 | 113,0515 | 112,9749 | -0,2026 | -26,2227 86,7522 0,0766
44 1 93,7461 | 0,0736 | 107,9953 | 107,9217 | -0,1512 | -22,1922 85,7296 0,0855
47 192,8789 | 0,0710 | 103,5044 | 103,4334 | -0,1136 | -18,4285 85,0049 0,0848
49 1 98,9102 | 0,8837 | 111,9962 | 111,1125 | -0,1234 | -13,5058 97,6067 0,0132
50 99,2813 | 0,0582 | 112,0964 | 112,0382 | -0,1285 | -12,8931 99,1451 0,0014
53 1 97,2148 | 0,6696 | 107,4189 | 106,7493 | -0,0981 | -11,7481 95,0012 0,0228
56 | 95,2773 | 0,0344 | 123,3129 | 123,2785 | -0,2939 | -32,2673 91,0112 0,0448
58 1 92,1055 | 0,0097 | 112,8880 | 112,8783 | -0,2255 | -30,3756 82,5027 0,1043
60 | 90,3320 | 0,0048 | 109,5357 | 109,5309 | -0,2125 | -29,9480 79,5828 0,1190
61 | 89,4102 | 0,0048 | 107,1674 | 107,1626 | -0,1986 | -27,9013 79,2613 0,1135
62 | 89,2930 | 0,0046 | 102,9479 | 102,9433 | -0,1529 | -23,6556 79,2876 0,1121
63 | 88,6680 | 0,0045 | 98,9721 | 98,9677 |-0,1162 | -19,6913 79,2764 0,1059
65 | 92,5469 | 0,0212 | 102,3527 | 102,3315 | -0,1057 | -14,2383 88,0932 0,0481
66 | 96,4453 | 0,0374 | 109,2567 | 109,2193 | -0,1324 | -12,2517 96,9676 -0,0054
77 | 86,1406 | 1,0423 | 131,7924 | 130,7501 | -0,5179 | -22,5724 108,1777 -0,2558
78 | 70,0664 | 0,2548 | 90,1405 | 89,8857 |-0,2829 | -20,5597 69,3260 0,0106
79 | 66,8906 | 0,1257 | 81,6046 | 81,4789 |-0,2181|-19,3100 62,1689 0,0706
80 | 67,1380 | 0,1174 | 75,4007 | 75,2833 |-0,1213 | -15,0399 60,2434 0,1027
81 | 97,6953 | 1,3234 | 137,5424 | 136,2190 | -0,3943 | -11,6728 124,5462 -0,2748

60

TABELA 10. Estimagao de precos das obrigacoes TIPS segundo a aborda-

gem Jarrow € Yildirim




Anexo F

ID | Put
32 | -13,159
34 | 2,084
37 | 12,246
39 | 19,805
42 | 27,577
44 | 39,289
A7 | 49,625
49 | 60,772
50 | 63,184
53 | 66,309
56 | 39,321
58 | 44,096
60 | 47,300
61 | 51,606
62 | 58,127
63 | 64,305
65 | 73,102
66 | 76,756
77 | 36,726
78 | 37,616
79 | 37,503
80 | 42,030
81 | 45,893

TABELA 11. Estimacao das put option segundo a abordagem Swaps de Inflacao
61



ID | Put P Al C + VF | VF ajustado | P IS Erro Erro2

32 | -13,1592 | 97,5195 | 0,3186 | 121,5303 | - - - -

34 12,0836 | 96,3320 | 0,0785 | 118,0896 | 0,8122 118,8233 | -0,2335 | 505,8564
37 | 12,2463 | 95,1602 | 0,0778 | 116,4029 | 4,7346 121,0596 | -0,2722 | 670,7828
39 | 19,8948 | 94,9805 | 0,0775 | 115,1292 | 7,6558 122,7075 | -0,2919 | 768,7907
42 | 27,5774 | 93,9453 | 0,0766 | 113,0515 | 10,4871 123,4620 | -0,3142 | 871,2322
44 1 39,2886 | 93,7461 | 0,0736 | 107,9953 | 14,3645 122,2862 | -0,3044 | 814,5370
47 1 49,6255 | 92,8789 | 0,0710 | 103,5044 | 17,5018 120,9352 | -0,3021 | 787,1563
49 1 60,7718 | 98,9102 | 0,8837 | 111,9962 | 20,5189 131,6314 | -0,3308 | 1070,6798
50 | 63,1839 | 99,2813 | 0,0582 | 112,0964 | 21,2225 133,2607 | -0,3423 | 1154,6057
53 | 66,3090 | 97,2148 | 0,6696 | 107,4189 | 22,0535 128,8029 | -0,3249 | 997,8033
56 | 39,3210 | 95,2773 | 0,0344 | 123,3129 | 15,5995 138,8780 | -0,4576 | 1901,0196
58 | 44,0963 | 92,1055 | 0,0097 | 112,8880 | 17,2201 130,0984 | -0,4125 | 1443,4634
60 | 47,8001 | 90,3320 | 0,0048 | 109,5357 | 18,6432 128,1741 | -0,4189 | 1432,0234
61 | 51,6060 | 89,4102 | 0,0048 | 107,1674 | 19,8298 126,9925 | -0,4203 | 1412,4309
62 | 58,1271 | 89,2930 | 0,0046 | 102,9479 | 21,6040 124,5473 | -0,3948 | 1242,8668
63 | 64,3046 | 88,6680 | 0,0045 | 98,9721 | 23,1391 122,1068 | -0,3771 | 1118,1538
65 | 73,1020 | 92,5469 | 0,0212 | 102,3527 | 25,0360 127,3675 | -0,3762 | 1212,4764
66 | 76,7564 | 96,4453 | 0,0374 | 109,2567 | 25,7813 135,0006 | -0,3998 | 1486,5140
77 | 36,7263 | 86,1406 | 1,0423 | 131,7924 | 14,6168 145,3668 | -0,6876 | 3507,7446
78 | 37,6158 | 70,0664 | 0,2548 | 90,1405 | 14,6371 104,5228 | -0,4918 | 1187,2401
79 | 37,5033 | 66,8906 | 0,1257 | 81,6046 | 14,3996 95,8785 | -0,4334 | 840,2955
80 | 42,0303 | 67,1380 | 0,1174 | 75,4007 | 15,0770 90,3602 |-0,3459 | 539,2715
81 | 45,8927 | 97,6953 | 1,3234 | 137,5424 | 15,4609 151,6800 | -0,5526 | 2914,3414
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TABELA 12. Estimagao de precos das obrigacoes TIPS segundo a aborda-

gem Swaps de Inflagao




Anexo G

D1 2 3 4

32 | -72,584 | -48,440 | 3,809 | -50,978
34 | -65,595 | -36,147 | 21,967 |-39,391
37 | -60,868 | -28,931 | 34,589 | -32,883
39 |-57,820 | -24,066 | 44,333 | -28,762
42 | -53,293 | -18,576 | 53,784 | -23,946
44 | 41,523 | -8,112 | 67,086 |-13,893
AT | -31,494 | 0,747 | 78,929 |-5477
49 | -20,368 | 10,363 | 91,576 | 3,728
50 [-19,318 | 11,844 | 94,601 | 4,884
53 |-17,178 | 14,118 | 98,337 | 6,870
56 | -63,526 | -17,781 | 71,829 | -27,745
58 | -59,718 | -13,760 | 77,355 |-24,175
60 |-60,228 | -11,890 | 82,249 |-23,430
61 | -57,080 | -8,585 | 86,600 |-20,438
62 |-49,599 | -2,259 | 93,706 |-14,162
63 |-42,598 | 3,652 | 100,458 | -8,293
65 |-31,879 | 12,202 | 109,957 | 0,377
66 | -28,498 | 15,469 | 114,049 | 3,533
77 | -74,980 | -11,451 | 69,487 | -8,951
78 | -71,296 | -8,945 | 69,999 | -5,095
79 | -68,960 | -7,485 | 69,478 |-2,329
80 | -60,088 | -1,126 | 73,653 | 5,206
81 |-52,304 | 4,468 | 77,163 | 11,925

TABELA 13. Estimacao das put option a partir dos parametros alternativos

estimados segundo a abordagem Swaps de Inflacao
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ID

Put

P

Al

C+ VF

VF ajustado

P IS

Erro

Erro2

32
34
37
39
42
44
47
49
50
93
56
58
60
61
62
63
65
66
7
78
79
30
81

48,4402
-36,1473
-28,9315
-24,0656
-18,5761
-8,1121
0,7467
10,3628
11,8442
14,1184
~17,7809
-13,7605
~11,8904
-8,5852
-2,2593
3,6517
12,2017
15,4693
11,4513
-8,0448
74847
-1,1261
4,4684

97,5195
96,3320
95,1602
94,9805
93,9453
93,7461
92,8789
98,9102
99,2813
97,2148
95,2773
92,1055
90,3320
89,4102
89,2930
88,6630
92,5469
96,4453
86,1406
70,0664
66,8906
67,1380
97,6953

0,3186
0,0785
0,0778
0,0775
0,0766
0,0736
0,0710
0,8837
0,0582
0,6696
0,0344
0,0097
0,0048
0,0048
0,0046
0,0045
0,0212
0,0374
1,0423
0,2548
0,1257
0,1174
1,3234

121,5303
118,0896
116,4029
115,1292
113,0515
107,9953
103,5044
111,9962
112,0964
107,4189
123,3129
112,8880
109,5357
107,1674
102,9479
98,9721

102,3527
109,2567
131,7924
90,1405

81,6046

75,4007

137,5424

0,2633
3,4989
3,0783
4,6956

1,3140
4,1788
5,1959

1,5054

103,6967
114,6114
116,0165
111,4449

100,2817
106,5104
114,4152

137,7244

-0,1165
-0,1587
-0,1686
-0,1464

10,1310
-0,1509
-0,1863

-0,4097

117,0257
246,5281
280,0689
202,4956

134,8784
194,9787
322,9170

1602,3266
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TABELA 14. Estimagao de precos das obrigacoes TIPS segundo a aborda-

gem Swaps de Inflagao alternativa 2




ID | Put P Al C + VF | VF ajustado | P IS Erro Erro2

32 | 3,8091 97,5195 | 0,3186 | 121,5303 | 1,5071 122,7188 | -0,2584 | 635,0032
34 1 21,9674 | 96,3320 | 0,0785 | 118,0896 | 8,5624 126,5735 | -0,3139 | 914,5456
37 | 34,5887 | 95,1602 | 0,0778 | 116,4029 | 13,3726 129,6976 | -0,3629 | 1192,8340
39 | 44,3331 | 94,9805 | 0,0775 | 115,1292 | 17,0600 132,1117 | -0,3909 | 1378,7319
42 153,7839 93,9453 | 0,0766 | 113,0515 | 20,4528 133,4277 | -0,4203 | 1558,8568
44 1 67,0856 | 93,7461 | 0,0736 | 107,9953 | 24,5275 132,4492 | -0,4129 | 1497,9286
47 178,9293 | 92,8789 | 0,0710 | 103,5044 | 27,8366 131,2700 | -0,4133 | 1473,8792
49 1 91,5763 |98,9102 | 0,8837 | 111,9962 | 30,9197 142,0322 | -0,4360 | 1859,5127
50 1 94,6014 | 99,2813 | 0,0582 | 112,0964 | 31,7752 143,8134 | -0,4485 | 1983,1160
53 98,3374 | 97,2148 | 0,6696 | 107,4189 | 32,7058 139,4551 | -0,4345 | 1784,2411
56 | 71,8287 | 95,2773 | 0,0344 | 123,3129 | 28,4961 151,7745 | -0,5930 | 3191,9327
58 | 77,3547 | 92,1055 | 0,0097 | 112,8880 | 30,2079 143,0862 | -0,5535 | 2599,0327
60 | 82,2487 |90,3320 | 0,0048 | 109,5357 | 32,0791 141,6099 | -0,5677 | 2629,4240
61 | 86,5997 | 89,4102 | 0,0048 | 107,1674 | 33,2763 140,4390 | -0,5707 | 2603,9380
62 | 93,7061 | 89,2930 | 0,0046 | 102,9479 | 34,8276 137,7709 | -0,5429 | 2350,1104
63 | 100,4578 | 88,6680 | 0,0045 | 98,9721 | 36,1484 135,1160 | -0,5238 | 2157,4221
65 | 109,9571 | 92,5469 | 0,0212 | 102,3527 | 37,6581 139,9897 | -0,5126 | 2250,8174
66 | 114,0494 | 96,4453 | 0,0374 | 109,2567 | 38,3075 147,5268 | -0,5296 | 2609,3214
77 169,4871 | 86,1406 | 1,0423 | 131,7924 | 27,6553 158,4054 | -0,8389 | 5222,1920
78 1 69,9990 | 70,0664 | 0,2548 | 90,1405 | 27,2380 117,1237 | -0,6716 | 2214,3899
79 1 69,4778 | 66,8906 | 0,1257 | 81,6046 | 26,6763 108,1552 | -0,6169 | 1702,7642
80 | 73,6527 | 67,1380 | 0,1174 | 75,4007 | 26,4205 101,7037 | -0,5148 | 1194,7872
81 | 77,1632 | 97,6953 | 1,3234 | 137,5424 | 25,9958 162,2148 | -0,6604 | 4162,7635

TABELA 15. Estimagao de precos das obrigacoes TIPS segundo a aborda-

gem Swaps de Inflagao alternativa 3
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ID

Put

P

Al

C+ VF

VF ajustado

P IS

Erro

Erro2

32
34
37
39
42
44
47
49
50
93
56
58
60
61
62
63
65
66
7
78
79
30
81

-50,9779
-39,3914
-32,8834
28,7618
23,9461
-13,8928
-5,4766
3,7282
4,8835
6,8700
97,7447
24,1752
23,4304
-20,4380
-14,1621
-8,2034
0,3770
3,5333
-8,9505
-5,0952
-2,3290
5,2060
11,9246

97,5195
96,3320
95,1602
94,9805
93,9453
93,7461
92,8789
98,9102
99,2813
97,2148
95,2773
92,1055
90,3320
89,4102
89,2930
88,6630
92,5469
96,4453
86,1406
70,0664
66,8906
67,1380
97,6953

0,3186
0,0785
0,0778
0,0775
0,0766
0,0736
0,0710
0,8837
0,0582
0,6696
0,0344
0,0097
0,0048
0,0048
0,0046
0,0045
0,0212
0,0374
1,0423
0,2548
0,1257
0,1174
1,3234

121,5303
118,0896
116,4029
115,1292
113,0515
107,9953
103,5044
111,9962
112,0964
107,4189
123,3129
112,8880
109,5357
107,1674
102,9479
98,9721

102,3527
109,2567
131,7924
90,1405

81,6046

75,4007

137,5424

-20,1700
-15,3538
-12,7133
~11,0680
-9,1062
-5,0794
“1,9315
1,2588
1,6403
2,2849
~11,0070
-9,4407
19,1384
-7,8534
-5,2636
-2,9843
0,1291
1,1868
-3,5622
~1,9826
-0,8042
1,8675
4,0173

112,3713
113,6785
109,0342

102,4607
110,4061

77,1507
140,2363

10,1361
-0,1450
10,1216

-0,1071
10,1448

-0,1491
-0,4354

181,2020
207,2813
139,6978

08,2829
194,9030

100,2545
1809,7391
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Anexo I

TABELA 18. Estimacao dos cupoes ajustados das obrigacoes TIPS com

Data C/ID

7

78

79

80

81

15/08/2023
15/02,/2024
15/08 /2024
15/02/2025
15/08/2025
15/02/2026
15/08 /2026
15/02/2027
15/08/2027
15/02/2028
15/08 /2028
15/02/2029
15/08/2029
15/02/2030
15/08/2030
15/02/2031
15/08/2031
15/02/2032
15/08/2032
15/02/2033
15/08/2033
15/02/2034
15/08 /2034
15/02/2035
15/08/2035
15/02/2036
15/08/2036
15/02/2037
15/08/2037
15/02/2038
15/08/2038
15/02/2039
15/08/2039
15/02/2040
15/08 /2040
15/02,/2041
15/08 /2041

1,22234
1,21324
1,20426
1,19516
1,18622
1,17712
1,16817
1,15907
1,15012
1,14106
1,13207
1,12296
1,11402
1,10491
1,09597
1,08686
1,07792
1,06885
1,05986
1,05075
1,04181
1,03270
1,02376
1,01465
1,00571
0,99665
0,98765
0,97855
0,96960
0,96050
0,95155
0,94245
0,93350
0,92444
0,91545
0,90634
0,89740

0,20877
0,29655
0,29436
0,29213
0,28994
0,28772
0,28553
0,28331
0,28112
0,27891
0,27671
0,27448
0,27230
0,27007
0,26788
0,26566
0,26347
0,26126
0,25906
0,25683
0,25465
0,25242
0,25023
0,24801
0,24582
0,24361
0,24141
0,23918
0,23700
0,23477
0,23259
0,23036
0,22817
0,22596
0,22376
0,22153
0,21935

0,14740
0,14631
0,14522
0,14413
0,14305
0,14195
0,14087
0,13977
0,13869
0,13760
0,13652
0,13542
0,13434
0,13324
0,13216
0,13107
0,12999
0,12889
0,12781
0,12671
0,12563
0,12454
0,12346
0,12236
0,12128
0,12019
0,11910
0,11800
0,11693
0,11583
0,11475
0,11365
0,11257
0,11148
0,11040
0,10930
0,10822

0,13771
0,13669
0,13568
0,13465
0,13365
0,13262
0,13161
0,13059
0,12958
0,12856
0,12754
0,12652
0,12551
0,12448
0,12348
0,12245
0,12144
0,12042
0,11941
0,11838
0,11738
0,11635
0,11534
0,11432
0,11331
0,11229
0,11127
0,11025
0,10924
0,10821
0,10721
0,10618
0,10517
0,10415
0,10314
0,10211
0,10111

1,55204
1,54048
1,52909
1,51753
1,50618
1,49462
1,48326
1,47170
1,46034
1,44883
1,43741
1,42585
1,41450
1,40294
1,39158
1,38002
1,36866
1,35715
1,34573
1,33417
1,32281
1,31125
1,29989
1,28833
1,27698
1,26547
1,25405
1,24249
1,23113
1,21957
1,20821
1,19665
1,18529
1,17379
1,16237
1,15081
1,13945

pagamentos semestrais de cupoes nos meses de fevereiro e agosto
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Data C/ID | 77 78 79 80 81
15/02,/2042 | 0,88829 0,21712 0,10712 0,10008 1,12789
15/08/2042 | 0,87935 0,21494 0,10604 0,09907 1,11653
15/02/2043 | 0,87024 0,21271 0,10494 0,09805 1,10497
15/08/2043 | 0,86176 0,21064 0,10392 0,09709 1,09420
15/02/2044 | 0,85611 0,20926 0,10324 0,09645 1,08702
15/08/2044 | 0,85049 0,20788 0,10256 0,09582 1,07989
15/02/2045 | 0,84481 0,20649 0,10188 0,09518 1,07267
15/08/2045 | 0,83922 0,20513 0,10120 0,09455 1,06558
15/02/2046 | 0,83353 0,20374 0,10052 0,09391 1,05836
15/08/2046 | 0,82795 0,20237 0,09984 0,09328 1,05127
15/02/2047 | 0,82226 0,20098 0,09916 0,09264 1,04405
15/08/2047 | 0,81668 0,19962 0,09848 0,09201 1,03696
15/02,/2048 | 0,81102 0,19824 0,09780 0,09137 1,02978
15/08/2048 | 0,80540 0,19686 0,09712 0,09074 1,02264
15/02/2049 | 0,79972 0,19547 0,09644 0,09010 1,01542
15/08/2049 | - 0,19411 0,09577 0,08947 1,00833
15/02,/2050 | - 0,19272 0,09508 0,08883 1,00111
15/08/2050 | - - 0,09441 0,08820 0,99402
15/02/2051 | - - 0,09372 0,08756 0,98680
15/08/2051 | - - - 0,08693 0,97971
15/02/2052 | - - - 0,08629 0,97253
15/08/2052 | - - - - 0,96540
15/02/2053 | - - - - 0,95818
Soma C Aj | 51,82048497 | 13,05317388 | 6,628069262 | 6,365628778 | 73,66395115

TABELA 19. Estimacao dos cupoes ajustados das obrigacoes TIPS com

pagamentos semestrais de cupoes nos meses de fevereiro e agosto (conti-

nuagao)
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Anexo K

Next Coupon Date | Years to Next Coupon Date | P n(t,T) | P r(t,T)
15/01/2024 0,488 0,013 | 1,005
15/07/2024 0,984 0,901 0,997
15/01/2025 1,489 0,889 | 0,990
15/07/2025 1,984 0,878 0,982
15/01/2026 2,489 0,866 | 0,975
15/07/2026 2,984 0,854 0,967
15/01/2027 3,488 0,842 0,960
15/07/2027 3,984 0,830 0,952
15/01/2028 4,486 0,818 0,945
15/07/2028 4,984 0,806 0,937
15/01/2029 5,489 0,794 | 0,930
15/07/2029 9,984 0,782 0,922
15/01/2030 6,489 0,770 0,915
15/07/2030 6,984 0,758 0,908
15/01/2031 7,489 0,746 0,900
15/07/2031 7,984 0,734 0,893
15/01/2032 8,486 0,722 0,885
15/07/2032 8,984 0,711 0,878
15/01/2033 9,489 0,699 0,870
15/07/2033 9,984 0,687 0,863
15/08/2023 0,068 0,923 1,011
15/02/2024 0,573 0,911 1,003
15/08/2024 1,070 0,899 0,996
15/02/2025 1,574 0,887 0,988
15/08/2025 2,069 0,876 0,981
15/02/2026 2,574 0,864 | 0,973
15/08/2026 3,069 0,852 0,966
15/02/2027 3,573 0,840 0,958
15/08/2027 4,069 0,828 0,951
15/02/2028 4,571 0,816 0,944

TABELA 21. Estimagao dos fatores de desconto reais e nominais para ma-
turidades diferentes de 10, 20 e 30 anos
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Next Coupon Date | Years to Next Coupon Date | P n(t,T) | P r(t,T)
15/08/2028 5,069 0,804 0,936
15/02/2029 9,574 0,792 0,929
15/08/2029 6,069 0,780 0,921
15/02/2030 6,574 0,768 0,914
15/08/2030 7,069 0,756 0,906
15/02/2031 7,573 0,744 0,899
15/08/2031 8,069 0,732 0,891
15/02/2032 8,571 0,720 0,884
15/08/2032 9,069 0,709 0,876
15/02/2033 9,574 0,697 0,869
15/08/2033 10,069 0,685 0,861
15/02/2034 10,574 0,673 0,854
15/08,/2034 11,069 0,661 | 0,847
15/02/2035 11,574 0,649 0,839
15/08/2035 12,069 0,637 0,832
15/02/2036 12,571 0,625 0,824
15/08/2036 13,069 0,613 0,817
15/02/2037 13,574 0,601 0,809
15/08/2037 14,069 0,589 0,802
15/02/2038 14,574 0,577 0,794
15/08/2038 15,069 0,565 0,787
15/02/2039 15,574 0,553 0,779
15/08/2039 16,069 0,542 0,772
15/02/2040 16,571 0,530 0,764
15/08/2040 17,069 0,518 0,757
15/02/2041 17,574 0,506 | 0,749
15/08/2041 18,069 0,494 0,742
15/02,/2042 18,574 0,482 | 0,735
15/08,/2042 19,069 0,470 0,727
15/02/2043 19,574 0,458 0,720

TABELA 22. Estimacao dos fatores de desconto reais e nominais para ma-

turidades diferentes de 10, 20 e 30 anos (continuagao)



Next Coupon Date | Years to Next Coupon Date | P n(t,T) | P r(t,T)
15/08/2043 20,069 0,447 0,713
15/02/2044 20,571 0,440 0,708
15/08,/2044 21,069 0434 | 0,703
15/02/2045 21,574 0,427 0,699
15/08/2045 22,069 0,421 0,694
15/02,/2046 922,574 0414  |0,689
15/08/2046 23,069 0,408 0,685
15/02/2047 23,574 0,401 | 0,680
15/08/2047 24,069 0,395 0,675
15/02/2048 24,571 0,388 0,671
15/08/2048 25,069 0,382 0,666
15/02/2049 25,574 0,375 0,661
15/08,/2049 26,069 0,369 | 0,657
15/02/2050 26,574 0,362 0,652
15/08/2050 27,069 0,356 0,647
15/02/2051 27,574 0,349 0,643
15/08/2051 28,069 0,343 0,638
15/02/2052 28,571 0,336 0,633
15/08/2052 29,069 0,330 0,629
15/02/2053 29,574 0,323 0,624
15/10/2023 0,236 0,919 1,008
15/04/2024 0,735 0,907 1,001
15/10/2024 1,237 0,805 | 0,993
15/04,/2025 1,735 0,884 0,986
15/10/2025 2,236 0,872 | 0,978
15/04/2026 2,735 0,860 0,971
15/10/2026 3,236 0,848 0,963
15/04/2027 3,735 0,836 0,956
15/10/2027 4,236 0,824 0,949
15/04/2028 4,735 0,812 0,941

TABELA 23. Estimacao dos fatores de desconto reais e nominais para ma-

turidades diferentes de 10, 20 e 30 anos (continuagao)



