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Resumo

A matematica do risco, enquanto o ramo da mateméatica que apoia a ciéncia do risco na
investigacdo do seu objecto, o risco, enquanto tal, ndo possui um corpo conceptual
formal unificado.

A presente tese contribui para um tal corpo, investigando a matematica do risco a partir
dos seus fundamentos, assumindo o risco, enquanto tal, como o objecto de investigacao.

E reconhecido que a teoria das categorias permite introduzir um substrato mateméatico
comum, tanto para a matematica da medicdo do risco como para a modelacéo de
sistemas em situacfes de risco. Assim, os fundamentos da matemética do risco sdo
trabalhados a partir do formalismo da légica da teoria das categorias, no seio da
linguagem formal Lca, Subjacente ao calculo categorial, permitindo desenvolver a

conexdo entre o objecto da ciéncia do risco, o formalismo e a ciéncia dos sistemas, a
qual constitui um substrato conceptual cientifico para a ciéncia do risco.

Investigando a conex&o entre a teoria das categorias, a topologia categorial, e as nogoes
de acaso, aleatorio, estocéastico, caos e aleatoriedade algoritmica, o formalismo dateoria
das categorias é directamente ligado a matematica do risco e, assim, demonstra-se que o
mesmo fornece um enquadramento unificado, no qual, o risco, enquanto tal, assim
como a modelagdo dos sistemas em situacOes de risco podem ser apreendidos e
trabalhados, a partir de uma perspectiva matematica. Apresenta-se, também, uma
aplicacdo do formalismo a captura de turbuléncia multifractal, risco de sincronizacéo e
efeitos de Malcolm, com implicacdes para as financas e para a gestéo do risco.

Palavras-chave: risco; situacdo de risco; acaso; aleatério; caos, estocastico; matematica
do risco; ciéncia do risco; ciéncia dos sistemas; teoria das categorias; calculo categorial.
JEL: C02; C15; C73; GO1; G32.

MSC Classifications by AMS: 18A05; 18A10; 18A15; 18C50; 03D10; 03D15;
03D32.



Abstract

Risk mathematics, as the branch of mathematics that supports risk science in the
research of its object, the risk, as such, lacks a unified formal conceptual body.

The present thesis makes a contribution towards such a body, by researching risk
mathematics from its foundations, assuming the risk, as such, as the object of research.

It is recognized that category theory allows the introduction of a common mathematical
substratum, both for the risk measurement mathematics as well as for the modelling of
systems in situations of risk. Thus, the foundations of risk mathematics are worked upon
from the formalism of category theory’s logic, within the formal language Lca;,

underlying categorial calculus, which allows the development of the connection
between the object of risk science, the formalism itself and systems science, which
constitutes a scientific conceptual substratum for risk science.

By researching the connection between category theory, categorial topology, and the
notions of acaso', aleatorial, stochastic, chaos and algorithmic randomness, category
theory’s formalism is directly linked to risk mathematics and, thus, it is shown to
provide for a unified framework upon which risk, as such, as well as the modelling of
systems in situations of risk can be apprehended and worked upon, from a mathematical
perspective. It is also shown an application of the formalism to the capturing of
multifractal turbulence, synchronization risk and Malcolm effects, with implications for
finance and risk management.

Keywords: risk; situation of risk; acaso; aleatorial; chaos, stochastic; algorithmic
randomness; risk mathematics;, risk science; systems science; category theory;
categorial calculus.

JEL: C02; C15; C73; GO01; G32.

MSC Classifications by AMS: 18A05; 18A10; 18A15; 18C50; 03D10; 03D15;
03D32.

1 A opc&o por se manter o termo portugués “acaso”, na versdo inglesa do abstract e na versio inglesa das
keywords, e ndo o termo, correspondente, em inglés, “chance’, é justificada por razdes de imperativo
conceptual, pois o termo “chance’ ndo sintetiza os elementos causais de raiz sistémica formativa,
exemplificados pelas respectivas dindmicas vitais Sstémicas, tal como as mesmas sS40
interdisciplinarmente trabalhadas pela ciéncia do risco.



Sumario Executivo

A matemética do risco, enquanto ramo da matematica que apoia a ciéncia do risco na
investigacdo do seu objecto, o risco, enquanto tal, ndo possui um corpo conceptual
formal unificado.

A presente tese contribui para um tal corpo conceptual formal, investigando a
matematica do risco a partir dos seus fundamentos, assumindo o risco, enquanto tal,
como objecto de investigacéo.

E reconhecido que a teoria das categorias permite introduzir um substrato mateméatico
comum, tanto para a matematica da medicdo do risco, como para a modelacdo de
sistemas em situagdes de risco.

Assim, os fundamentos da matematica do risco séo trabalhados a partir do formalismo
da logica da teoria das categorias, no seio da linguagem formal Lcax, subjacente ao

calculo logico da teoria das categorias, ou célculo categorial. O calculo categorial
trabalha a partir de uma ontologia sistémica que ndo € independente dos critérios de
verdade cientificos da ciéncia dos sistemas, sendo as relacdes |6gicas, em Lca;, relagdes

sistémicas e as derivacdes l0gicas, acerca de relagdes, processos e padrdes sistémicos.

Deste modo, o calculo categorial permite desenvolver a conexéo entre o objecto da
ciéncia do risco, o formalismo e a ciéncia dos sistemas, a qual constitui um substrato
conceptual cientifico para aciéncia do risco.

Na presente tese, este calculo l6gico € expandido, sendo investigada a conexdo entre a
teoria das categorias, a topologia categorial, e as nocdes de acaso, aleatorio, estocastico,
caos e aleatoriedade algoritmica. O formalismo da teoria das categorias € directamente
ligado a matematica do risco e, assim, demonstrase que 0 mesmo fornece um
engquadramento unificado, no qual, o risco, enquanto tal, assim como a modelagéo de
sistemas em situagcdes de risco podem ser apreendidos e trabalhados, a partir de uma
perspectiva matemética.

E, também, apresentada uma aplicacio do formalismo & captura de turbuléncia
multifractal, risco de sincronizacéo e efeitos de Malcolm, com implicagbes para as
financas e para a gestéo do risco.
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Capitulo 1. Introducao

A necessidade do desenvolvimento auténomo de uma ciéncia do risco comecgou a
ser sinalizada, com maior frequéncia, na transicao do século XX para o século
XXI (Guilhou e Lagadec, [2002], 2004), em particular, apos a identificagdo do pro-
blema transdisciplinar das situagdes de risco interconectadas e das dindmicas de
risco sistémico, consideradas em termos locais e em termos globais (Guilhou e
Lagadec, [2002], 2004; Colizza e Vespignani, 2010).

Enquanto ciéncia fundamental, a ciéncia do risco evoluiu a partir da andlise do
risco (risk analysis), da ciéncia dos sistemas e das ciéncias da complexidade,
sendo conceptualmente suportada pela filosofia do risco, pela ciéncia dos sistemas,
pelas ciéncias da complexidade e pela matemética do risco.

A andlise do risco desenvolveu-se, inicialmente, enquanto ciéncia aplicada,
visando a avaliacao do risco em diferentes contextos e sistemas, procurando cap-
turar as dinamicas de risco e fornecer ferramentas de avaliagao do risco em quais-
quer situacoes sistémicas em que se pode afirmar existir risco, como, por exemplo,
(Peat, 2002): a perda de controlo num aviao, devido a turbuléncia ou a falhas tec-
nologicas; a colisao de comboios; as dinamicas das epidemias e as doengas emer-
gentes; catastrofes ecoldgicas e a turbuléncia multifractal nas dindmicas das rendi-
bilidades dos precos dos activos financeiros.

Inicialmente, a andlise do risco foi introduzida, enquanto ciéncia interdisci-
plinar, por matematicos e engenheiros (Peat, 2002), tendo rapidamente crescido
metodologicamente a partir dos problemas investigados e da sinergizacao de ferra-
mentas de modelacao vindas da ciéncia dos sistemas e das ciéncias da complexi-
dade, aplicadas a diferentes situacoes de risco.

A passagem da andlise do risco para a ciéncia do risco ocorre com a transfor-
macao do problema central, o qual, na ciéncia do risco, é o seu objecto, tomado
enquanto problema, a saber: o risco, enquanto tal. A necessidade de investigacao
do risco, enquanto tal, resultou do proprio crescimento da andlise do risco e da
necessidade de desenvolvimento de ferramentas mais eficazes para lidar com sis-
temas complexos em rede, e em que diferentes situacoes de risco, de diferentes
naturezas, se interpenetram (Tainter, 1996; Peat, 2002; Guilhou e Lagadec,
[2002], 2004; Madeira, 2008; Madeira e Gongalves, 2009; Colizza e Vespignani,
2010).

A constituicao do risco, enquanto problema, pode ser sinalizada no trabalho de
investigagdo acerca do risco, desenvolvido pelo World Economic Forum (WEF),
na forma do seu risk browser!, o qual resultou de uma sintese daquilo que cons-



titui a perspectiva dominante acerca da natureza das situagoes de risco, com
impacto e relevancia decisional para as sociedades humanas, a saber: a interconec-
tividade de situacgoes de risco de diferentes naturezas, tal que nao é possivel ava-
liar o risco sem um didlogo interdisciplinar para o qual o contributo da ciéncia do
risco, ao tomar como seu objecto o risco, enquanto tal, é indispensével.

A interconectividade de situacoes de risco de diferentes naturezas é relevado
pelo WEF através do seu risk browser, na forma do Risks Interconnection Map?
(RIM), cuja estrutura global é apresentada na figura 1., do anexo B., esta
estrutura evidencia a interconectividade das situacoes de risco, tipificadas a partir
da sua natureza, tal que: os tamanhos dos nds correspondem a uma avaliagao da
probabilidade de concretizagao de ameagas; a densidade do circulo, para cada no,
corresponde a uma avaliacao da severidade das perdas potenciais; a densidade de
cada arco avalia a forca da conexao entre as situagoes de risco.

O risk browser permite que, através de um cligue num qualquer no da rede do
RIM, seja apresentada a rede de risco para cada tipo de situacao de risco, a qual
¢é definida a partir das adjacéncias. Assim, como exemplo, nas figuras 2. e 3., do
anexo B., sao apresentadas as redes de risco, obtidas a partir do risk browser,
para, respectivamente, a situag¢do de colapso dos pregos dos activos? (figura 2.) e
a situagao de pandemia (figura 3.). Note-se que existe, no mapa do risco, uma
ligacao entre estes dois tipos de situacoes de risco.

A sintese apresentada pelo WEF permite sinalizar o facto de que as sociedades
humanas se confrontam com situacgoes e processos de risco produzido em rede,
com dindmicas sistémicas globais interconectadas, dificeis de percepcionar, inter-
pretar, compreender e computar, para efeitos de antecipagao conjectural e cons-
trucao de cenarios e modelos que permitam a gestao de recursos para decisao e
eficicias atempadas de prevencao de risco sistémico.

Um exemplo é o caso da epidemiologia, a qual esta, correntemente, a neces-
sitar de trabalhar com uma nova abordagem para a modelagao da dispersao de
uma epidemia, de tal modo que se torna necessario considerar os factores econo-
micos, financeiros, sociais e mediaticos que interferem no processamento do risco,
por parte dos sistemas, e determinam, por seu turno, a préopria exposi¢ao dos sis-
temas ao risco (Colizza e Vespignani, 2010).

Assim, para modelar a dispersao de uma epidemia ou a transicao de uma epi-
demia para uma pandemia, torna-se necessario desenvolver modelos baseados em
redes adaptativas que modelem, também, os sistemas sociais, econémicos, finan-
ceiros, os media e a dispersao de estratégias adaptativas locais por parte dos
agentes humanos, pois, todos estes factores afectam a situacdo de risco epidemio-
légico (Colizza e Vespignani, 2010).

1. Disponibilizado no website: http:/ /www.weforum.org/documents/riskbrowser2010/risks/.
2. Ver website da nota anterior.

3. Activo reais e activos financeiros.



Por seu turno, cenarios epidemiologicos podem ser generalizados e as mesmas
ferramentas que podem servir de apoio a epidemiologia, na modelacao da dis-
persao de uma epidemia por uma populacao, podem ser tuteis na andlise da dis-
persao de factores de risco financeiro na rede financeira e, assim, a dinamica dos
mercados pode ser capturada a partir de modelos de dispersao de expectativas,
processadas pelos agentes em rede (Gongalves, 2003; Gongalves e Gongalves, 2007;
Gongalves, 2010). Este é apenas um exemplo do modo como situagdes de risco se
podem interconectar e de como sinergias podem ser obtidas ao nivel das ferra-
mentas, aplicadas a diferentes situagoes de risco.

Apesar do esforco cientifico para resolver procedimentos relacionados com cri-
térios de exigéncia metodologica, orientada por e para situagoes potenciais e con-
cretas de risco, sinalizado e marcado pelo ritmo de produgao acelerada de risco
sistémico, e ainda pelos critérios de exigéncia em investigacao fundamental, no
que diz respeito & matemaéatica do risco, alguns problemas estruturais sobrevivem,
a saber:

e Falta um corpo légico unificado compativel com o discurso sistémico da
ciéncia do risco;

e Falta um corpo formal que permita apoiar a ciéncia do risco na investi-
gacao do seu objecto, isto €, o risco, enquanto tal;

e E necessario um formalismo em que os processos em rede sejam traba-
lhados desde a raiz logica, e tal que seja compativel com um trabalho
matematico de multiplas situacoes de risco interconectadas.

Falta, assim, a ciéncia do risco, um corpo conceptual matematico, unificado e
construido a partir dos fundamentos conceptuais da ciéncia dos sistemas, e é pre-
cisamente para a constituicao desse corpo conceptual que a presente tese visa dar
um contributo, trabalhando sobre os fundamentos da matematica do risco.

2

Assim, o objecto da presente tese é o risco, enquanto tal, e o objectivo é a
construgao de uma base formal a ser incorporada na constituicao do acima refe-
rido corpo conceptual matemético.

Ao trabalhar a matematica do risco, a partir dos fundamentos, a presente tese
situa-se no seio da metamatemdtica, a qual é o ramo da matematica que investiga
os fundamentos da propria matematica (Chaitin, 2006). Deste modo, a metodo-
logia seguida é a da metamatemdtica, a qual passamos a explicitar, conectando-a
com a investigacao acerca dos fundamentos da matematica do risco e, assim, com
o enquadramento disciplinar da tese e as questoes metodologicas decorrentes desse
mesmo enquadramento e da sua relacao com o objecto e objectivo.



1.1. A metamatemdtica e os fundamentos da matemadtica do
T18CO

A metamatemdtica visa uma eficacia na construcao de um campo tedrico matema-
tico, tal que se procura investigar, a partir dos fundamentos, a relagao entre o for-
malismo matematico e o objecto ou o dominio de objectos sob formalizagao, em
particular no que respeita a: consisténcia dos argumentos (sintare); captura
formal da natureza do objecto ou do dominio de objectos sob formalizacao
(semdntica). Assim, enquanto ferramentas centrais, a metamatemdtica serve-se de
linguagens formais, cuja sintaxe reflecte a estrutura logica abstracta do forma-
lismo, e cuja seméantica reflecte a relacao entre o formalismo e o objecto ou o
dominio de objectos sob formalizacao.

Na revisao dos resultados e na analise das consequéncias de uma investigacao,
desenvolvida no seio da metamatemdtica, €, também, necesséario reflectir a partir
daquilo que é a natureza da matematica e acerca da relacao da mesma com o uso
eficaz que dela é feito.

Deste modo, um trabalho de investigacao que aplica estruturas disponiveis na
matemética para aplicacao a resolugao de um dado problema, em contextos disci-
plinares ou interdisciplinares fora da matemaética, difere quer de um trabalho de
investigagao que visa contributos para o desenvolvimento da propria matematica,
quer de um trabalho de investigacao, como é o caso da presente tese, em que a
matemética é investida de uma ontologia hibrida, enquanto matematica do risco,
e em que o risco se situa, no seio da matematica, como seu objecto e problema a
ser abordado segundo os critérios e procedimentos de investigacao da propria

matematica, enquanto disciplina.

No primeiro caso, a reflexdo e critérios metodolégicos sao orientados para o
objecto de aplicagao visado, assumindo a matematica, neste contexto, o papel de
ferramenta para outras areas disciplinares, sendo, assim, investida de uma eficacia
exterior a matematica.

No segundo caso, é a propria matematica, enquanto disciplina, que se coloca
perante si como objecto, problema, e objectivo, no que diz respeito ao seu funda-
mento e causalidade endogena, visando eficacias de crescimento e desenvolvimento
mateméatico. Nesse sentido, os procedimentos e critérios metodologicos obedecem
a linguagens fundamentais que operam segundo regras de legitimidade e consis-
téncia autocontidas, impostas pela propria matematica, segundo critérios de iden-
tidade e de validade logica.

No terceiro caso, nao sendo o objecto da matematica a propria matemaética é,
contudo, um objecto, o risco, enquanto tal, posto pela matemética no seu seio dis-
ciplinar, obrigando-a & mobilizacao e utilizacao de linguagens fundamentais,
capazes de trabalhar com a ontologia do objecto, trazendo consequéncias avalia-
tivas para a propria matematica, no sentido em que a obriga, enquanto area disci-
plinar, a reflectir acerca das suas linguagens disponiveis e respectivos limites.



Dada a natureza do objecto da matemaética do risco ser o mesmo que o da
ciéncia do risco (o risco, enquanto tal), este tem de ser conceptualmente traba-
lhado no seio de um discurso formal, o que obriga & mobilizacao e utilizagao de
linguagens fundamentais, capazes de trabalhar com a ontologia sistémica do
objecto, com consequéncias ao nivel dos proprios fundamentos da matematica do
risco, enquanto disciplina, consequéncias que tém de ser consideradas e incorpo-
radas neste trabalho de investigacao.

Em particular, o formalismo logico e, logo, as linguagens formais a serem
introduzidas tém de possuir um nivel de generalidade acima daquele da logica
classica, especificamente, tém de ser mais gerais do que o cdlculo de predicados,
subjacente aos principais ramos da matematica.

De facto, enquanto que, na [dgica cldssica, é visada uma eficacia ao nivel do
problema da validade do discurso, independentemente dos critérios de verdade
cientifica, a matemaética do risco necessita de trabalhar, a partir dos seus funda-
mentos e, logo, a partir do seu substrato l6gico, uma ontologia sistémica que nao é
independente dos critérios de verdade cientificos, em particular, daqueles que sao
trabalhados no seio da ciéncia dos sistemas, pois, trata-se de investigar, em
termos matemaéticos, o risco nos sistemas.

E necesséario, assim, que as derivacoes logicas da matematica do risco sejam
acerca de relagoes, processos e padroes sistémicos, e que o sistema logico seja
capaz de lidar com a auto-referéncia associada a individuacao e identidade sisté-
micas, algo que a logica classica nao é capaz de fazer.

Este substrato logico nao foi, ainda, trabalhado no seio da matematica do
risco. A investigacao na matematica do risco tem sido desenvolvida de modo dis-
perso, sobretudo, a partir das aplicagoes dos modelos das ciéncias da complexi-
dade, a investigagao do risco nos sistemas (Tainter, 1996; Madeira e Gongalves,
2009; Colizza e Vespignani, 2010), mas sem que se tenha procurado uma expansao
formal passivel de trabalhar o risco nos sistemas e a relacao entre o risco e a com-
plexidade.

Para que se possa resolver o problema de uma matemaética do risco auténoma
e conceptualmente consistente com o discurso e base conceptual da ciéncia do
risco, é necessario investigar a matemética do risco, a partir dos seus funda-
mentos, e trabalhar com uma loégica cuja estrutura formal tenha por base concep-
tual a ciéncia dos sistemas.

Um primeiro passo, para a resolugao do problema dos fundamentos sistémicos
da matematica do risco, pode ser dado a partir do reconhecimento de que entre os
diferentes ramos da matematica que lidaram com o risco, em particular, a mate-
matica da medicao do risco e a modelacao de sistemas em situacgoes de risco,
podem ser identificadas relagoes matemaéticas entre os objectos, passiveis de serem
trabalhadas no seio da teoria matemdtica das categorias.

Assim, é no seio da teoria das categorias que poderda ser encontrada uma
solucao para o problema dos fundamentos da matematica do risco. As categorias
sao estruturas em rede compostas por objectos e morfismos, o que é eficaz para a



formalizacao das situagoes sistémicas de risco, por sua vez, Gongalves e Madeira
(2009) propuseram uma linguagem formal (Lca) € uma ldgica categorial (o cdl-
culo categorial) para trabalhar, ao nivel logico, os fundamentos sistémicos da
teoria das categorias, demonstrando a capacidade do cdlculo categorial para lidar
com os problemas da individuacao, identidade e auto-referéncia.

A linguagem L, foi construida a partir da base conceptual da ciéncia dos sis-
temas, assim, na sua estrutura formal de base, o cdlculo categorial, enquanto cdl-
culo logico, é, nao somente, consistente com as abordagens matemaéaticas para a
medi¢ao do risco e para a modelacao dos sistemas em situagoes de risco, como,
também, permite trabalhar com os fundamentos conceptuais sistémicos, necessa-
rios ao formalismo da matematica do risco.

O cdlculo categorial trabalha a partir de uma ontologia sistémica que nao é
independente dos critérios de verdade cientificos da ciéncia dos sistemas, sendo as
relagoes logicas, em Lcgat, relagoes sistémicas e as derivagoes logicas, do cdlculo
categorial, acerca de relagoes, processos e padroes sistémicos.

Estas sao as vantagens que podem ser sinalizadas no cdlculo categorial, con-
tudo, para uma investigacao acerca dos fundamentos da matematica do risco,
torna-se necessario expandir o trabalho de Gongalves e Madeira (2009), conec-
tando as nogoes do cdlculo categorial com:

e A teoria matemética da computacao;

e A nocao de aleatoriedade algoritmica;

e As nogoes de acaso, aleatorio, estocdstico e caos;
e A nocao de risco.

E este trabalho de expansao conducente a uma unificagao do formalismo da mate-
méatica do risco que constitui o contributo central da presente tese, como pas-
samos a explicitar.

1.2. Estrutura geral do trabalho

Conforme foi relevado na seccao anterior, embora falte, & ciéncia do risco, um
corpo conceptual matemaético, unificado e construido a partir dos fundamentos
conceptuais da ciéncia dos sistemas, a linguagem formal Lcay permite trabalhar os
fundamentos de uma matematica categorial com base no substrato conceptual da
ciéncia dos sistemas, podendo ser utilizada para colmatar a lacuna acima refe-
rida. Esta questao sera retomada no capitulo 2., na secgao 2.2., a propésito da
matemdtica da medigao do risco e da matemadtica da modelagao de sistemas em
situacoes sistémicas de risco.



A teoria das categorias constitui uma base formal para toda a matemética que
lida com relacoes, apreensiveis, em termos sistémicos, a partir de morfismos, os
quais constituem, no seio da matemdtica categorial, uma formalizacao de uma
nocao de processo que conecta uma origem a um alvo.

Trivialmente, qualquer estrutura processual de relacoes dinamicas sistémicas
que seja matematicamente apreensivel em termos de fungoes de transicao de
estado, locais ou globais, pode ser apreendida, em termos formais, a partir do cdl-
culo categorial (Gongalves e Madeira, 2009), o que inclui as relagdes de ordem de
risco subjacentes a matemdtica da medigao do risco (secgao 2.2.), assim como as
principais técnicas de modelacao, utilizadas para a modelagao de sistemas em
situagoes de risco. Nas secgoes 2.3. a 2.6. do capitulo 2., procede-se a uma
revisao destas mesmas técnicas de modelacao, a proposito de um problema rele-
vante e exemplar para ciéncia do risco aplicada, a saber: a turbuléncia multi-
fractal na dindmica das rendibilidades dos precos dos activos financeiros transacci-
onados em bolsa.

As secgoes 2.3. a 2.6. servem, pois, um duplo proposito, a saber: o de exem-
plificar um problema de aplicacao da ciéncia do risco e o de exemplificar a evo-
lugdo da perspectiva central acerca do risco nos sistemas, subjacente a ciéncia do
risco. Acerca deste segundo proposito, segue-se, do trabalho desenvolvido no
capitulo 2., que é possivel identificar duas linhas tedricas centrais subjacentes a
modelacao de sistemas em situacoes de risco, ou seja, a teoria qudntica e a teoria
do caos, as quais sao recuperadas no capitulo 5., no seio da formalizacao catego-
rial das mdquinas de Turing.

Enquanto ciéncia, a ciéncia do risco trabalha o risco, a partir da sua raiz con-
ceptual na nogao de resicum, do latim medieval, raiz que, juntamente com a
nocao de situagao de risco, é revista na seccao 2.1..

Apesar de fornecer um formalismo cujos fundamentos conceptuais resultam da
ciéncia dos sistemas, torna-se necessario expandir o cdlculo categorial para que o
mesmo possa apoiar a investigacao acerca dos fundamentos da matemética do
risco, em particular, é necessario que sejam trabalhados, no seio do formalismo, os
seguintes pontos:

e Os elementos centrais de uma situagao de risco;
e A relacao entre o risco e a computagao nos sistemas.

Estes dois pontos polarizam valores de necessidade e de auto-referéncia formativa
em processos de construcao formal e respectiva generalizacao.

Para capturar os elementos centrais de uma situacao de risco, e a relacao
entre o risco e a computacao nos sistemas, torna-se necessario expandir o trabalho
de Gongalves e Madeira (2009), conectando as nogoes do cdlculo categorial com os
quatro pontos, referidos no final da seccao anterior, que repetimos aqui:

e A teoria matematica da computagao;



e A nocao de aleatoriedade algoritmica;
e As nogoes de acaso, aleatorio, estocdstico e caos;
e A nocao de risco.

O trabalho desenvolvido nos capitulos 3. a 5. visa, precisamente, expandir o tra-
balho de Gongalves e Madeira, conectando o cdlculo categorial a estes quatro
pontos centrais.

2

No capitulo 3., é apresentada a linguagem formal Lcay na sua sintaxe
(seccao 3.1.) e semantica (secgao 3.2.). Na apresentacao da seméntica logica de
Lcat, € estabelecida a ligacao do formalismo com a teoria matematica da compu-
tagao, com a nocao de aleatoriedade algoritmica e com as nogoes gerais de acaso e
de aleatorio. Assim, a apresentacao da semantica logica é trabalhada, a partir de
Gongalves e Madeira (2009), para aplicagdo as nogoes fundamentais da matema-
tica do risco.

A nocao de aleatoriedade algoritmica permite sinalizar estruturas aleatorias no
seio da matemética, enquanto estruturas algoritmicamente incompressiveis
(Chaitin, 2006). O cdlculo categorial, por seu turno, conforme demonstrado na
seccao 3.2., permite trabalhar com tais estruturas aleatérias enquanto totali-
dades mdrficas, assim, como permite conectar essas mesmas estruturas com
cadeias morficas e, logo, com modelos matematicos de processos sistémicos, cuja
estrutura computacional pode ser formalizada a partir da nocao de computacao
categorial, nocao que é trabalhada na secgao 3.2..

Este é o ponto de partida para o desenvolvimento de um formalismo categorial
de suporte a matematica do risco. Contudo, para que a matematica do risco possa
ser trabalhada, torna-se necessario introduzir estruturas categoriais com compo-
si¢ao algébrica de fundamentos (secgao 3.3.) e introduzir uma abordagem para a
topologia categorial (capitulo 4.).

A abordagem para a topologia categorial, desenvolvida no capitulo 4., tem
uma dupla funcionalidade, pois, por um lado, facilita a investigacao acerca da
relacao entre a computacdo, as estruturas morficas e o risco, e, por outro lado,
permite capturar, em termos mateméticos, as bases sistémicas da ciéncia do risco,
por via da relagao entre os morfismos e a abordagem categorial para o cdlculo
tensorial, que permite trabalhar as teias mdrficas em termos de functores e de
estruturas topologicas.

A principal vantagem da topologia categorial, para a matemética do risco, é a
sua eficacia na captura das relagoes sistémicas subjacentes aos morfismos, a partir
da linguagem da ciéncia dos sistemas, por via da relacao com estruturas algé-
bricas tensoriais e das estruturas de simplex (introduzidas na secgao 4.2.), o que
simplifica o trabalho de ligacao entre a ciéncia dos sistemas e a matematica do
risco. No capitulo 6., na secgao 6.4., apresenta-se uma breve revisao dos contri-
butos para a topologia categorial®.



No capitulo 5., o trabalho desenvolvido nos capitulos anteriores é expandido
para trabalhar as ligacoes entre a matemaética do risco e a mateméatica da compu-
tacdo. Na seccao 5.1., trabalha-se com uma formalizacao categorial das
mdquinas de Turing com alfabetos de fita bindrios, sendo apresentado um
exemplo de um jogo de apostas que permite trabalhar os elementos estruturais de
uma situagao de risco, assim como a computacao adaptativa qudntica relacionada
com a computacao sistémica do risco, por parte de um sistema adaptativo com-
plexo?®.

Na seccao 5.2., o formalismo para as mdquinas de Turing, introduzido na
seccao 5.1., é generalizado para lidar com sistemas dindmicos e hipercompu-
tagao, o que permite trabalhar as nogoes de estocdstico e de caos, a partir de um
enquadramento computacional, conectando-se o caos com uma noc¢ao de incom-
pressibilidade, no seio da hipercomputagao de sistemas dinamicos.

Ainda na secgao 5.2., é apresentado um exemplo de um modelo de mapa
nao-linear, capaz de fazer emergir padroes de risco de turbuléncia multifractal,
sinalizados para os mercados financeiros no capitulo 2.. Este exemplo permite
ilustrar a aplicacao do formalismo a captura de padroes de risco, associados a sin-
cronizacao dindmica, & ocorréncia de efeitos de Malcolm e de criticalidade auto-
organizada multifractal, padroes centrais para a anélise do risco nos sistemas eco-
némicos e financeiros.

No capitulo 6., sao apresentadas as principais conclusoes, reflectindo-se
acerca das implicacoes do trabalho desenvolvido e de linhas futuras de investi-
gacao que podem ser trabalhadas a partir do mesmo.

4. Breve, pois, trata-se de contributos para a propria teoria matemdtica das categorias, nao sendo
contributos directos para a matematica do risco.

5. No exemplo do jogo de apostas, o sistema considerado é uma economia de mercado.



Capitulo 2. Ciéncia do Risco e Matematica do
Risco

A ciéncia do risco, conforme foi referido no capitulo anterior, trabalha a nocao de
risco a partir da sua raiz conceptual na nocao de resicum, do latim medieval.
Assim, na secgao 2.1., procede-se & revisao da noc¢ao de risco e desta raiz concep-
tual, assim como da abordagem sistémica assumida pela ciéncia do risco que tra-
balha com a nocao de situacao sistémica de risco.

Na secgao 2.2., sao revistos os elementos centrais da matematica do risco,
com énfase na matematica da medicao do risco. A matematica da modelacdo de
sistemas em situacoes de risco, por seu turno, é objecto das restantes seccoes
(seccoes 2.3. a 2.6.). A modelacdo é apresentada, nestas secgoes, a partir do
problema do comportamento da rendibilidade dos pregos de activos financeiros, e
da ocorréncia de turbuléncia multifractal nesse mesmo comportamento.

Embora se trate de uma area especifica de aplicagao da ciéncia do risco, esta é
uma area exemplar ao nivel da aplicacao das principais técnicas de modelacao e
do cruzamento de diferentes disciplinas, permitindo ilustrar simultaneamente
aquilo que constitui a abordagem central da ciéncia do risco e a evolucao das prin-
cipais ferramentas matematicas e ramos da mateméatica agenciados pela matema-
tica da modelacao de sistemas em situagoes de risco.

Assim, o problema da turbuléncia multifractal, nas dindmicas das rendibili-
dades dos precos nos mercados financeiros, constitui uma das areas de aplicagao
em que a base conceptual sistémica transdisciplinar da ciéncia do risco se tem
revelado eficaz, e se tem desenvolvido mais, em termos de técnicas que cruzam
niveis disciplinares.

Na seccao 2.3., é apresentado o enquadramento teérico deste problema, em
conexao com a modelagao de sistemas em situacoes de risco, é, também, apresen-
tada uma analise ilustrativa a partir de dados histéricos de diferentes indices e é
desenvolvida uma anélise historica do indice S&P500, dividida por décadas no
sentido de se expor a relacao entre a natureza e evolucao das estruturas econo-
micas e financeiras com os padroes de turbuléncia multifractal observados empiri-
camente.

Na seccao 2.4., por seu turno, avaliam-se as consequéncias, para a teoria
financeira, da ocorréncia de turbuléncia multifractal nas dindmicas das rendibili-
dades dos precos dos activos financeiros, sendo apresentada a evolucao das téc-
nicas de modelacao de mercado, em particular as técnicas de modela¢iao microsco-
pica, a eficicia destas técnicas na captura dos padroes de risco dos mercados, é
avaliada na secgao 2.5., em conexao com a ultima crise financeira.

Na secgao 2.6., é apresentada a ligacao entre a modela¢cdo microscopica finan-
ceira e a teoria financeira evoluciondria, revé-se a evolucao da modelagao micros-
copica aplicada & economia e financas, em conexao com a modelacao de sistemas
em situacoes de risco.
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2.1. A nocao de risco e a ciéncia do risco

A nocao de risco tem raiz na nocao do latim medieval resicum, aplicada em con-
textos associados a actividades maritimas e a lei comercial maritima (Piron,
2004), sintetizando a presenca simultanea de incerteza, oportunidades e ameagas
numa situagao sistémica.

No seio da semidtica, existe alguma indecisao acerca da etimologia de resicum.
Assumiu-se, no entanto, a partir da informacao disponivel, que resicum teve
origem no grego rizha com o significado raiz (Piron, 2004). O argumento para
esta relacao genética entre resicum e rizha resulta do uso do termo rizha para
referir a raiz de promontoérios que ameagavam os barcos.

Pode, assim, defender-se que a utilizacao do termo rizha podera ter influen-
ciado a introducao, durante o século XII, da noc¢ao de resicum, enquanto neolo-
gismo latino no direito comercial maritimo (Piron, 2004), sendo, deste modo, a
nocao de resicum utilizada para sinalizar a presenca de perigos no mar que amea-
cavam os barcos, isto é, enquanto nome para uma situacao sistémica em que
existem ameacas e incerteza.

O sentido original de resicum pode ser encontrado a partir de uma anéalise dos
contextos aos quais a nocao foi aplicada e dos termos com os quais ocorria em
conjuncao. Durante os séculos XII e XIII, a nocao de resicum foi utilizada no
mesmo contexto que outros dois termos do latim cléassico, a saber (Piron, 2004):
periculum e fortuna. Ambos os termos (periculum e fortuna) expressam uma
relacao entre acontecimentos futuros e os modos como esses acontecimentos
afectam os agentes humanos.

Trabalhado a partir da sua raiz em resicum, a nocao de risco, no seio da
ciéncia do risco, conserva o sentido primitivo da nocao de resicum, sendo aplicavel
a qualquer sistema que se encontre numa situacao em que existe a presenca de
perigos (pericula) e oportunidades para ganhos e perdas (fortuna) (Piron, 2004),
sinalizéveis no territério de acgao e de sobrevivéncia sistémica.

Assim considerada, a nocao de risco é um nome para uma situacao sistémica
concreta ligada ao mecanismo de vida e morteS, e na qual os mecanismos homeos-
taticos de um sistema desempenham um papel projectivo fundamental no que diz
respeito & possibilidade de antecipacao e adaptacao a ocorréncias futuras, enrai-
zadas e condicionadas pela configuracao da situacao sistémica na qual tiveram
origem, e que transportam consigo ameacas a integridade sistémica e/ou oportuni-

6. Em termos sistémicos o risco pode ser pensado, conforme Madeira (2008), enquanto operador
ontologico fundamental ligado ao mecanismo de vida e morte nos sistemas, veja-se, a este proposito,
Madeira (2008), assim como debate ocorrido no grupo “[tt] Postbiota” entre Maria Odete Madeira e
James Hughes a propodsito do tema e disponibilizado nos websites: http://postbiota.org/piper-
mail /tt/2008-September/date.html, http://postbiota.org/pipermail/tt/2008-September/003594.html e
http://www.mail-archive.com/cosmology-mathematics-and-philosophy@google-
groups.com/msg00714.html.
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dades de expansao das condicoes de sobrevivéncia do sistema. Uma tal situacao
sistémica ¢ designada, por situacao de risco. Uma situagao de risco, tal como esta
noc¢ao ¢ trabalhada na ciéncia do risco, €, assim, uma situacao sistémica em que
existe incerteza, oportunidades e ameagas.

A computacao adaptativa do risco passa pela capacidade de um sistema adap-
tativo complexo de avaliar, numa dada situacao sistémica, as ameacas e as opor-
tunidades. Nos contextos humanos, esta avaliagao pode passar, nos casos em que
tal seja possivel”, por uma probabilizacao de histérias alternativas para a situacao
de risco. A investigacao das ferramentas adaptativas, disponibilizadas pela mate-
mética, para a avaliagao do risco tem sido objecto de investigacao da matematica
da medicao do risco, que passamos a rever.

2.2. Os dois ramos aplicados da matematica do risco

A matematica da medi¢ao do risco é um ramo da matematica do risco. Tal como
foi referido no capitulo 1., a matematica do risco tem por objecto o risco,
enquanto tal, e por objectivo a investigacao matemética do risco a partir da sua
origem sistémica, contudo, para além de apoiar a ciéncia do risco, na investigacao
do seu objecto, pode-se, ainda, considerar dois ramos que servem uma funcionali-
dade aplicativa da ciéncia do risco, ao nivel da aplicacao do seu corpo conceptual
a problemas concretos de avaliacao do risco, estes dois ramos sao:

1. A matematica da medicao do risco;
2. A modelagao de sistemas em situagoes de risco.

O primeiro ramo lida com a matematica da medigao do risco, visando eficacias na
quantificacao do risco; o segundo ramo lida com a modelacao do comportamento
dinAmico de sistemas em contextos de risco, visando eficacias na captura de
padroes dinamicos de risco.

A matemaética da medi¢ao do risco emergiu como ramo auténomo, no seio da
matemaética, a partir de uma raiz disciplinar na teoria financeira e na ciéncia actu-
arial.

Esta raiz pode ser localizada na transi¢ao do problema da decisdo (teoria
matematica da decisdo), em que o risco era um elemento integrante, para o pro-
blema da medi¢ao (teoria matematica da medigdo do risco), e em que o risco
passou a ser o elemento central. Esta transicao iniciou-se com a introducao de
uma medida de risco no seio de um problema de decisao por Markowitz ([1959],

1991), marcando o nascimento da teoria da carteira (modern portfolio theory)
(Haugen, 1997).

7. Veja-se a este proposito a reflexdo acerca dos limites a probabilizacdo apresentada na secgao
6.2.2..
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Markowitz formulou o problema da decisao acerca das carteiras de investi-
mento, em termos da maximizacao da rendibilidade esperada e da, simultanea,
minimizacao da variancia.

Nesta teoria, a varidncia da carteira de investimento era utilizada como
medida de risco, sendo uma quantidade a ser minimizada por um investidor
avesso ao risco.

A utilizacao explicita de uma medida de risco num problema de decisao, neste
caso, na formalizacao e resolucao do problema da gestao de carteiras de investi-
mento, foi essencial para o desenvolvimento do pensamento matematico acerca da
medicao do risco.

A varidncia e a sua raiz quadrada, o desvio-padrao (ou medida de volatili-
dade), foram as principais medidas de risco utilizadas em finangas, até muito
recentemente (Jorion, 2007). Contudo, como o parametro de volatilidade (o
desvio-padrao) mede desvios em relacao a um valor central (neste caso, a média),
foram propostas novas medidas de risco para medir o risco de perda extrema.

Este facto levou a uma evolucao na literatura e praticas financeiras, em parte
estimulado pelas crises financeiras que ocorreram desde a década de 1970, assim
como por alguns casos mediaticos, a saber: o caso Orange County, o caso Barings,
o caso Metallgesellshaft e o caso Daiwa (Jorion, 2007).

Estas crises e estes casos chamaram a atencao do mundo financeiro para a
necessidade de controlar o risco de perdas extremas com baixa probabilidade de
ocorréncia, designado por risco de cauda (Yamai e Yoshiba, 2001).

Uma das primeiras medidas de risco de cauda, a receber atencao generalizada
pela comunidade financeira, foi o walue-at-risk (VaR), tendo sido a principal
medida de 7risco de cauda a ser incorporada em sistemas de gestao de risco de
cauda e a ser integrada no programa regulador da banca, desenvolvido pelo
Comité de Basileia (Jorion, 2007).

O passo seguinte, na literatura da medicao do risco, veio da fusao da literatura
actuarial sobre prémios de seguro com a literatura financeira da gestao do risco,
resultando no desenvolvimento das distorted risk measures (Jia e Dyer, 1996;
Wang, et al., 1997; Machina, 2004). Medidas de risco cuja forma funcional foi
desenvolvida a partir da literatura da wutilidade nao esperada (Machina, 2004). A
teoria da utilidade nao esperada € o nome comum atribuido as axiomaéticas alter-
nativas a axiomatica de von Neumann e Morgenstern ([1944], 1972), tais que, a
avaliacao das alternativas estratégicas é feita em termos de um funcional que dis-
torce as probabilidades, tornando os pesos de decisdo nao-aditivos (Machina,
2004). As distorted risk measures incorporam estas distor¢oes na avaliagdo do
risco.

Apos o surgimento das distorted risk measures, a literatura financeira sobre a
medicao do risco assistiu, desde os finais da década de 1980, e principios da
década de 1990, a um crescimento de formas funcionais diferentes para medidas
de risco (Jia e Dyer, 1996; Wang, et al., 1997).
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No entanto, alguns problemas centrais permaneceram por resolver, a saber: o
problema da formalizagao matematica da medicao do risco e o problema da iden-
tificagao das propriedades que uma medida de risco deveria satisfazer.

O estudo formal acerca das propriedades desejaveis de uma medida de risco foi
expandido com a axiomética, proposta por Artzner, et al. (1997; 1999), que deu
origem & teoria das medidas de risco coerentes e conduziu a autonomizagao da
teoria das medidas de risco, com a formacao da matematica da medi¢cao do risco,
enquanto ramo da matematica que tem por objecto de investigacao a medidagao
do risco, enquanto tal.

A matematica da medi¢cao do risco, enquanto ramo da matematica do risco,
nao se limita ao campo probleméatico da economia financeira. De facto, por via da
teoria das medidas de risco coerentes, a matematica da medi¢ao do risco constiti-
tuiu-se enquanto area de investigacao acerca da medicao do risco, considerado,
este, enquanto tal. Assim, a mateméatica da medicao do risco visa contribuir com
ferramentas e metodologias de medicao do risco e de avaliacao da eficacia das
medidas de risco, em qualquer contexto adaptativo, em que seja relevante o seu
uso (Gongalves, 2004).

Na investigacao acerca do problema do risco de cauda, tornou-se necessario
subir no nivel de discurso, para lidar com os fundamentos da matematica da
medi¢ao do risco e, assim, expandi-la na sua generalidade discursiva (Gongalves,
2004), amplificando a sua eficacia a dois niveis, a saber: ao nivel do fornecimento
de ferramentas adaptativas relacionadas com a medigao do risco e ao nivel da
investigagao das propriedades das medidas de risco.

Gongalves (2004) contribuiu para o avango desta investigagao, acerca dos fun-
damentos da matemética da medicao do risco, através da proposta de uma lin-
guagem formal, a saber: a linguagem formal Lgjgk.

A linguagem Lg;s sintetiza, no seu formalismo, os elementos centrais daquilo
que constitui uma medida de risco, visando uma eficicia disciplinar, no sentido de
permitir & matematica da medicao do risco um discurso formal desambiguado e
auténomo, em relacdo a contextos adaptativos concretos, favorecendo a generali-
dade aplicativa propria da matematica da medi¢ao do risco.

Esta linguagem formal resultou da identificagao, na produgao cientifica acerca
da medicao do risco, de um elemento central, subjacente as principias abordagens
para a medi¢ao do risco, a saber (Gongalves, 2004): uma relagao de ordem de
risco. De facto, uma medida de risco quantifica e, logo, ordena objectos probabi-
listicos em termos de niveis risco. Na matemética da medicao do risco, estes
objectos probabilisticos sao as medidas de probabilidade.

Assim, se P é uma colecgao de medidas de probabilidade, uma medida de risco
R é definida, no seio da matematica da medicao do risco, como (Gongalves, 2004):

RP—TR (1)
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o que induz uma ordem, >g, em P tal que:

p>rq< R(p)> R(q) (2)

com p,q€EP.

Alternativamente a colecgoes de medidas de probabilidade, pode trabalhar-se
com espagos de probabilidade ou com variaveis aleatorias (Wirch, 1999), as
ultimas sao uteis, em particular, nos casos em que nao existe um conhecimento
prévio das probabilidades, mas em que é possivel a definicao de variaveis aleato-
rias, reflectindo uma avaliacao dos ganhos e perdas, de tal modo que seja derivavel
uma medida sintéctica de probabilidaded, contudo, esta abordagem nao é seguida
no seio das abordagens dominantes para a matematica da medigao do risco, sendo
a definicdo de uma medida sobre probabilidades efectivas (physical measures) a
abordagem mais seguida (Wirch, 1999; Gongalves, 2004).

As probabilidades, por seu turno, tornam-se tteis em casos em que nao existe
um mapeamento para valores quantitativos de ganhos e perdas com sentido adap-
tativo, o que ocorre, por exemplo, em contextos de cenarizacao e de avaliacao do
risco associado aos cenarios, sem que seja possivel uma quantificacao precisa de
ganhos e perdas. Quando se lida com alternativas qualitativas nao quantificaveis,
o conhecimento das probabilidades torna-se, assim, relevante em termos decisio-
nais.

Gongalves (2004), reconhecendo que diferentes familias de medidas de risco
tém subjacentes axiomaticas de ordenagao de risco proprias, propos a linguagem
formal Lgisk, na qual é relevada a primitividade formal da ordenacao sobre a
medida de risco. Esta primitividade é sustentavel argumentativamente, pois, é o
caso que as principais familias de medidas de risco podem ser derivadas a partir
de axiomaticas de ordenacgao de risco sobre uma coleccao de medidas de probabili-
dade P.

Isto é, cada medida de risco R pode ser derivada a partir de uma ordenacao de
risco, ordenacao, esta, que restringe a forma funcional da medida de risco e as
propriedades fundamentais que a mesma medida exemplifica (Gongalves, 2004).

Embora o discurso formal de Ly tenha partido da teoria dos conjuntos e da
logica semantica conjuntista, a base relacional mais primitiva é uma base catego-
rial, pois as relagoes de ordem de risco podem ser expressas, em termos equiva-
lentes, enquanto morfismos de risco, cada morfismo conectando dois objectos tais
que a origem, no morfismo de risco, € o objecto de maior risco e o alvo é o
objecto de menor risco, em termos formais:

>R

p=q (3)

8. Em termos matematicos uma tal abordagem pode ser capturada a partir do uso do formalismo
da risk neutral valuation.
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onde a seta da origem para o alvo expressa o movimento p >p q (de maior para
menor risco) e a seta do alvo para a origem, expressa o movimento ¢ <g p (de
menor para maior risco).

Esta representacao de duplas setas, assumidas para o caso geral dos mor-
fismos, seguindo a notagdo de Gongalves e Madeira (2009), tem uma interpre-
tagao sistémica que é tornada explicita pela nota¢ao tensorial apresentada no
capitulo 4., cujas consequéncias gerais para a propria teoria das categorias serao
retomadas no capitulo 6. (secgao 6.5).

Deste modo, em vez de se partir de uma coleccao de objectos P, ordenavel em
termos de risco, pode partir-se de uma teia mdrfica® Mp em que a estrutura de
ordenacao de risco resulta da estrutura de conectividades. Assim, em vez de uma
coleccao P a qual se acrescenta uma ordenacao de risco >p, parte-se de uma teia
morfica que corresponde a um grafo cujos nds sao pontos morficos correspon-
dentes a medidas de probabilidade!® alternativas sobre um dado espaco mensu-
ravel (€, F) e cujos arcos correspondem as ligagoes marficas.

Nestas condigoes, as axiométicas que determinam familias de medidas de risco,
podem ser expressas a partir de formulas bem formadas (fbfs) utilizando a estru-
tura logica subjacente a teorita das categorias. Por seu turno, trabalhando com o
formalismo de Gongalves e Madeira (2009), segue-se que a matematica da
medicao do risco pode ser trabalhada a partir de um substrato conceptual sisté-
mico, conceptualmente consistente com a ciéncia do risco.

Tal como a producao teérica, no seio da matematica da medi¢ao do risco,
pode ser apreendida a partir de um substrato formal categorial, também a mate-
matica da modelacao de sistemas em contextos de risco pode ser apreendida a
partir de um tal substrato. Pois a transicao de estados de cada sistema adaptativo
pode ser expressa a partir de um morfismo, independentemente da(s) regra(s) de
transicao de estados (Holland, 1996).

A existéncia deste substrato formal categorial constitui um facto relevante na
procura por uma unidade formal no seio da matematica do risco. Contudo, seria
um facto de relevancia menor, nao fosse a consisténcia das estruturas categoriais
com os fundamentos sistémicos da ciéncia do risco e a capacidade do cdlculo cate-
gorial para trabalhar os fundamentos da matematica do risco.

Sao esses fundamentos de que nos ocupamos nos restantes capitulos da tese,
conforme objectivo e estrutura de trabalho definida na introducao.

Passamos, assim, de seguida, ao enquadramento da presenca de turbuléncia
multifractal nas rendibilidades de activos financeiros.

9. Nogao introduzida por Gongalves e Madeira (2009) a proposito dos fundamentos logicos e sisté-
micos da teoria das categorias, iremos rever esta nocao em maior pormenor quando procedermos a
revisao da linguagem categorial Lc,t, enquanto linguagem formal subjacente a uma logica formal de
base sistémica, para a teoria das categorias.

10. No caso da medigao do risco incidir sobre medidas de probabilidade.
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2.3. A turbuléncia multifractal nas dinaAmicas das rendibili-
dades de activos financeiros

A turbuléncia multifractal é caracteristica de uma classe geral de sistemas com-
plexos em regimes turbulentos (Mandelbrot, 1997), sendo a andlise multifractal
generalizavel e passivel de aplicagao em diferentes sistemas complexos em situa-
coes de risco, logo, a turbuléncia multifractal constitui um problema relevante,
quer para a gestao do risco, quer para a ciéncia do risco.

Mandelbrot (1972) identificou o problema da turbuléncia multifractal e propds
técnicas estatisticas e modelos para capturar essa mesma turbuléncia. Inicial-
mente, o trabalho visava modelar a turbuléncia associada ao comportamento do
vento (em particular, as rajadas de vento) e aspectos gerais da intermiténcia na
turbuléncia (Mandelbrot, 1972; 1974), embora o autor tenha reconhecido, desde o
comeco, a importancia interdisciplinar dos resultados para a analise do risco e, em
particular, a sua importancia para a economia (Mandelbrot, 1972).

Nos mercados financeiros, a turbuléncia multifractal conduz a variagoes
extremas e a efeitos de escala ao nivel da volatilidade que nao sao capturaveis
pelos modelos tradicionais de volatilidade estocastica, em particular, pelos
modelos de heteroscedasticidade condicionada (Mandelbrot, et al., 1997; Mandel-
brot e Hudson, 2004).

O comportamento multifractal nos mercados financeiros devera ser capturado
através de modelos que assumam uma base econémica. Este problema é generali-
zével aos exemplos de comportamento fractal e multifractal na natureza.

Mandelbrot trabalhou com modelos de geradores em cascata, deterministicos
ou aleatorizados, para capturar as estruturas multifractais. O caos dissipativo e
estes geradores constituiram, assim, os mecanismos de base para a geragao de
padroes fractais e multifractais (Mandelbrot, 1997).

Contudo, quanto & ocorréncia natural de fractais e multifractais, Mandelbrot
situou a sua base explicativa em prototipos de geradores, assumindo uma seme-
lhanca perceptiva, e trabalhando a partir do gerador de padrao, isto é, sabendo
que um sistema apresenta um scaling fractal ou um scaling multifractal, aplica-se
um prototipo gerador desse mesmo scaling, independentemente da natureza de
base do sistema. Esta metodologia, seguida por Mandelbrot, foi alvo de critica no
seio da fisica, tendo sido reconhecida a necessidade de desenvolvimento de uma
teoria fundamental do fenomeno com uma base sistémica (Bak, [1996], 1999).

Duas conjecturas centrais permitiram o desenvolvimento de uma tal abor-
dagem, a saber (Bak, [1996], 1999): quando um sistema produz padroes fractais, a
fonte da fractalidade deverd ser procurada na prépria actividade sistémica; nos
sistemas complexos, os padroes fractais podem ser o resultado dos processos de
auto-organizacao sistémicos.

Ambas as conjecturas apelam a uma abordagem bottom-up. Abordagem, esta,
que foi seguida por Bak, Tang e Weisenfeld (1987), com a proposta da nogao de
criticalidade auto-organizada.
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Esta nocao baseia-se em duas observagoes empiricas dos sistemas naturais, a
saber (Bak, [1996], 1999): sistemas complexos longe do equilibrio termodinamico,
com oscilagoes acopladas, podem tender para regimes dindmicos proéximos de
transi¢oes de fase; perto de pontos de transigao de fase (pontos criticos) tendem a
ocorrer leis fractais.

Bak, Tang e Weisenfeld identificaram mecanismos gerais de interaccoes locais
capazes de produzir dinadmicas fractais. Criticalidade auto-organizada (SOC, Self-
Organized Criticality) é, assim, o nome para o fenomeno dinamico identificado por
Bak, Tang e Weisenfeld (Bak et al., 1987; Bak e M. Paczuski, 1995; Bak, [1996],
1999).

A SOC baseia-se no principio de auto-organizacao na criticalidade, isto é,
quando um sistema complexo longe do equilibrio tende a auto-organizar-se perto
de regimes tensionais de transicao de fase, entao, a regiao perto da criticalidade
torna-se um atractor dinamico, emergente a partir da propria actividade sisté-
mica, sendo as assinaturas fractais e multifractais uma consequéncia da auto-orga-
nizag¢ao na criticalidade.

A SOC tende a emergir em sistemas com interacgoes acopladas, e com res-
postas adaptativas, dependentes de niveis de energia. A nocao de sincronizacdo é
uma nocao dindmica central para o entendimento dos fenémenos de criticalidade
auto-organizada. As dindmicas de sincronia e assincronia, em sistemas oscilatorios
acoplados, intersectam-se com o mecanismo de base identificado por Bak, Tang e
Weisenfeld, conforme foi sublinhado por Strogatz (2003).

Uma caracteristica dos processos de SOC ¢é a ocorréncia de leis emergentes de
invariancia de escala, resultantes dos processos de auto-organizacao sistémica.

A diferenca central, entre modelos de sistemas complexos que produzem SOC
e modelos baseados na modelacao estocastica macroscopica, reside no facto de que
a modelagao estocastica macroscopica encerra a invariancia de escala nas suas
equacoes, através de um mecanismo ja conhecido, como sendo gerador de invari-
ancia de escala, a abordagem é top-down. Assim, no caso da matemaética finan-
ceira, trabalha-se com um passeio aleatério com invariancia de escala fractal ou
multifractal, dependendo do modelo, e assume-se a sua aplicagao ab initio.

No caso dos modelos baseados na SOC, a invariancia de escala emerge a partir
das relagoes sistémicas fundamentais, nao é assumida de inicio, nao se parte de
um mecanismo global gerador de invaridnica de escala, parte-se, sim, de um
modelo do sistema que trabalha com um conjunto de regras de interac¢ao funda-
mentais, sendo que a SOC ocorre quando o sistema se auto-organiza num regime
dindmico de invariancia de escala.

A ocorréncia de multifractalidade, enquanto propriedade emergente, identifi-
cavel em determinadas quantidades dinamicas que caracterizam um sistema com-
plexo, constitui um caso particular de SOC designado por MSOC (multifractal
self-organized criticality) (Madeira e Gongalves, 2009).
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Em termos matemaéticos, a multifractalidade, enquanto propriedade, pode ser
capturada a partir do formalismo dos expoentes de Hélder (Tricot, 1999).

Considerando, assim, uma variavel dindmica ¢(t), representando ¢ o tempo, os
expoentes de Holder permitem avaliar o comportamento de escala local, assim
como a irregularidade da magnitude de variacao de g, entre dois momentos t’ e t,
magnitude, esta, que denotamos por v(t’,t), sendo v(t’,t) definida como:

u(t',t) =1g(t") = g(t)] (4)
Se g(t) for holderiana de expoente H, entao, temos (Tricot, 1999):
(' t) <)t — " (5)
se ¢(t) for uma constante ¢, obtemos, para § =t' —¢:
vt t) <v(d)=¢c x |§|" (6)

Assim, temos:

v(9d)

In( —
ln(v(é)):ln(c_)+Hln(|5\)<:>H:% (7)

O

[«9)

Considerando uma analise local, com § — 0, os expoentes de Holder locais sao
definiveis como (Calvet e Fisher, 2002):

a(t,8) =sup {8>0:]g(t+6) — g(t)| = O(]6]?),comé—0} (8)

Assumindo um intervalo de tempo [0, T, e dividindo o mesmo em Nj = b* inter-
valos de tamanho 6, = b=*T', o expoente de Hélder local de granularidade grossa,
associado ao subintervalo (;,t; + d;), € definido por (Calvet e Fisher, 2002):

e o)

esta operac@o gera uma sequéncia {«a/(t;, ;) }, de Nj expoentes locais de granulari-
dade grossa.

Os expoentes de Holder de granularidade grossa permitem avaliar o comporta-
mento de escala de v(t’, t) a uma escala de tempo de d; > 0. De facto, substi-
tuindo (4) em (9) temos:

ln(v(ti + Ok, tz))

a(ti, §k) = ln(6k)

(10)
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logo:

U(ti+5k,ti) = 5;(&,%) (11)

No caso dos mercados financeiros, considerando as rendibilidades logaritmicas,
para uma escala de tempo Opyin:

7(t, Omin) = In(P;) — In(Pr—s,.,,) (12)

em que P, representa o prego do activo em ¢ e P,_; ., representa o preco do activo
em t — Omi, dadas as resolugoes dp > Omin, temos, para os expoentes de Holder
locais de granularidade grossa:

111(|7”(ti + Ok, 6min) - T(ti, 5min)‘)
ln(5k)

a(t;, o) X (13)

Considere-se, agora, para o caso geral da variavel dindmica ¢(t), Qumax 0 valor
mais elevado da sequéncia {a(t;, &)}, introduzida acima, e oy, 0 valor mais
baixo, obtém-se um intervalo [min, Omax], dividindo este intervalo em pequenos
subintervalos de comprimento ¢ (Calvet e Fisher, 2002), e denotando o ntmero de
expoentes locais de granularidade grossa, contidos em («, o + €], por Ni(«), o
limite, seguidamente apresentado, representa uma densidade normalizada de pro-
babilidade de expoentes locais de Holder, designado por large deviation multi-
fractal spectrum, ou large deviation spectrum (LDS), (Mandelbrot, 1989; Calvet e
Fisher, 2002; Gongalves e Gongalves, 2007):

fa)=lim lim {M} (14)

e—0k—+too | In(b¥)

O método tradicional para computar este espectro é baseado numa computagao
de histograma, o que conduz a problemas, principalmente no que se refere &
escolha da particao (Gongalves e Gongalves, 2007).

O software Fraclab, que utilizamos na presente tese, por seu turno, trabalha
com uma alternativa que calcula kernels suaves, produzindo resultados mais pre-
cisos do que as aproximagoes concavas ao espectro multifractal, designadas por
espectro de Legendre, obtendo-se, também, bons resultados para processos que
diferem dos processos puramente multiplicativos, tradicionalmente utilizados para
produzir estruturas dinamicas multifractais (Gongalves e Gongalves, 2007). O
algoritmo trabalha, neste caso, com um intervalo de tempo redefinido de [0, T
para [0, 1], sendo que, para cada nivel de resolugio k, se considera os 2% intervalos
diadicos que definem uma partigao de [0,1]. Assim, temos & =27
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A diferenca entre o comportamento monofractal e o comportamento multi-
fractal reside no facto de que, no caso monofractal, a dinAmica do sistema é domi-
nada por um unico expoente H global, os expoentes de Holder locais tendem a
situar-se, deste modo, com uma elevada probabilidade perto de H, o que significa
que H é a moda de f(«), dominando o espectro como um pico concentrado (baixa
dispersao do espectro). No caso multifractal, o espectro nao é tao concentrado,
existindo um intervalo de valores que indicam a presenca de multiscaling. Em
termos gerais, o espectro multifractal tem uma forma coéncava, sendo a amplitude
do espectro indicativa da presenca de multiscaling, isto €, de um comportamento
multifractal.

Numa qualquer anélise, que trabalhe com os expoentes de Holder de granulari-
dade grossa, cada um dos expoentes «(t;, d;) fornece uma medida das irregulari-
dades locais e dos padroes de risco associados a turbuléncia multifractal.

Os valores dos expoentes podem ser interpretados & luz de uma nocao de deri-
vada. Assim, para «(t;, 0x) = 1, assumindo J; pequeno, e um processo em tempo
continuo para o processo geral g (Mandelbrot, 1997):

|g(ti+0x) — g(t:)| = g 0x (15)

o que corresponde ao caso de uma curva diferenciavel, sendo ¢ a derivada em
ordem ao tempo.

Assim, considerando o espectro multifractal f(«), se tivermos f(a) > 0 para
a < 1, o processo ¢(t) apresenta uma estrutura nao-diferenciavel (Mandelbrot,
1997, p.185), sendo que estamos perante um comportamento dindmico emergente
que indica a presenca de saltos a todas as escalas (Voros et al., 2003).

Quanto mais qpin € max S€ aproximam de 1, mais a estrutura se aproxima de
uma geometria diferenciavel.

Quando f(«) >0 para a > 1, existem comportamentos de escala em que as flu-
tuagoes ocorrem de modo esparso com fenémenos de explosoes stubitas de volatili-
dade e turbuléncia (Rieidi, 1999; Vo6ros et al., 2003), regressaremos a este ponto
mais adiante na presente seccao.

Na analise do LDS, existem dois elementos a ter em atencao, a saber: a ampli-
tude do espectro (Qmax — Qmin) € a moda. Quanto maior for a amplitude do
espectro, maior é a multifractalidade do sinal. Nos mercados financeiros, espectros
com maior amplitude tendem a ocorrer, como veremos na anélise do indice
S&P500, em periodos de transicao entre diferentes estruturas econémicas e finan-
ceiras, assim, a multifractalidade tende a aumentar em periodos de transicao.

A moda corresponde ao valor com a densidade maxima de f(«) e a regido
perto da moda corresponde a um intervalo de scaling mais frequente®!.

11. Considerando, em particular, um intervalo centrado no valor de a que maximiza f(«).
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No anexo B., apresentamos os espectros multifractais (LDS) para as rendibi-
lidades logaritmicas didrias das acgoes das empresas IBM, Microsoft, General
Electric (GE), e Honda Motor Co ADR, para o periodo de 02-01-1990 a 13-05-
2009 (figura 4.). Apresentamos, também, os espectros multifractais (LDS) para
as rendibilidades logaritmicas diarias do indice financeiro portugués!? PSI-20
(para o periodo de 25-01-2000 a 13-05-2009) e do indice francés'®> CAC 40 (para o
periodo de 01-03-1990 a 13-05-2009) (figura 5.), juntamente com uma analise his-
torica decomposta em varias décadas para as rendibilidades diarias logaritmicas
do indice americano'* S&P 500, obtidas para o periodo de 03-01-1950 a 13-05-
2009 (figuras 6. e 7.)15. As cotagoes analisadas, em todos os casos, s@o cotagoes
diarias ajustadas em relacao a distribuicao de dividendos e splits.

Considere-se, em primeiro lugar, o caso das acgoes, na figura 4. do anexo B.,
todos os espectros apresentam uma regularidade de estrutura geral, a saber: a
moda situa-se perto de 0.4, indicando uma elevada irregularidade na trajectoria
das rendibilidades; existe um decaimento com uma mudanca de concavidade no
final, sendo que dois dos espectros (Microsoft e GE) apresentam valores de f(«) >
0 para o> 1.

A alteragao de concavidade de f(«) no final, com uma regido convexa seguida
de uma nova concavidade para valores de a préoximos da cauda superior do
espectro, em cada um dos casos, podera estar ligada a sobreposicao de dois espec-
tros, um com uma moda proxima de 0.4 (espectro dominante) e outro com uma
moda proxima de uma regiao de expoentes, correspondente a uma dindmica com
menor irregularidade. No caso da Microsoft e GE, contudo, a interpretacao é dis-
tinta, pois a sobreposicao é tal que a segunda moda se encontra numa regiao de
expoentes de Holder superiores a 1.

Os casos em que f(«) > 0, para o > 1, constituem casos atipicos (Rieidi,
1999), pois esta a ser sinalizada, pelo LDS, a presenga de um processo que tende a
produzir maior irregularidade nas trajectorias para escalas mais longas de tempo e
menor irregularidade para escalas mais curtas de tempo, assim, em termos de
comportamento dinamico, expoentes superiores a 1 tendem a ocorrer quando o
processo apresenta saltos e explosdes subitas de actividade (Rieidi, 1999).

Esta classe de scaling foi, por exemplo, identificada na investigacao acerca da
intermiténcia a diferentes escalas no comportamento dos campos magnéticos do
plasma (Voros et al., 2003), também tendo sido identificada por Rieidi (1999)
noutros sistemas.

12. O nome PSI-20 é derivado de Portuguese Stock Index (PSI).
13. O nome CAC 40 ¢ derivado de Cotation Assistée en Continu (CAC).

14. O nome S&P 500 é derivado de Standard & Poors (S&P). Em qualquer dos indices, o nimero
que figura no nome, corresponde ao nimero de empresas que compoem o indice.

15. Dado ser composto pelas quinhentas empresas americanas com maior impacto econdémico e
financeiro, o indice S&P 500 pode ser utilizado enquanto indicador do comportamento da propria eco-
nomia americana. De facto, como serd tornado evidente na anélise quantitativa e historica, os perfis e
alteracoes dos espectros multifractais do S&P 500, ao longo das décadas em analise, reflectem a estru-
tura e evolugao da economia americana.

22



Os dois indices europeus, PSI-20 e CAC 40, também, apresentam uma evi-
déncia de sobreposigao de espectro, embora mais suave (figura 5. do anexo B.).
No caso do PSI-20, o expoente dominante aproxima-se de 0.5, o que indica uma
maior regularidade, contudo, o mesmo indice apresenta evidéncia de sobreposicao
de espectro, assim como f(«) > 0 para « > 1, sinalizando a ocorréncia subita de
explosoes de volatilidade e de saltos.

A moda do CAC-40 esta centrada numa regido inferior (embora proxima) de
0.4, o que ¢ indicativo de uma elevada irregularidade na variacao absoluta das
rendibilidades logaritmicas.

Assim, em termos de perfis de risco, a turbuléncia multifractal nos mercados
financeiros apresenta uma tendéncia para um LDS com uma moda proxima de
0.4, sinalizando uma elevada irregularidade nas variacoes de rendibilidade, com
um risco elevado de saltos repentinos. Por outro lado, o caso de scaling anémalo,
com valores de expoentes de Holder superiores a 1, indica a ocorréncia de transi-
¢oes de uma fase laminar para uma fase turbulenta, caracterizada por um build up
de turbuléncia com risco de elevados saltos.

Considerando o caso do S&P 500, verifica-se que o espectro multifractal pode
alterar-se ao longo do tempo, dependendo de elementos estruturais econémicos e
financeiros.

Assim, relativamente a década de 1950, as rendibilidades logaritmicas diarias
do indice S&P 500 apresentam um espectro multifractal, com uma moda entre 0.4
e 0.45 (figura 6. do anexo B.), o que é indicativo de um perfil tipico dos mer-
cados financeiros, como vimos acima.

A década de 1950 foi uma década de expansao da economia americana, resul-
tante do avanc¢o da industria americana (especialmente no que diz respeito ao
complexo industrial militar), apos a Segunda Guerra Mundial e com o comego
daquilo que Toffler (1984) designou por terceira vaga, referindo-se a sociedade
pos-industrial, na qual existe um predominio da economia dos servigos sobre a
economia industrial.

O espectro multifractal para a década de 1960, por seu turno, apresenta uma
grande amplitude (figura 6. do mesmo anexo), o que podera ser indicativo de
transformagoes estruturais, ocorridas durante essa década, no seio da economia
americana e mundial. De facto, apoés a Segunda Guerra Mundial, os EUA tor-
naram-se num centro econémico e financeiro mundial, com o doélar como o padrao
em relacao ao qual as diferentes moedas eram avaliadas a uma taxa de cambio
fixa, padrao, este, que ficou estabelecido nos Acordos de Bretton Woods, antes do
final da Segunda Guerra Mundial.

A elevada amplitude do espectro multifractal podera estar relacionada com a
natureza da década de 1960, enquanto década de transicao, entre uma fase de
prosperidade econdémica estavel nos EUA, que caracterizou a década de 1950, e
uma fase de crises econémicas, que caracterizou a década de 1970.

O sistema de Bretton Woods garantiu uma estabilidade cambial, até ao final
da década de 1960. Contudo, apos 1960, o crescimento econémico fora dos EUA,
juntamente com a Guerra do Vietname conduziram a um défice na balanga
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comercial do pais, défice, este, que tinha de ser coberto pelos restantes paises
através da compra de moeda americana, de modo a manter fixas as taxas de
cambio em relagdo ao doélar, conforme os Acordos de Bretton Woods (Cooper,
2008). Este ciclo conduziu a uma diferenga crescente entre os délares em circu-
lacao e os stocks de ouro nas reservas norte-americanas. Assim que se tornou evi-
dente que os EUA nao conseguiriam garantir a convertibilidade do délar em ouro,
os governos dos restantes paises comecaram a pedir a conversao em ouro dos
dolares que haviam comprado (Cooper, 2008).

Ciente de que este pedido de conversao das reservas externas em ouro poderia
despoletar uma espiral de corrida aos bancos, Nixon anunciou, em Agosto de
1971, o encerramento da indexacao do dolar ao ouro, optando-se, assim, pela des-
valorizacao do délar, o que marcou o fim do padrao ouro-dolar.

Com o fim da convertibilidade do délar em ouro, iniciou-se um novo regime
monetario, permitindo o desenvolvimento de politicas monetarias mais ageis, o
que teve como consequéncia a abertura a situacoes de risco econdémico e finan-
ceiro, caracterizadas por cenarios de baixo crescimento e de inflacao elevada
(Cooper, 2008), o que, por seu turno, explica que a década de 1970 tenha sido
uma década de elevada turbuléncia nos mercados financeiros. Estes factores dei-
xaram uma marca no espectro multifractal das rendibilidades logaritmicas diarias
do indice S&P 500, como é visivel na figura 6. do anexo B., em particular, se se
comparar o salto ocorrido na moda entre a década de 1960 (moda situada no
intervalo entre 0.45 e 0.5) e a década de 1970 (moda situada no intervalo entre
0.35 e 0.4).

A analise multifractal revela, deste modo, uma maior turbuléncia na década de
1970, o que é consistente com as alteragoes estruturais ocorridas durante essa
mesma década.

A dominancia do espectro numa regiao de maior turbuléncia, em 1970, pode
ser explicada por um aumento da instabilidade, resultante do fim de Bretton
Woods, da crise pertolifera e de novos fenémenos inflacionarios (Kindleberger,
2000). A alteragao estrutural do sistema implicou uma alteragao da propria teoria
do mercado, devido ao surgimento de novas dinamicas econémicas, em particular,
no que diz respeito ao perfil das crises inflacionérias (Cooper, 2008). Seguindo a
expressao geral para a lei de escala (11), o aumento da turbuléncia, associada a
um espectro com moda numa regiao de elevada irregularidade, implica que as
escalas de tempo curtas sao caracterizadas por maiores velocidades médias de
variagoes da rendibilidade, do que as escalas de tempo mais longas, emerge, assim,
um sistema homeostatico de mercado activo na auto-regulacao do excesso de vola-
tilidade de curto prazo.

O espectros multifractais para as trés décadas seguintes (1980, 1990 e 2000 a
2009) sao apresentados na figura 7. do mesmo anexo.

A década de 1980 apresenta uma estrutura atipica. A moda situa-se proximo
de 0.5, o que indica uma maior regularidade na dinamica, contudo a amplitude do
espectro é superior a de 1960, com expoentes de Holder superiores a 1, sendo que
existe uma alteracao na concavidade, evidenciando uma sobreposi¢ao de espectros
na regiao abaixo de 0.2.
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Assim, a década de 1980, segundo a anélise multifractal, constituiu uma
década de transicao econdémica com periodos de maior regularidade e de prosperi-
dade economica e financeira, interrompidos por periodos de elevada turbuléncia de
mercado.

Esta anélise quantitativa é confirmada por uma analise historica. De facto, a
década de 1980 foi uma época que ainda herdou turbuléncia econémica e finan-
ceira vinda de 1970, mas houve um desenvolvimento dos mercados financeiros, e
uma expansao econdémica e financeira.

No inicio da década de 1980, a elevada volatilidade foi reconhecida como um
problema, tendo constituido um argumento a favor de deixar que os mercados se
auto-regulassem e, assim, espontaneamente resolvessem o problema da volatili-

dade, um argumento decorrente das teses monetaristas de Milton Friedman
(Morris, 2008).

Uma caracteristica central dos mercados com crises de turbuléncia é a de uma
incerteza dindmica relativamente as variaveis macroeconoémicas fundamentais. No
caso da década de 1970, a incerteza crescente em relacao a inflagdo e a propria
crise traduziu-se numa maior volatilidade nas taxas de cambio, taxas de juro,

pregos das mercadorias (commodities) e cotagoes do mercado de capitais.

O argumento de Friedman defendia que o problema da inflagdo poderia ser
resolvido, se se controlasse somente a quantidade de moeda em circulacao, dei-
xando que os mercados se auto-regulassem.

Este argumento decorre, em particular, da tese de Friedman de que a inflagao
poderia ser controlada apenas com o controlo da quantidade de moeda, de tal
modo que se a Reserva Federal se limitasse a assegurar que a quantidade de
moeda crescesse aproximadamente ao mesmo ritmo da economia, entao os pregos
manter-se-iam estéaveis (Morris, 2008).

Contudo, as medidas de controlo monetario, implementadas por Volcker, utili-
zadas para controlar a circulacao de moeda e contrariar tentativas por parte das
instituicoes financeiras para evitar as restricoes, conduziram a problemas. Em
Janeiro de 1981, os fundos federais tinham atingido o nivel de 19%, enquanto as
obrigacoes do Tesouro a trés meses ofereciam uma taxa de juro de 20%. A eco-
nomia americana entrou em recessao no segundo trimestre. Em 1982, o cresci-
mento do PIB teve uma taxa negativa de —1.9% (Morris, 2008). No entanto, o
apoio as medidas de Volcker por parte dos dirigentes das empresas e dos diri-
gentes sindicais continuou.

Ainda em 1982, a tendéncia inflacionaria terminou, mantendo-se constante o
Indice de Pregos no Consumidor (IPC), durante o segundo semestre de 1982. No
final do ano, a taxa dos fundos federais desceu para cerca de 8.7%. O crescimento
foi quase nulo no quarto trimestre, tendo subido para cerca de 4.5% em 1985 e
para cerca de 7.5% em 1984 (Morris, 2008). Em 1985, a taxa de inflagao estava
controlada tendo atingido um valor de 1.9%, o valor mais baixo em vinte anos. A
estabilidade de precos havia sido alcancada.

25



Em termos de dinamica, a primeira metade da década de 1980 foi, assim, mar-
cada, ainda, por um periodo de elevada volatilidade, em continuidade com a
década de 1970, com tentativas por parte da Reserva Federal e da administragao
Reagan para controlarem a inflagdo e garantirem a estabilidade de pregos, a qual
foi atingida no final dessa primeira metade.

O espectro multifractal evidencia as marcas desta evolugao econémica e finan-
ceira, conforme pode ser verificado a partir de uma decomposicao da década de
1980 em duas metades (figura 8. do anexo B.). Na primeira metade da década
(de 02-01-1980 até 31-12-1985), a moda situa-se ainda na mesma regiao que o
espectro da década de 1970, embora os valores de iy € Qmax S€jam maiores do
que no caso de 1970, o que evidencia uma fase de transicao na estrutura econo-
mica e financeira. Ocorre, também, uma sobreposicao de scaling multifractal, com
uma concentragao de massa de espectro maior na cauda superior.

O espectro permite evidenciar a natureza da primeira metade da década de
1980, enquanto década de transicao econémica que herdou a elevada turbuléncia e
volatilidade da década de 1970. Na mesma figura, encontra-se o espectro para a
segunda metade da década (02-01-1986 a 31-12-1989), o qual evidencia uma forma
atipica. Existe, por um lado, um deslocar do espectro para uma regiao de maior
regularidade, com uma moda proxima de 0.55, por outro lado, existe a presenca
de uma cauda longa e pesada na regiao de maior irregularidade com um alarga-
mento da amplitude do espectro (Qmax — Qmin), Sinalizando um aumento da multi-
fractalidade na segunda metade da década de 1980.

Para compreender este fen6émeno, torna-se necessario considerar em maior
detalhe as transformagoes ocorridas durante a segunda metade da década sob
analise.

Uma analise subsequente, feita ao periodo de 1986 a 1989, permitiu-nos identi-
ficar dois subperiodos com perfis de scaling distintos, a saber: o subperiodo de 02-
01-1986 a 22-12-1987 e o subperiodo de 23-12-1987 a 31-12-1989.

Na figura 9. do anexo B., apresentamos os espectros para os dois subpe-
riodos. Como pode ser verificado na figura, o primeiro subperiodo foi caracteri-
zado por um espectro multifractal com uma amplitude muito larga, e com moda
entre 0.6 e 0.7. Embora a moda se situe numa zona de maior regularidade dina-
mica, essa regiao é pouco representativa do scaling, pois a amplitude do espectro
¢ muito larga, o que significa que o primeiro subperiodo pode ser sinalizado como
um periodo de transi¢ao econémica.

A natureza deste scaling é consistente com uma analise historica, pois tinha-se
travado a crise herdada de 1970, na primeira metade da década, passando para
uma nova fase econdémica e financeira de transformacao e reestruturacao do mer-
cado. Os mercados financeiros ganharam forca, nos EUA, sob a influéncia da ino-
vagao financeira que comecgava a desenvolver-se nessa altura, em particular, no que
diz respeito aos mercados de derivados (alimentados em grande parte pela sua efi-
cécia enquanto instrumentos de hedging (Smithson et al., 1995)).
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A dindmica dos mercados financeiros, para o periodo que se seguiu a 1985, foi
uma dindmica com elevada persisténcia, cuja origem pode ser encontrada no com-
portamento de sincronizagao optimista especulativa dos agentes. A seguinte des-
cricao de Morris ilustra eficazmente a natureza de um mercado com moda do
espectro multifractal superior a 0.5, e elevada dispersao do mesmo espectro, per-
mitindo compreender a origem comportamental deste regime dindmico (Morris,
2008, p.45):

“Os mercados accionistas, que estavam em estado comatoso,
ganharam vida (...) A avaliar por todos os padroes historicos, as
acgoes tinham pregos agressivos. Sao as pistas para os deuses do
mercado aparecerem no cume de uma montanha e anunciarem o fim
dos negocios duvidosos. Os investidores racionais investiriam menos
e procurariam consolidar os valores realizados (...) Em vez disso, os
mercados enloqueceram. Os ganhos da primeira onda de negdcios
eram tao espectaculares que os grandes investidores, como os fundos
de pensoes e os legados (fundos constituidos com doagoes a institui-
¢Oes), gritavam para arranjar lugar no comboio, enquanto os novos
fundos se multiplicavam como baratas (...) os mercados financeiros
oferecem oportunidades de ganhos muito grandes e muito rapidos,
atraindo operadores brilhantes que utilizam dinheiro emprestado
pelos bancos (...) Com cada vez mais dinheiro & procura de nego-
cios, as estruturas tornaram-se muito mais complicadas, com titulos
em cima de titulos. Um dos preferidos foram as obrigacoes PIK
(payment in kind/pagamento em géneros) — se nao se fizesse um
pagamento, o credor receberia mais obrigacoes. Em Wall Street
brincava-se com a «espiral da morte» — os incumprimentos repetidos
levavam & emissao de cada vez mais PIK (...) A década da ganancia,
que foi como esta febre de negocios passou a ser conhecida (...)"

O pico especulativo ocorreu em 1987 com um crash a 19 de Outubro de 1987.
A variagao diaria logaritmica do S&P500 em 14 de Outubro havia sido de cerca
de —0.03, em 15 de Outubro foi cerca de — 0.024, em 16 de outubro foi de cerca
de — 0.053, em 19 de Outubro foi de cerca de — 0.229. A soma dos quatro dias
resulta numa variacao logaritmica de cerca de — 0.336.

O crash de 19 de Outubro de 1987 esta incluido no primeiro subperiodo em
analise. Este crash é central para a ciéncia do risco aplicada as financas, pois per-
mite compreender a natureza do risco em mercados com elevada multifractalidade
e moda numa regiao de maior regularidade (moda do LDS superior a 0.5).

Quando um espectro apresenta uma moda que se situa numa regiao de maior
regularidade (moda superior a 0.5) e, simultaneamente, uma elevada amplitude
com Qpin perto de 0.1 e ayyay Superior a 1, estamos perante um mercado que pode
apresentar periodos de regularidade dindmica com manutencao de condigoes de
risco, mas que podem transformar-se rapidamente em periodos de elevada volatili-
dade, ou ainda em periodos com wolatility buildup e saltos sibitos. Uma das
caracteristicas centrais do crash de 1987 foi, precisamente, a sua ocorréncia subita
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e dificil de explicar a partir de market fundamentals, conforme sinalizado por Gre-
enspan (2007). Um mercado com um espectro com uma moda numa regido de
regularidade e espectro com menor amplitude nao apresenta um risco tao elevado.

No caso em que o espectro tem uma amplitude baixa, a persisténcia tende a
traduzir-se naquilo que Vaga (1990) designa por mercados coerentes, isto ¢, sdo
mercados em que ocorrem periodos sustentados de alta ou de baixa, com volatili-
dade baixa e lenta.

No caso em que o espectro tem uma amplitude elevada, tendem a ocorrer
amplificacoes do comportamento dos fundamentals, com flutuagoes elevadas e
saltos, o mercado pode gerar um comportamento de euforia, com uma amplifi-
cacao das expectativas positivas, seguido de panico. Assim, as bolhas, os crashes e
as crises financeiras sao mais provaveis.

A década de 1990 e o periodo de 2000 a 2009 aproximam-se bastante entre si,
em termos de espectro, embora o espectro de 2000 a 2009 tenha uma amplitude
mais curta, do que o de 1990, o que podera ser devido a natureza da década de
1990 enquanto periodo de transicao de uma economia financeira com ligacoes
internacionais, mas centrada nalgumas pragas financeiras com maior liquidez, para
uma economia financeira com interconectividade densa global e com online tra-
ding.

O espectro multifractal de 2000 a 2009 ¢é indicativo de uma estabilidade estru-
tural de uma estrutura econémica e financeira planetaria, esta estabilidade nao
devera ser confundida com uma estabilidade dindmica ou com mais baixo risco, a
dindmica ¢é instavel, o espectro multifractal indica uma dominancia de um regime
com turbuléncia elevada, e o risco é mais elevado porque a interconectividade
entre os activos e pracas financeiras é maior, o que significa que as crises, quando
ocorrem, ocorrem para a totalidade do ecossistema financeiro global. A maior
interconectividade cria, também, correlagoes dinamicas resultantes de intercone-
xo0es entre activos, conduzindo a dispersao e contaminacao do risco, como ocorreu

com a subprime (regressaremos a esta questao na proxima secgao).

O sistema torna-se, assim, mais sensivel a crises, mas esta maior sensibilidade
as crises, e o maior risco de colapso do sistema por via de uma crise, é consistente
com a natureza do sistema de economia global em que vivemos. Em termos de
desenvolvimento das forcas produtivas estamos no seio de um periodo de afir-
macao em pleno de uma estrutura sistémica econémica e financeira, a saber: o sis-
tema econémico planetario.

A crise actual confrontou o sistema financeiro e a Federal Reserve com o risco
de colapso a 18 de Setembro de 2008, quando a Federal Reserve registou uma cor-
rida aos levantamentos electronicos, com cerca de 550 bilides de dolares a serem
levantados numa questao de horas (Gongalves, 2009).

O Tesouro injectou um montante de 105 bilidces de doélares para compensar,
mas rapidamente se concluiu que este montante era insuficiente para travar a vaga
de levantamentos, pelo que estava a ocorrer uma corrida electréonica aos bancos,
em plena crise financeira.
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Decidiu-se, entao, encerrar as contas e anunciar uma garantia de 250 mil
dolares por conta, para impedir que o panico se propagasse a totalidade da rede
financeira. Se esta medida nao tivesse sido implementada, estimava-se que na
tarde de 18 de Setembro, 5.5 trilices de dodlares teriam sido levantados do sistema
monetario dos EUA, o que, segundo as autoridades financeiras americanas, teria
conduzido ao colapso da economia americana, e no prazo de 24 horas a economia
mundial teria colapsado (Durden, 2009; Gongalves, 2009). Segundo Durden
(2009), teria sido o fim do nosso sistema econémico e politico tal como o conhe-
cemos.

Este caso escapou a atencao dos media até que Paul Kanjorski revelou estes
factos na C-Span (Durden, 2009), explicando como a Federal Reserve informou os
membros do Congresso acerca da corrida aos bancos e da natureza dessa corrida.
De acordo com Kanjorski, o levantamento de 550 bilides de délares ocorreu
durante um periodo de cerca de uma ou duas horas, tendo sido estimado, por Ber-
nanke e Paulson, o colapso do sistema econdémico americano para as duas da tarde
e do sistema econémico mundial num prazo de vinte e quatro horas, caso algo nao
fosse feito (Durden, 2009).

A analise por décadas dos espectros multifractais do S&P 500 permitem iden-
tificar periodos de estabilidade estrutural de afirmacao de determinadas organiza-
¢oes estruturais das forgas produtivas, e periodos de transigao. O marcador cen-
tral é a amplitude do espectro, quanto mais largo é o espectro maior a diversidade
de scaling local, o que indica uma expansao da diversidade de scaling multifractal,
esta expansao tende a caracterizar periodos de transicao da organizagao econo-
mica e financeira, quando a amplitude do espectro é menor, com Qpayx € Qpin Mais
proximos da moda, o periodo é caracterizado por uma maior estabilidade da orga-
nizagao econdémica e financeira.

Geralmente, apos uma década de estabilidade estrutural, tende a ocorrer uma
transicao para um novo periodo. Encontramos, presentemente, as raizes da pro-
xima transicao econdémica e financeira, na industria aeroespacial que se esta a
desenvolver. Durante a década de 2010 a 2020, se o sistema nao colapsar, podera
ocorrer uma transicao de uma economia baseada numa interconectividade plane-
taria, para uma interconectividade interplanetaria. O projecto de expansao da
internet para o espaco, recentemente iniciado pela NASA, é um indicador de uma
expansao da interconectividade planetéria para além do planeta.

A vulnerabilidade do sistema econoémico e financeiro a crises, e o risco de
colapso que se tornou evidente com a ultima crise, exigiram uma reflexao por
parte da comunidade cientifica e exigem que se considere a natureza e consequén-
cias da turbuléncia multifractal nos mercados financeiros.

Passa-se a abordar esta tultima questao para, seguidamente, se rever as con-
sequéncias da ultima crise financeira sobre a comunidade cientifica e a modelagao
do risco no seio da teoria financeira.
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2.4. Consequéncias para a teoria financeira da turbuléncia
multifractal nas dinadmicas das rendibilidades de activos
financeiros

A presenca de turbuléncia multifractal nas rendibilidades logaritimicas dos activos
financeiros constitui um problema para a teoria financeira, assim como para o0s
proprios mercados. Para a teoria financeira, a presenca de turbuléncia multifractal
tem implicacoes sobre a abordagem tradicional baseada na auséncia de arbitragem
e completude de mercados, dado que a completude nao se encontra mais garan-
tida (Pochart, 2003).

A condicao de completude pode ser formalmente expressa, no seio da abor-
dagem da risk neutral valuation, em termos da existéncia de uma tnica medida de
martingala equivalente neutra ao risco (Risk Neutral Equivalent Martingale Mea-
sure, RN-EMMQ), nao se verificando esta condigdo para um mercado incompleto
(Focardi e Fabozzi, 2004), o que tem consequéncias na avaliagao financeira, dado
que, num mercado completo, a avaliagao neutra ao risco pode ser utilizada
enquanto ferramenta de avaliacao, de modo a obter precos justos para os activos
financeiros, sob condicoes de auséncia de oportunidades de arbitragem, assim
como permite identificar oportunidades de arbitragem, se estas existirem.

A completude também se encontra relacionada com a gestao do risco, no que
diz respeito a existéncia de instrumentos financeiros, disponiveis para a transfe-
réncia de risco (Focardi e Fabozzi, 2004), isto é, no que diz respeito a existéncia
de instrumentos que permitem cobrir qualquer risco transaccionavel. Neste sen-
tido, a questao da completude de mercado e da arbitragem sao de elevada impor-
tancia para a industria financeira.

As estratégias de hedging (dindmico) que os investidores podem implementar e
a capacidade para construir replicating portfolios situam-se na interseccao entre a
teoria da dinamica de mercado e as tecnologias de trading e de gestao do risco.

O modelo tradicionalmente utilizado pela teoria financeira sobre o asset pri-
cing € o movimento browniano geométrico com volatilidade constante. A comple-
tude é, neste caso, garantida, dado que existe uma tnica RN-EMMQ (Focardi e
Fabozzi, 2004).

Na presenca de volatilidade estocéstica, a qual introduz turbuléncia na dina-
mica da rendibilidade, as condi¢oes de completude tém de ser reformuladas, com a

introducao de activos apropriados que podem tornar o mercado completo, condu-
zindo a uma tnica RN-EMMQ (Focardi e Fabozzi, 2004).

Enquanto que existem solugoes para a completude em modelos de volatilidade
estocastica que funcionam no seio de um enquadramento de movimento browniano
(Focardi e Fabozzi, 2004), a presenga de turbuléncia multifractal conduz a pro-
blemas fundamentais, quer para a abordagem tradicional de avaliacao baseada nos
processos estocasticos, quer para a completude.
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A turbuléncia multifractal implica, por um lado, maior risco de volatilidade do
que aquele que é capturado pelos modelos de volatilidade estocastica tradicionais
(em particular, no que diz respeito a classe de heteroscedasticidade condicionada),
como foi demonstrado por Mandelbrot (Mandelbrot, et al., 1997; Mandelbrot,
1997; Mandelbrot e Hudson, 2004). Por outro lado, a turbuléncia multifractal
conduz a um segundo problema, a saber: o problema da modelacao.

Estando perante comportamento de sistemas adaptativos complexos em rede,
a multifractalidade financeira pode ser consistentemente considerada enquanto
propriedade dinamica emergente a partir do comportamento adaptativo dos sis-
temas econdmicos e financeiros interconectados e em coevolugao (Gongalves e
Gongalves, 2007; Gongalves, 2010).

Assim, quando se identifica a presenga de turbuléncia multifractal, esté-se, na
realidade, a identificar a presenca de criticalidade auto-organizada multifractal
(multifractal self-organized criticality, MSOC), conduzindo a uma necessidade de
uma modelacao bottom-up, em vez de uma modelacao top-down, a qual pressupoe
uma ordem causal de cima para baixo, que nao é aquela dos sistemas em questao.

Em alternativa, a modelagao estocastica macroscopica poderia recorrer a um
argumento tomado a partir da mecéanica estatistica, trabalhando com os sistemas
econdémicos e financeiros como se fossem gases turbulentos, sem garantia de que,
pelo facto de o modelo reproduzir um espectro multifractal, se encontraria garan-
tida a validade sistémica do modelo (Gongalves, 2010). Problema que é agravado
pela natureza evolutiva dos espectros multifractais observados empiricamente,
conforme exemplificado na seccao anterior, a partir da analise historica do indice
S&P 500.

Diferentes processos podem conduzir aos mesmos espectros multifractais, de
tal modo que um ajuste dos espectros obtidos, no seio de um dado modelo, aos
espectros estimados para os activos sob modelacao é insuficiente para concluir que
se esta perante o modelo adequado, e, assim, nunca se pode estar certo de que se
conhece a coleccao de activos apropriada para recuperar uma condi¢cao de comple-
tude, isto é, nunca se pode estar certo de que a coleccao de activos que garante a
completude do mercado para o modelo é a coleccao de activos que garante que os
mercados efectivos sao completos, logo, na presenca de MSOC, a completude nao
pode ser empiricamente corroborada a nao ser que fosse possivel empiricamente
inferir um processo estocéstico para o mercado, correspondente a verdadeira dina-
mica do mercado, o que poderda nao ser possivel, dado o facto de que a MSOC
pode ser produzida por diferentes processos.

De modo a garantir a existéncia de completude, baseada na metodologia da
risk neutral valuation, na abordagem dos processos estocasticos, é necessario pro-
duzir o modelo correcto da dindmica de mercado, e se nao se tem esse modelo,
entao esta-se a trabalhar com pressupostos acerca de hedging, de risco e de arbi-
tragem que nao sao verificados e, deste modo, poderd incorrer-se em perdas ele-
vadas (Gongalves, 2010).
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A partir da observacao da presenca de scaling multifractal, nao se segue neces-
sariamente um processo estocastico especifico. Para construir um modelo de mer-
cado baseado na metodologia dos processos estocasticos, torna-se necessario
assumir essa mesma metodologia top-down, mas, mesmo se o espectro do modelo
for coincidente com o espectro empiricamente estimado para o mercado, o modelo
podera nao coincidir com a estrutura dinadmica adaptativa do mercado numa pro-
ximidade suficiente para que seja capturada a natureza das ligagoes entre activos
e processos coevolucionarios que fazem emergir a dinamica de mercado turbulenta
e a estrutura multifractal, deste modo, nao se pode garantir que a completude de
mercado seja verificada para os activos transaccionados, mesmo se ocorre no
modelo.

As abordagens de modelacao bottom-up, baseadas na modelacao microscopica,
sao alternativas a modelagdo macroscopica por processos estocasticos. Mas,
quando se trabalha com a Modelag¢io Financeira Microscopica (MEFM), torna-se
problematica a formulagao de uma abordagem geral para a arbitragem, dado que
a teorizacao da arbitragem, a partir de condigoes macroscopicas, impostas sobre o
mercado deixa de fazer sentido, sendo mnecessario incorporar a arbitragem
enquanto componente dos processos coevolucionéarios de mercado, promotores de
eficiéncia, resultante de respostas adaptativas no sentido de remocgao do misspri-
cing.

Assim, torna-se necessario expandir a MFM para incorporar a arbitragem
numa abordagem bottom-up, desacoplando a questao da eficiéncia e da eficacia da
arbitragem da questao da completude, ou seja, deixando de ser necessario pro-
curar condi¢oes de completude de mercado. Gongalves (2010) propdés um modelo
em que ¢ incorporada uma tal abordagem bottom-up para a arbitragem, a partir
de um modelo coevolucionédrio de uma economia artificial, baseado em mapas nao-
lineares acoplados, em que emerge caos multifractal para as rendibilidades logarit-
micas das cotacoes de cada empresalS.

Deve ser, contudo, relevado que, apesar das consequéncias para a gestao finan-
ceira e, logo, para a gestao do risco, esta questao fica para além dos objectivos e
temética da presente tese, pois trata-se de um problema para a teoria financeira
do pricing de activos e para a economia financeira e nao de um problema para a
ciéncia do risco ou para a matematica do risco, assim, nao sera trabalhado o pro-
blema da arbitragem e da eficiéncia de mercado.

Embora a chamada risk neutral valuation nao constitua, enquanto tal, parte
da matemética do risco, esta pode ser incorporada, contudo, enquanto metodo-
logia de avaliacao de risco, integravel no seio da matematica da avaliacao do risco,
como demonstraremos no capitulo 5. (secgao 5.1.). Os resultados obtidos no
capitulo 5. permitem resolver o problema da compatibilidade entre a risk neutral
valuation e a turbuléncia multifractal, esta questao sera retomada no capitulo 6.
(subsecgao 6.2.1.), no qual sdo avaliadas as implicagbes do trabalho desenvol-
vido.

16. Os agentes adaptativos, no caso do modelo de Gongalves (2010), sdo empresas.
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Para a ciéncia e matemaética do risco, a turbuléncia multifractal nos mercados
financeiros tem consequéncias fundamentais, pois a dindmica multifractal conduz
a um maior risco financeiro do que aquele que é capturado no seio dos modelos de
volatilidade estocéstica tradicionais, como foi referido acima, e relevado por Man-
delbrot  (Mandelbrot, 1997; Mandelbrot, et al., 1997; Mandelbrot e Hudson,
2004). Por outro lado, a MSOC diminui a eficicia das técnicas econométricas tra-
dicionais, em que um modelo de base é especificado com uma separagao entre uma
componente antecipavel e uma componente de ruido cuja standardizagao conduz a
um processo de ruido IID (Independente e Identicamente Distribuido). Para tra-
balhar com MSOC, os modelos bottom-up sao demonstraveis como sendo mais efi-
cazes em capturar os padroes de risco (Sornette e Zhou, 2006; Zhou e Sornette,
2007; Gongalves, 2010).

Apoés a ultima crise financeira, esta maior eficacia dos modelos bottom-up e,
assim, da MFM, tem sido motivo de reflexao acerca do futuro da modelagao finan-
ceira, conforme passamos a analisar.

2.5. A actual crise financeira e a necessidade da modelacgao
microscopica

Para compreender a reflexao acerca do futuro da modelacao financeira, desenvol-
vida pela comunidade cientifica, como resultado da presente crise, torna-se neces-
sario rever alguns elementos centrais do processo sistémico que conduziu & mesma
crise.

Nos EUA, o crédito a habitacao desempenha um papel chave estratégico,
tanto no plano econémico como no plano politico, especialmente no que diz res-
peito as chamadas minorias (Attali, 2009).

Em 1977 a lei do Community Reinvestment Act levou a banca a conceder cré-
dito a habitacao as comunidades mais desfavorecidas. Contudo, desde que, em
1980, varias instituigoes de crédito estiveram a beira da faléncia devido a esses
créditos de elevado risco, a banca nao estava disposta a assumir o risco, o que
conduziu os grupos de pressao das diversas minorias a lancar campanhas para blo-
quear a fusao de bancos que nao respeitassem os seus compromissos de favorecer a
habitacao social (Attali, 2009). Deste modo, o crédito hipotecario desenvolveu-se
com um tipo diferente de empréstimos, conforme a natureza de risco: prime para
a classe rica, Alt-A para a classe média, e subprime para os mais pobres e menos
capazes de honrar as suas dividas.

E entdo que intermediarios independentes, pagos & comissdo, propdem aos
candidatos com piores historicos bancérios, contractos de crédito hipotecario sub-
prime, de taxa progressiva, indexados ao valor da casa, de tal modo que se podia
pedir mais dinheiro emprestado se os precos do imobilidrio aumentassem, o que
aconteceu (Attali, 2009).
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Estes créditos subprime eram, entao, comprados aos bancos por duas institui-
¢oes criadas apoés a crise de 1929: Freddie Mac e Fannie Mae. Os bancos podiam
assim propor os créditos aos seus clientes sem se exporem ao risco.

Relativamente aos créditos Alt-A, propunha—se caréncia de juros e de capital
durante os primeiros anos.

O objectivo era expandir o sector imobiliario, estimulando a procura por via
do crédito, com o argumento de que a expansao do sector imobilidrio conduziria a
um desenvolvimento econémico global incitando a construcao de habitagao.

Para apoiar a expansao do crédito, Greenspan decidiu, em 2003, baixar as
taxas de juro, o que fez expandir o crédito e a procura, conduzindo a uma subida
dos precos dos bens.

As facilidades de crédito ao consumo e de crédito imobilidrio conduziram a
uma expansao do mercado por via do crédito. O sistema financeiro estava, entao,
a ser alimentado pela economia real, cujo crescimento se baseava numa expansao
da procura por via do crédito, sendo que o sector do imobiliario e financeiro se ali-
mentavam mutuamente, representando, em conjunto, 40% do crescimento do
sector privado americano. O crescimento econdémico ocorreu, assim, nos sectores
ligados ao mercado imobiliario e ao sector financeiro (Attali, 2009).

Enquanto que no imobilidrio se procurava sustentar uma bolha, no tecido
empresarial uma forma de raids financeiros ganhou forga. Enquanto que o passivo
das empresas crescia, dirigentes e financeiros procediam a operagoes financeiras de
repurchasing das empresas fortemente alavancadas, impodo-lhes objectivos de ren-
dibilidade da ordem dos 20% ao ano, para permitir o reembolso, gracas aos lucros,
dos empréstimos contraidos para comprar estas empresas (Attali, 2009). Consti-
tuiram-se, assim, fundos especializados (private equity e LBO!T) para atrair as
poupancgas para essas operagoes, sobretudo rentaveis para os seus promotores.

De modo a cumprirem com os objectivos de elevada rendibilidade, as empresas
eram reestruturadas, diminuindo o seu campo de actividade & dimensao e especia-
lizacao que lhes permitia produzir a parte da cadeia de valor correspondente ao
seu know-how.

Segundo Attali (2009), os postos de trabalho eram as primeiras vitimas, as
actividades de investigacao e desenvolvimento (1&D) eram as segundas e a sobre-
vivéncia das empresas a terceira. Os mercados financeiros estavam a ser utilizados
para produzir ganhos de curto prazo conducentes ao colapso das empresas, assim
o mercado estava a lucrar com o colapso empresarial.

A economia financeira estava, por via dos raids e do crédito de alto risco, a
criar situagoes de risco com exposicoes crescentes: das empresas ao risco econo-
mico e financeiro; da economia ao risco de crédito. Este fenémeno nao foi circuns-
crito aos EUA, o valor do imobiliario foi avaliado, em 2006, em cerca de 1.5 vezes
o PIB mundial contra menos de trés quartos, dez anos antes (Attali, 2009).

17. Leveraged Buyout. LBO ou Leveraged Buyout refere-se a uma operacdo alavancada (ou seja,
financiada principalmente pelo recurso ao endividamento), para se obter o controlo do capital de uma
empresa.
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Por seu turno, em termos mundiais, o valor das obrigacoes e acgoes era, em
1980, coincidente com o PIB mundial, enquanto que, em meados de 2006, foi esti-
mado como situando-se em duas vezes o PIB mundial (Attali, 2009), a esse valor
pode-se juntar as emissoes de produtos titulados e de derivados, de tal modo que,
no conjunto, o patrimoéonio mundial podia ser avaliado, segundo Attali (2009), em
cerca de seis vezes o PIB mundial, patrimonio, este, fortemente alavancado, o que
significa que a riqueza mundial estava a ser suportada por via do endividamento.

No entanto, o problema foi agravado ainda mais por um outro processo: a
securitization de divida de alto risco e a diversificacao financeira. A securitization
permitiu aos bancos converteram os créditos imobilidrios em produtos atractivos
para os aforradores institucionais de todo o mundo. O financiamento dos bancos,
e, logo, a capacidade dos bancos para responderem de forma rentével a uma pro-
cura crescente por crédito, estava fortemente dependente da capacidade de trans-
feréncia de risco, especialmente no que diz respeito aos créditos de subprime.

O cenario é tipico de um jogo, com jogadores proximos do homo economicus,
no que diz respeito a racionalidade preconizada no modelo decisional do homo
economicus e defendida no seio da teoria dos jogos tradicional.

Os bancos encontravam uma vantagem na concessao de crédito de elevado
risco, desde que o risco nao fosse assumido por eles. Por seu turno, os intermedia-
rios independentes, sendo pagos a comissao, tinham vantagens na expansao do
crédito. Com a securitization dos créditos subprime, o sistema de crédito imobi-
lidrio podia transferir o risco para os mercados financeiros, de tal modo que o sis-
tema de crédito imobilidrio encontrava vantagens na concessao de crédito de ele-
vado risco, pois nao assumia o risco.

Dado que a economia estava a crescer como efeito do crescimento imobiliario e
do crédito ao consumo, o Estado norte-americado e o sistema financeiro estavam,
igualmente, a beneficiar do mercado subprime. Por outro lado, para o Estado
norte-americado, havia o interesse adicional de financiar os conflitos militares em
que se tinha envolvido, durante a administracao Bush.

Os créditos subprime foram, entao, reunidos em pacotes de produtos finan-
ceiros, a saber (Attali, 2009: 52): os RMBS (Residential Mortgage-Backed Securi-
ties); o grupo equity (os de maior risco), que alguns corretores chamavam loss
money; o grupo mezzanie (de risco intermédio); os do grupo senior e super-senior
(AAA). Estes produtos foram, entdo, transaccionados no mercado sob a forma de
obrigacoes.

Estas operagoes foram bem sucedidas, devido & rendibilidade prometida aos
compradores desses titulos. E aqui que entra em jogo o processo de diversificagao
financeira.

As entidades gestoras de fundos de investimentos, competindo entre si por cli-
entes, constituiram uma fonte de procura para estes titulos de divida de alto risco.
A oferta era garantida pelas instituicoes de crédito assim como por Freddie Mac e
Fannie Mae que revenderam seus créditos subprime sob a forma de RMBS.
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Cerca de metade dos subprime, convertidos em securities, foram escoados para
bancos nao-americanos, expandindo o mercado para a subprime.

Segundo Attali, perante o éxito da securitization dos créditos subprime, o pro-
cesso expandiu-se a outras dividas sob a designacao de asset-backed securities.
Todos estes titulos tinham risco elevado, prometendo rendibilidades superiores a
taxa de crescimento da economia.

Por outro lado, ainda segundo Attali (2009), o risco atribuido ao incumpri-
mento estava a ser subavaliado propositadamente pelas empresas de rating que
tinham interesse na expansao do mercado resultante da securitization de dividas
de alto risco.

Apesar dos avisos em 20006, todos aqueles que tinham meios para travar a
bolha, tinham alguma coisa a ganhar com a mesma. Havia toda uma rede de inte-
resses estabelecida, a qual interessava a expansao do crédito: o Estado norte-ame-
ricano, o exército e as empresas petroliferas tinham interesse em financiar os con-
flitos militares, nos quais os EUA estavam envolvidos, e garantir que a economia
suportava os custos desses mesmos conflitos, incluindo a subida do prego do
petréleo, com um crescimento econémico suportado pelo recurso ao crédito; a
banca, agéncias de rating, intermediérios e resseguradores de crédito beneficiavam
com o mecanismo de transferéncia de risco, por via das comissoes e da revenda
dos créditos (Cooper, 2008; Morris, 2008; Attali, 2009).

Attali (2009: 63, 64) descreve a emergéncia de uma ideologia anti-avaliagao de
risco do seguinte modo:

“(...) Para iludir esses raros discursos inquietantes, apareceu uma
teoria, um pensamento, uma ideologia: a atitude proactiva. Ela con-
siste no convencimento de que um fim é facilmente atingivel se o
procurarmos com suficiente sinceridade, for¢a e concentracao. Gene-
ralizou-se na economia, na pintura, no desporto a ideia de que a
obtencao de bons resultados passava obrigatoriamente pela con-
vicgdo e que o bem aconteceria desde que nele se acreditasse (...)
Todos se puseram a acreditar que para conseguir um bom emprego
ou manté-lo bastava ser optimista. Em particular, para ser dirigente
nao se pode anunciar possiveis desastres. (...)”

A negacao da natureza e presenca do risco serviu, entdao, uma funcao util
naquilo que era um interesse de mercado na expansao da bolha. Neste ponto,
encontramos um elemento central de divergéncia entre o mercado de concorréncia
perfeita da teoria e os mercados efectivos — os agentes podem ter interesses colec-
tivos sinergeticamente sincronizados na expansao de uma bolha.

Este fenémeno foi objecto de investigagao, com consequéncias para a ciéncia
do risco, no trabalho de Johnson e Fowler (2009), acerca da evolu¢ao da sobrecon-
fianca. Johnson e Fowler identificam que um excesso de confianca podera produzir
bolhas de mercado, colapsos financeiros, faléncias de politicas, guerras e incapaci-
dade em prever e lidar com desastres, sendo proposto um modelo evolucionério

36



que demonstra como a sobreconfianca podera conduzir a uma maximizacao da fit-
ness individual, demonstrando, assim, que uma solucao que é preferida, em
termos de um jogo evolucionario de curto prazo e segundo uma légica competitiva
local, pode introduzir comportamentos contra-adaptativos, bloqueando os meca-
nismos homeostaticos dos sistemas sociais e amplificando o risco de colapso.

Regressando ao caso, em anélise, da crise financeira, esta iniciou-se, no pri-
meiro trimestre de 2005, quando o indice de novas casas em construgao caiu. No
terceiro trimestre de 2005, as vendas diminuiram, e, no quarto trimestre,
abrandou a subida dos precos. O valor das casas comecou, entao, a cair.

Os produtos financeiros, resultantes da securitization, comecaram a ser desig-
nados de toxicos, quando se comecou a compreender que o capital em divida de
muitos dos empréstimos era superior ao valor das casas no mercado (Attali, 2009).

No primeiro trimestre de 2006, os incobraveis em subprimes aumentaram, em
Agosto deu-se a primeira faléncia de uma instituicao de crédito hipotecario que
transaccionava subprimes. Ainda assim, o mercado das subprimes continuou a
crescer, pois, em 2006, em cada quatro novos empréstimos um era desse tipo
(Attali, 2009).

Os problemas, contudo, nao se limitavam aos créditos subprime, ainda em
2006, a Bloomberg avaliou em 16% os créditos com atrasos de pagamento superi-
ores a dois meses nos créditos Alt-A, sendo que 14% dos americanos reconheceram
ter dificuldades em pagar prestacoes, assim, as familias da classe média estavam
com problemas financeiros.

Instalou-se, entdo, o panico, conforme descreve Attali (2009: 67):

“Geralmente, o governo do pais assim ameacado escolhe este
momento para dizer que vai tudo bem. Os cidadaos mais lacidos
tiram a conclusao de que a catastrofe estd ao virar da esquina. E
pensando-o, vendem tudo percipitadamente, desembaracando-se de
qualquer maneira dos seus activos para ficar com “liquidez”. Os mer-
cados vao atrés, e assim como ninguém compensou os excessos de
optimismo, niguém refreia o pessimismo (...) E entdo que a engre-
nagem comega a rolar como acontece em todas as crises. O medo
transforma-se em panico, e este provoca uma fuga desordenada, com
mortos entre aqueles que desejam ‘“sair”. Porque o panico é muito
diferente do medo; provoca reaccoes totalmente imprevisiveis. E o
panico é também sabiamente orquestrado pelos que querem fazer
crer que, se eles perderem os seus boénus indexados aos lucros e aos
indices bolsistas, sera o fim do mundo (...)”

O colapso de véarios fundos de investimento tornou evidente um fendémeno
ignorado até esta crise — o fendémeno do risco produzido pela diversificagao finan-
ceira. O fenémeno é trivial, sendo ignorado na teoria da gestao de carteiras
porque se assume que as correlacoes sao estaveis e que os crashes e sincronizagoes
apresentam uma probabilidade quase nula.
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E um facto de que quando um investidor constitui carteiras de activos, este
esta a proteger-se contra o risco, pois as variagoes positivas dos activos tendem a
compensar as variagoes negativas. Os fundos de investimento permitem aos inves-
tidores terem acesso a carteiras de investimento, e a uma gestao profissional das
mesmas. O problema é que quando ocorre um péanico generalizado, porque existe
uma sincronizagao nas ordens de venda, dando origem a quedas nos valores dos

fundos, essas quedas podem alastrar-se a totalidade dos activos que compoem o
fundo (Whitfield, 2008).

Em particular, se um fundo tem activos téxicos e o seu valor sofre uma queda,
porque, no mercado, os agentes estao a tentar desfazer-se desses activos e, ao
mesmo tempo, a fechar as suas posi¢oes para obterem liquidez e controlarem as
suas perdas, antes que o mercado caia mais, mesmo que exista outro fundo que
nao tenha assumido posi¢oes nos activos toxicos mas que tenha assumido posigoes
semelhantes noutros activos aos de fundos com activos toxicos, entao poderé
incorrer em perdas por contaminagao (Whitfield, 2008).

Considerando somente classes de carteiras sem activos toxicos, quanto mais
diversificada estiver uma tal carteira, maior sera a probabilidade, numa dindmica
de crise com contaminagao por via de activos toxicos, de a mesma carteira diversi-
ficada sem activos toxicos ser contaminada pelas perdas do mercado, porque a sua
exposi¢ao aos sectores em queda sincronizada ¢ maior. Numa dinamica de panico
e crash, a contaminacao segue uma dindmica de risco guiada, fortemente, pela
queda dos fundos de investimento (Whitfield, 2008).

Esta dindmica de rede em crise é, tal como a propria crise, ignorada na
modern portfolio theory. O problema nao é somente um problema de volatilidades
estocasticas, trata-se de um problema de modelar uma carteira de investimentos,
como se esta fosse um cabaz simples de activos com rendibilidades cujas correla-
¢oes sao fixas, quando, na realidade, uma carteira é composta por uma rede de
activos com dinamica turbulenta acoplada e em coevolucao, com dinamicas multi-
fractais locais (ao nivel de activos individuais) e globais (ao nivel da propria car-
teira). Uma dindmica de sincronizacao adaptativa conduz a uma turbuléncia da
rede que nao é compativel com a proposta da modern portfolio theory.

Este fenbmeno de contaminacgao de risco tornou-se particularmente evidente
com o Global Alpha Fund da Goldman Sachs, o qual foi fortemente atingido pela
crise da subprime, apesar de nao ter investido na subprime. O problema, revelado
pela analise de rede, foi o de que os fundos que tinham assumido posi¢coes no mer-
cado da subprime, tinham, também, assumido posicoes em outros activos, nos
quais o Global Alpha Fund tinha, igualmente, assumido posi¢oes, a queda destes
outros fundos levou a uma queda do valor do fundo da Goldman Sachs (Whitfield,
2008; Gongalves, 2009).

O risco, com origem na rede financeira e produzido pela diversificacao finan-
ceira, foi identificado por John Whitfield, no artigo do Santa Fe Institute (SFI)
Bulletin da Primavera de 2008 (Whitfield, 2008), no qual o autor apresenta os
resultados do encontro que tomou a forma de um forum promovido pela SAC
Capital Partners e pelo SFI em Nova lorque, em Outubro de 2007, sobre a mode-
lacao do risco nos mercados financeiros.
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A crise da subprime foi o tema central das discussoes. Os participantes no
forum procuraram, em particular, compreender a questao da origem dos crashes e
do modo como os mercados poderiam ser regulados, de modo a reduzir o risco da
sua futura ocorréncia.

O risco de rede, associado a formacao de conexoes de rede, por via da for-
macao de carteiras, foi, pela primeira vez, identificado como um problema central,
ignorado na modern portfolio theory.

Da discussao ocorrida no forum, resultou a conclusao de que a estrutura de
rede do mercado podera ter exarcebado os efeitos dos problemas no mercado hipo-
tecdrio (Whitfield, 2008), de tal modo que a securitization, que visava precisa-
mente uma dispersao do risco pelo mercado, mais protegido por via de um efeito
de diversificagao, teve o efeito contrario de amplificagao do risco, tornando os
bancos insensiveis ao risco na concessao de crédito, estamos, assim, perante um
sistema de bloqueio de mecanismos homeostaticos ao nivel da concessao de cré-
dito, o que era desde logo o objectivo do Estado norte-americano, pois, deste
modo, as instituicoes de crédito tinham, como vimos, incentivo em expandirem o
crédito de elevado risco, e o sistema financeiro parecia ter uma capacidade ilimi-
tada para assimilar a divida de alto risco.

Durante o forum, Aaron Brown, gestor de risco da AQR Capital Management,
comparou este processo ao modo como uma pessoa infectada contagia os outros
com a sua doenca. Trata-se, na realidade, de um processo de contaminacao em
rede, como vimos acima.

Se activos de alto risco sao introduzidos em muitas carteiras de investimento, e
ocorre uma dispersao expansiva do mercado desses activos, entao, todas as car-
teiras que tém activos em comum com as carteiras que possuem os activos de alto
risco, estao expostas a um risco de apeténcia sincronizada por liquidez, ou seja,
mesmo que uma carteira nao possua activos toxicos, a presenca desses activos
noutras carteiras pode conduzir a perdas muito elevadas (quanto maior for o risco
de cauda, isto é, o risco de perda extrema do activo), se essas perdas ocorrem,
entao os investidores que constituiram carteiras com activos toxicos poderao ter
de vender as suas posicoes para compensar as perdas, o que pode conduzir a
perdas stibitas e rapidas nos diferentes activos, independentemente dos fundamen-
tals.

Investidores que constituiram carteiras, que tém activos em comum com as
carteiras de activos toxicos, podem ver o seu investimento a perder rapidamente
valor, tanto maior serd a perda quanto maior for o grau de comunalidade com car-
teiras de activos toxicos, assim, para cobrir as suas perdas, e antes que o mercado
caia mais, estes investidores tendem também a vender, gera-se, assim, um efeito
domina.

Esta dinamica ¢é tipica do comportamento decisional efectivo dos investidores,
a apeténcia por liquidez e a formacao de panico podem ocorrer por via de uma
contaminagao progressiva de perdas.
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Este risco de rede é tanto maior quanto maior for a diversificacao financeira,
isto porque se todos diversificam, as comunalidades entre carteiras tendem a
aumentar, ou seja, o nimero de activos em comum, em duas carteiras distintas,
tende a aumentar. Se ocorre uma sincronizacao comportamental, como acontece
nos crashes, os efeitos domind tendem a ocorrer, expandindo as perdas.

A diversificacdo diminui, assim, o risco em condi¢oes normais, mas tende a
aumentar o risco em contexto de sincronizacao de fundamentals e em contextos
em que se abre uma poténcia de panico sincronizado. Os activos toéxicos, por seu
turno, tendem a conduzir a poténcias de panico com uma elevada propensao sisté-
mica para serem actualizadas.

No caso da crise recente, estivemos perante as duas situacoes: uma crise sin-
cronizada ao nivel dos fundamentals e uma dispersao de activos toxicos condu-
centes a uma actualizacao de panico.

A exposicao de carteiras ao risco da rede e de sincronizagao comportamental
na rede deveria, assim, ser considerado na modelacao de risco. Assim como o
efeito conjugado da diversificacao e inovacao financeira com a produgao e dis-
persao de activos toxicos.

O problema das ligagoes em rede foi, também, relevado, em 2009, pelo Comité
de Basileia, na sequéncia da presente crise financeira®. O mesmo Comité reco-
nhece que embora tenha sido imediato o efeito sobre os bancos, sistemas finan-
ceiros e economias situados no epicentro da crise, a mesma crise propagou-se a
grupos de paises cujos canais de transmissaio (expressao do Comité que reflecte
um raciocinio epidemiologico) foram indirectos, resultando de uma contracgao
severa da liquidez global, na disponibilidade de obtencao de crédito em bancos de
diferentes paises e na procura por exportagoes!®.

Ainda segundo o Comité de Basileia??, dado o ambito e velocidade com que a
crise se propagou ao globo, é necessario que os paises expandam a resisténcia
(resilience) dos seus sectores bancérios (sistema imunitdrio bancdrio) a situagoes
de risco, tanto com origem interna como externa.

Para uma resposta adaptativa aos pontos fracos dos mercados, revelados pela
crise, o Comité de Basileia propoe-se introduzir reformas no enquadramento regu-
lador internacional, no sentido de fortalecer regulacao microprudencial, que
podera, por seu turno, fortalecer a resisténcia de institui¢oes bancarias individuais
a periodos de stress. Também estao a ser pensadas reformas com um enfoque
macroprudencial, no sentido de: favorecer respostas adaptativas a situacoes de
risco que se estendem a todo sistema e que podem expandir-se através do sector
bancario; favorecer respostas adaptativas a uma amplificacao pro-ciclica dessas
mesmas situacoes de risco.

18. Veja-se, em particular, o documento de consulta disponibilizado em Dezembro de 2009 no web-
site: http://www.bis.org/publ/bcbs164.htm.

19. Factores relevados no documento referido na nota 8.

20. No documento referido na nota 8.
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O Comité de Basileia reconhece a interconectividade entre o local e o global,
presente nas situacoes de risco financeiro, tal que as abordagens micro e macro-
prudenciais & supervisao estao inter-relacionadas, em particular, a resisténcia
(resilience) do nivel local (banco individual) pode reduzir a ameaca de choques
sistémicos globais. O uso do termo choque, neste contexto, pode, contudo, ser
problematico, conforme é relevado na proxima secgao a proposito do projecto da
bolsa de valores artificial do SFI.

No forum, promovido pelo SFI e pela SAC Capital Partners, identificou-se
também uma interconectividade das situacgoes de risco, em particular, no que diz
respeito ao jogo interagente da dinamica de sincronizacao adaptativa da rede de
investidores, da dinamica de rede resultante dos processos de gestao de carteiras
de investimento e das dindmicas dos sistemas socio-econémico, politico e militar.

Esta interconectividade das situac¢oes financeiras de risco com situagoes de
risco de diferentes naturezas, sinalizada no referido forum, foi trabalhada pelo
World Economic Forum, resultando na sintese e ferramenta de trabalho que é o
Risks Interconnection Map, conforme abordado no capitulo anterior.

A figura 2. do anexo B. constitui um exemplo ilustrativo da interconectivi-
dade entre as situacoes de risco de natureza financeira e situacoes de risco de
outras naturezas.

Uma modelacgao financeira capaz de fazer face a estas situagoes de risco inter-
conectadas €, apenas, possivel com a construcao de economias artificiais e mer-
cados financeiros artificiais.

A defesa, por parte do SFI, da MFM, com o importar de modelos vindos da
biologia, e, em particular, dos modelos de teias alimentares, para modelar os pro-
cessos coevolutivos econdémicos e financeiros, junta-se uma tendéncia no seio da
comunidade cientifica, no sentido do desenvolvimento da MFM e da chamada
teoria financeira evoluciondria, as quais incorporam: a modelacao baseada em
agentes, tipica da MFM; a neuroeconomia e a teoria dos sistemas adaptativos
complexos na modelacao e analise do comportamento das economias e mercados
financeiros (Stix, 2009).

A teoria financeira evoluciondria e a MFM nao constituem, contudo, novi-
dades no seio da ciéncia econémica. Conforme passamos a rever.

2.6. A MFM, a teoria financeira evoluciondria e a mode-
lacao de sistemas em situacoes de risco

No ano de 1987, 0 mesmo ano do crash da década de 1980, o, ja referido, Instituto
de Santa Fé (Santa Fe Institute, SFI), no Novo México, dedicado a investigagao
nas ciéncias da complexidade, promoveu um workshop com o titulo Caminhos
FEvoluciondrios da Economia Global (Evolutionary Paths of the Global Economy).
No final da sessao plenaria, os participantes concordaram que um titulo mais
apropriado para o workshop, e para a linha de investigacao nesta area deveria ser:
A Economia como um Sistema Evolutivo Complexo (The Economy as an FEvolving
Complex System) (Anderson et al., 1988).
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A abordagem da complexidade veio a reunir perspectivas da economia evoluci-
onaria, da biologia, da teoria da evolugao de base darwinista e de base lamarc-
kiana, sendo que no SFI se desenvolveram investigagdes fundamentais acerca da
turbuléncia e da SOC nos sistemas adaptativos complexos, investigagoes, estas,
que contribuiram para o desenvolvimento da nocao de economia enquanto sistema
evolutivo complero e para a ciéncia do risco aplicada a economia e financas

(Lewin, 1999).

Com o desenvolvimento das ferramentas computacionais da vida artificial e da
inteligéncia artificial, tornou-se possivel construir economias de mercado artificiais
cujas condigoes de equilibrio e de eficiéncia emergem a partir do proprio compor-
tamento do sistema.

No seio das ciéncias sociais, destaca-se, em particular, o trabalho de Epstein e
Axtell com o mundo artificial designado por sugarscape, em que criaturas artifi-
ciais se alimentam de uma commodity (neste caso, acicar) (Epstein e Axtell,
1996). Os autores desenvolveram varios modelos de simulacao de sociedades artifi-
ciais, com base no mundo artificial do sugarscape, demonstrando como a simu-
lacao multiagentes pode ser utilizada para a investigacao no seio das ciéncias
sociais. Os autores introduziram regras locais para o movimento dos agentes,
sexo, cultura e combate.

Para a economia, no entanto, o interesse central do mundo artificial do sugars-
cape vem da construcao de um modelo de economia artificial. Os autores introdu-
ziram duas commodities, a saber: ac¢iicar e especiaria.

Nos outros modelos, a metodologia seguida pelos autores havia consistido na
introducao de um pequeno nimero de regras locais para o comportamento de
cada agente, permitindo investigar a sociedade que se desenvolvia a partir dessas
regras locais. Para a economia artificial, a metodologia seguida foi um pouco dife-
rente, a saber (Epstein e Axtell, 1996): os autores assumiram uma validade
microscopica da teoria neoclassica, para a construcao das regras acerca do com-
portamento de transaccao dos agentes, estas regras, por seu turno, serviam de
mediadores na interaccao entre agentes com tempos de vida ilimitados, possui-
dores de preferéncias bem definidas e que eram reveladas aos intervenientes em
cada transaccao, as transacgoes, por seu turno, apenas teriam lugar se estas
melhorassem a situagao de todas as partes envolvidas (Pareto-improving).

A partir desta base neoclassica, os autores removeram, contudo, uma restricao
fundamental, os agentes deixavam de ser price takers, os precos eram tomados
como locais, emergindo a partir das transaccoes entre agentes que se encontravam
em locais vizinhos no terreno do mundo artificial. O modelo inicial era, deste
modo, um modelo de uma economia descentralizada, sem um acesso global a um
preco de mercado, isto €, sem a existéncia de um leiloeiro centralizado, nem de
um market maker.

Os resultados da simulacao do modelo permitem observar a emergéncia, com o
tempo, de um equilibrio de preco médio convergente para um valor fundamental
(Epstein e Axtell, 1996). Deste modo, Epstein e Axtell conseguiram replicar,
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numa economia artificial, um mecanismo bottom up de auto-organizacao sistémica
de um preco médio estavel, fornecendo um fundamento sistémico para a nocao
econémica de mao invisivel.

Um equilibrio econémico global numa dinamica de ponto fixo para o preco
médio pode, deste modo, emergir num contexto neoclassico, a partir, somente, de
interaccoes locais.

Os autores observaram, também, com estas regras, uma expansao da sustenta-
bilidade biolégica dos agentes, resultante da introdugao da economia, embora
algum cuidado deva ser assumido na interpretacao deste resultado. Os agentes do
sugarscape, com tempo de vida ilimitado, apenas podem morrer quando as suas
reservas de commodities se esgotam. A introducao das trocas econémicas conduz
a uma expansao da capacidade de sobrevivéncia dos organismos biolégicos artifi-
ciais. Este resultado, contudo, apenas permite concluir acerca de um valor evolu-
cionario de um sistema de trocas, mais do que acerca de um valor evolucionério
do sistema neoclassico de trocas, como os autores pretenderam, pois esta-se a
comparar um sistema sem trocas nem cooperagao entre os agentes, em que 0 esgo-
tamento das reservas de commodities de cada organismo conduz a morte, com um
sistema em que se permitem trocas.

Entre um sistema de agentes sem trocas nem cooperagao e um sistema de
agentes neocléssicos, o valor da troca permite uma gestao local das reservas ali-
mentares e uma reducao da mortalidade, devido a escassez local de alimentos. A
comparacao entre um sistema de cooperacao local, ou mesmo do tipo cagador-
recolector tribal, e um sistema de trocas, com base numa estrutura de mercados
locais, permitiria avaliar diferencas evolucionarias entre trocas de mercado, base-
adas em pressupostos comportamentais neocléssicos e um sistema tribal e, assim,
testar a eficacia evolucionaria no mundo do sugarscape de uma organizacao econo-
mica assente em pressupostos neoclassicos.

A emergéncia de um equilibrio de mercado e o fundamento sistémico da mao
wnwvisivel sao dois dos resultados centrais do modelo. O modelo tende para um
preco final de equilibrio estével, logo, existe um equilibrio evolucionario estavel
para a economia de trocas. Embora este resultado parega apoiar a teoria neoclas-
sica, existem diferencas centrais. Uma diferenca importante reside na natureza
estatistica do equilibrio, o que resulta do facto de os agentes nao serem price
takers, transaccionando a precos locais, determinados por transaccgoes locais. O
sistema tende a evoluir para um equilibrio estatistico com um desvio-padrao
baixo, o que significa que o equilibrio é dominante.

A lei de prego tinico é, assim, a primeira a ser abandonada neste modelo, como
lei geral de mercado, para ser uma lei estatisticamente satisfeita, e emergente a
partir das interacgoes transaccionais entre os agentes. Assim, nao ocorre uma
situacao de equilibrio semelhante aquela que é garantida quando existe um leilo-
eiro ou um market maker (dependendo do sistema de formacao de pregos) que
garante um vector de precos de market clearing, ao qual todos os agentes, como
price takers passam a transaccionar.
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A economia artificial do mundo de sugarscape recupera, por outro lado, um
facto central, a saber: sem agentes nao ha mercado. Num mercado livre, a oferta e
a procura, dentro de uma abordagem bottom up, sao forcas quantizadas, resul-
tantes do comportamento decisional colectivo dos agentes, nao existem price
takers, assumir que os agentes sao price takers ajuda nos célculos de féormulas
fechadas, mas é semelhante a afirmar que, num processo eleitoral democratico, os
eleitores sao winner takers, nao podendo influenciar o resultado. Cada agente,
enquanto tal, contribui para a formacao do preco, sendo o colectivo de transacgoes
que determina o resultado final, em termos de preco.

Perante os resultados do modelo, os autores tiveram que recorrer a uma outra
nocao de equilibrio econémico, a saber: a nogao de equilibrio estatistico, proposta
por Foley (1994). Ao ter que recorrer a esta nogao alternativa, torna-se necessario
introduzir uma interpretagao estatistica do first welfare theorem da economia neo-
classica, o qual afirma que os mercados fazem a alocagao dos bens de acordo com
0s seus usos sociais 6ptimos, de tal modo que o equilibrio é Pareto-eficiente.

Foley (1994) argumentou que a eficiéncia de Pareto deveria ser avaliada a
partir da dispersao nas transacgoes, o que, no caso da economia artificial de
sugarscape, se torna necessario (Epstein e Axtell, 1996).

Assim, num modelo de mercado livre, sem autoridade central, nem mesmo um
agente de formacao de preco, mesmo que se assumam 0s pressupostos neoclassicos
ao nivel microscopico, o comportamento comeca a desviar-se do comportamento
previsto pela economia neoclassica tradicional.

De facto, Epstein e Axtell conseguiram fazer algo que permanecia numa esfera
de conjectura genérica, pois, a economia neoclassica assumia que o mercado ten-
deria para o equilibrio e argumentava a partir de um plano discursivo acerca desse
equilibrio, sem que se pudesse testar a ocorréncia do mesmo numa economia expe-
rimental, o que resultou numa modelacao circular top down a partir do equilibrio,
ou seja, tomando o equilibrio como principio, restringiu-se os agentes para
garantir o equilibrio, quando, num modelo eficaz de uma economia de mercado, o
equilibrio deveria emergir.

Utilizando a simulacao multiagentes, Esptein e Axtell forneceram a economia
um exemplo da possibilidade de se construir uma economia artificial, com os pres-
supostos comportamentais relevantes, e observar os resultados emergentes. O que
abre a possibilidade de se fazer experimentacao econémica com mundos virtuais.

O resultado obtido, por Epstein e Axtell, de uma economia de transacg¢oes
simples, baseada em pressupostos neoclassicos, é positivo em relacao ao argu-
mento acerca da emergéncia de um equilibrio, dominante em termos estatisticos,
assim como é positivo em relagdo & mao invisivel de Adam Smith, mas é negativo
em relagao ao argumento sobre o bem-estar social, pois, no modelo de sugarscape,
agentes com as mesmas capacidades, preferéncias, e dotagoes (endowments) vao
evoluir para diferentes niveis de bem-estar social no equilibrio estatistico, violando
o equilibrio Walrasiano e nao preservando, deste modo, as propriedades em
relagdo ao bem-estar social, previstas nos modelos neocléssicos tradicionais (Eps-
tein e Axtell, 1996).
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A emergéncia de desigualdades horizontais é um comportamento dominante da
economia de sugarscape que havia sido previsto por Foley (1994) para economias
de mercado descentralizadas e caracterizadas por equilibrios estatisticos.

Um segundo problema para a teoria neoclassica tradicional, resultante do tra-
balho de Epstein e Axtell, ocorre com a nocao de eficiéncia. Embora o mercado
seja localmente eficiente, isto é, para cada transacgao local, o preco e as quanti-
dades transaccionadas coincidem com o preco e quantidades de encontro entre
oferta e procura, logo, sao quantidades de equilibrio, quando se passa a descricao
agregada, as quantidades transaccionadas sao sempre inferiores as quantidades
obtidas a partir da interseccao entre a oferta agregada e a procura agregada.

Assim, embora ocorra uma convergéncia estatistica para um preco de equili-
brio, esse equilibrio estatistico ocorre em simultdneo com um mercado fora do
equilibrio, no que respeita & procura e oferta agregadas, e em equilibrio, ao nivel
das transacgoes locais, o que significa que dado o desvio-padrao dos precos locais
ser baixo, o preco médio de convergéncia, ou, em termos de linguagem da teoria
dos jogos evolucionaria, o equilibrio evoluciondrio estdvel, estatisticamente repre-
sentativo, corresponde a um equilibrio local, esse equilibrio local nao conduz, con-
tudo, a um equilibrio macroeconémico (Epstein e Axtell, 1996).

As diferencas de resultados entre o previsto pela teoria e o mundo virtual de
sugarscape sao expectaveis, dado que existe um elemento essencial que diferencia
o mundo virtual de sugarscape e que esta ausente na economia neoclassica tradici-
onal, a saber: no mundo virtual de sugarscape existe uma base biologica em jogo,
que esta ausente dos modelos mecanicistas da economia neoclassica tradicional.

Existe uma dinamica evolutiva biologica interagente com uma dindmica evolu-
tiva econdémica. A partir da nogao de wvida artificial, e a partir da evidéncia das
dindmicas evolutiva econémica e bioldgica, pode-se, de facto, argumentar que se
estd a lidar com um modelo de economia viva, o que é muito diferente dos
modelos neoclassicos tradicionais (Epstein e Axtell, 1996).

O jogo entre a economia, dindmica populacional e evolucao torna-se evidente
nos resultados acerca do bem-estar social, as transacgoes alteram a capacidade de
sobrevivéncia dos organismos, que, por seu turno, realimentam o jogo de mercado
mantendo-o vivo. As desigualdades existem também ao nivel da capacidade de
sobrevivéncia, pois os organismos virtuais do mundo de sugarscape tém que con-
sumir as commodities acumuladas para sobreviverem.

O jogo de acumulacao de valor encontra-se, assim, acoplado com o jogo de
vida e morte, a fitness biologica de cada organismo é proporcional a sua fitness

econdmica, isto é, a capacidade de sobrevivéncia de cada organismo depende da
vantagem econdmica obtida a partir da acumulacao do bem transaccionavel.

Estéa-se, deste modo, perante um jogo sistémico, em que cada organismo se
encontra numa situag¢ao de risco em que risco econémico e risco biologico se
encontram acoplados num jogo de sobrevivéncia.
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A ocorréncia de desigualdades encontra-se na interseccao entre a economia e a
biologia, trata-se de desigualdades econdémicas associadas a capacidade de troca e
de desigualdades biologicas associadas a capacidade de sobrevivéncia de cada
organismo.

Assim, aquilo que pode ser concluido a partir de Epstein e Axtell é que, numa
economia descentralizada, em que o mercado e a seleccao natural estao acoplados
num jogo de sobrevivéncia, mesmo que se assumam pressupostos neoclassicos,
ocorrem diferencgas entre a fitness (biologica e econémica) de diferentes agentes.

Estes sao os resultados centrais do modelo com comportamento transaccional
neoclassico. Quando Epstein e Axtell alteraram os pressupostos neoclassicos,
introduzindo tempos de vida finitos e permitindo que as preferéncias dos agentes
evoluissem com o tempo, de acordo com regras de transmissao cultural, os precos
flutuaram mais, tendo o efeito da variacao cultural das preferéncias introduzido
uma variancia espacial flutuante (Epstein e Axtell, 1996).

A conclusao de Epstein e Axtell foi, entao, a de que quando se intoduz coevo-
lugdo econdmica, biologica e cultural, um mercado de livre concorréncia descentra-
lizado tende a auto-organizar-se longe do equilibrio econémico.

Neste contexto, as situacoes de risco complexificaram-se, pois estao em jogo
processos econdmicos, biologicos e culturais que, por seu turno, fazem emergir
dinamicas de risco ao nivel macroscopico.

Os autores foram mais longe ainda na complexificacao das situagoes de risco,
tendo introduzido efeitos de externalidades e polui¢ao, mecanismos de formacgao
de expectativas, formagao de redes de crédito e de hierarquias.

Existem duas conclusoes sinalizadas por Epstein e Axtell, resultantes da ana-
lise do mundo virtual sugarscape, que importa referir. A primeira é a de que as
economias artificiais podem constituir-se como laboratorios onde se pode inves-
tigar a performance de regras de transaccao e estruturas de redes de agentes evo-
lutivas. A segunda conclusao é a de que uma teoria econémica de economias longe
do equilibrio podera ter uma correspondéncia concreta e uma maior eficacia expli-
cativa do que uma teoria econémica baseada nos modelos da economia neocléssica
tradicional. Para a ciéncia do risco, o sugarscape de Epstein e Axtell constitui
uma base de trabalho 1til para a investigacao das din&micas de situagoes sisté-
maicas de risco.

Apesar de os resultados de Epstein e Axtell serem tteis para o pensamento
econémico acerca dos mercados, as estruturas de mercado que caracterizam os
mercados financeiros apresentam uma diferenca fundamental ao nivel da formagao
dos precos, a saber: existe, para cada activo, um preco de mercado tnico, preco,
este, que emerge do comportamento dos agentes financeiros. Assim, o contexto de
multiplos precos locais nao ocorre no caso dos mercados financeiros, o que signi-
fica que existem ciclos de feedback permanentes entre local e global.

A ideia de construcao de um mercado financeiro artificial, com o objectivo de
capturar a turbuléncia de mercado, afastando-se dos pressupostos microscopicos
neocléssicos, partiu de varios membros do SFI, no final da década de 1980.
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Segundo John Holland (1996), a ideia surgiu dos resultados obtidos a partir
das aplicagoes da computacao evolutiva baseada em agentes a jogos como o
dilema do prisioneiro, resultados, estes, que revelaram a eficacia dos agentes adap-
tativos artificiais na aprendizagem de estratégias de jogo. Dada a proximidade
entre a teoria dos jogos e a economia, Brian Arthur estimulou Holland a inves-
tigar aplicagoes da computacao evolutiva baseada em agentes & economia.

No SFI, as ideias iniciais de Holland e Arthur foram estimuladas pela inte-
raccao com Philip Anderson e Kenneth Arrow, tendo conduzido ao projecto de
simulacdo de uma bolsa de wvalores artificial (Holland, 1996). O projecto pre-
tendia, inicialmente, ser uma experiéncia conceptual, no sentido de compreender
melhor a dinAmica de mercado e, em particular, os processos sistémicos associados
a formacao de bolhas e crashes. Tratou-se, deste modo, de um projecto de investi-
gacao interdisciplinar envolvendo a ciéncia do risco e a economia financeira, com o
objectivo de investigar as origens sistémicas dos padroes de risco nos mercados
financeiros.

Holland, Arthur, Anderson e Arrow eram criticos da perspectiva de que as
bolhas e os crashes seriam o resultado de uma ezuberdnica irracional e de uma
degradacao decisional devido a ruido exoégeno, defendendo a possibilidade de as
bolhas e os crashes fazerem parte do funcionamento interno do sistema, resul-
tando do comportamento adaptativo da rede de agentes investidores (Holland,
1996).

Em termos comportamentais, os modelos cognitivos, subjacentes ao projecto
da bolsa de valores artificial, afastavam-se do pressuposto do homo economicus.
Os colaboradores iniciais do projecto defendiam que a dindmica dos precos deveria
evoluir, no modelo, com a dindmica evolutiva em que schemata alternativos com-
petiriam no meme pool dos agentes (Holland, 1996). Cada schemata permitiria
aos agentes identificar regularidades e investir com base em regras adaptativas, os
agentes aprenderiam, assim, a investir, aprendendo com os erros cometidos e alte-
rarando as suas estratégias, com base na performance obtida.

A formacao de expectativas evolutivas constituiu, assim, uma base de trabalho
para o modelo de mercado do SFI. Segundo Holland (1996), os participantes no
projecto esperavam que as dinamicas evolutivas de seleccao de schemata adapta-
tivos na populacao de agentes fizessem emergir a bolhas especulativas e os crashes
subsequentes, de tal modo que a aprendizagem evolutiva foi avancada como hipo-
tese para a replicagao, no modelo computacional, da dinamica de risco dos mer-
cados, sem necessidade de introducao de variaveis exogenas, o que constitui uma
conjectura central, para a ciéncia do risco, marcando uma transicao no discurso e
pensamento econémico e financeiro acerca do risco, no que respeita ao papel
desempenhado pela no¢ao de choque na modelagao do risco.

O uso da nocao de choque pressupoe um raciocinio mecanicista acerca do
risco, que pode nao ser verificado. Uma crise, um crash, na conjectura do SFI nao
constituem choques, constituem, sim, processos emergentes a partir dos comporta-
mentos adaptativo do sistema de agentes investidores.
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A construcao do modelo de mercado avancou com a chegada de novos colabo-
radores ao projecto, em particular, do fisico Richard Palmer. De acordo com o
modelo de vida inteligente artificial, um pequeno nimero de agentes adaptativos
negociaria um tunico titulo, com um programa especializado (ndo adaptativo) a
avaliar as ofertas de compra e de venda para determinar o prego corrente (o equi-
valente de uma média diaria) (Holland, 1996).

Assumiu-se a nao existéncia de comunicacao directa entre os agentes, de tal
modo que a unica fonte de informacao, para cada agente, em cada passo tem-
poral, seria o preco corrente. Com base nessa informacao, e no historial de precos,
cada agente decidiria entre comprar, vender ou manter a sua posicao, para cada
round transaccional (sendo as transacgbes assumidas como ocorrendo sincronica-
mente no final do round). Foi, também, assumida a existéncia de um dividendo
por cada titulo mantido, para que os agentes fossem compensados pela estratégia
de manutencao da posicao, sendo o valor fundamental, obtido a partir do divi-
dendo. A medida do desempenho de qualquer agente era definida a partir do
montante de riqueza acumulada através das decisoes tomadas. O algoritmo de
aprendizagem utilizado foi um algoritmo genético de seleccao de schemata.

Os resultados obtidos com a simulagao do mercado foram positivos em relagao
a hipotese de emergéncia de bolhas e crashes, a partir da dindmica de aprendi-
zagem dos agentes.

Segundo Holland (1996), numa execucao tipica do modelo, os agentes eram
preparados, inicialmente, com schemata seleccionados aleatoriamente, de onde
resultava um comportamento inicial irregular em relacao as estratégias de investi-
mento. Contudo, com a aprendizagem, implementada pelo algoritmo genético,
emergiam regras, localmente cristalizadas durante algum tempo, que os agentes
utilizavam para decidir acerca de quando comprar, vender ou manter a posicao.

A dinAmica de mercado estabilizava, tornando-se semelhante & dindmica de
um passeio aleatério, conforme o previsto segundo a teoria financeira de influéncia
neoclassica. Entao, quando um agente “descobria” uma regra eficaz ao nivel da
identificagao de inércias de mercado, investindo com base na tendéncia, mais
agentes tenderiam a copiar a regra, ocorrendo um fenémeno de reforco de ten-
déncia e conduzindo a uma bolha, e, subsequentemente, a um crash.

Assim, as bolhas e os crashes, na bolsa de walores artificial, proposta pelo
grupo do SFI, ocorrem por via de uma transicao estratégica no mercado, em que
a andlise técnica se torna dominante (Holland, 1996).

Embora tenha constituido um avango no seio da ciéncia do risco, no seio da
teoria financeira e nas técnicas de modelagao financeira, marcando o inicio da
MFM, existe um problema central com a proposta do SFI, a saber: o modelo
abandona a nocao de homo economicus mas, a0 mesmo tempo, assume uma
funcao de utilidade para os agentes. As func¢oes de utilidade encontram-se, ao
nivel da sua genética conceptual, comprometidas com a nocao de homo econo-
micus, e com critérios precisos ordenadores de preferéncias, sem os quais podem
ocorrer desvios a teoria da utilidade esperada. Existe, deste modo, uma incompa-
tibilidade conceptual e sistémica nos fundamentos do modelo de mercado finan-
ceiro do SFI.
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Desde a década de 1990 que as financas computacionais, a MFM e a teoria
financeira evoluciondria se desenvolveram enquanto ramos de investigacao no seio
da teoria financeira. Sendo uma das temaéticas centrais: a construcao de mercados
financeiros artificiais, capazes de capturar dindmicas de turbuléncia nos precos
(Voit, 2001; Schredelseker e Hauser, 2008).

Com o desenvolvimento paralelo da econofisica, enquanto ramo interdisciplinar
da economia que incorpora metodologias vindas da fisica, em particular da mecéa-
nica estatistica e da mecéanica quantica, na investigacao dos fendémenos econo-
micos, surgiu uma subclasse de mercados artificiais, baseados em modelos de Ising
adaptados aos contextos sociais.

Os modelos de Ising, adaptados aos contextos sociais, e aplicados aos mer-
cados financeiros, trabalham, de um modo eficaz, as noc¢oes de polarizagao e sin-
cronizagao de sentimento de mercado (Voit, 2001). Contudo, assumem uma base
conceptual vinda da behavioral finance, que aceita como critério de racionalidade
o critério neoclassico, e assume que os processos de polarizacao, as bolhas e os
crashes ocorrem devido a uma sincronizagao no sentimento de mercado de investi-
dores ditos “irracionais”, designados por noise traders. A racionalidade estraté-
gica, assumida pelo SFI, encontra-se, assim, ausente nestes modelos.

De entre os modelos de noise traders, com polarizacao, destaca-se o modelo de
Lux e Marchesi (1999), com a capacidade de gerar complexidade de curto prazo,
demonstrando que uma populagao de noise traders, com polarizagao sincronizada
de estratégias, poderia introduzir padroes complexos de trading e turbuléncia.

Uma continuidade com os modelos de Ising, baseados na hipotese dos noise
traders, foi quebrada em 2003, por Gongalves, com um modelo de Ising com uma
regra local de votagao, para uma estrutura de grelha bidimensional com conectivi-
dade local, definida em termos de vizinhancas locais de von Neumann e com con-
digbes periddicas de fronteira.

O modelo de Gongalves (2003), construido em Netlogo, e disponivel para ser
simulado online, assume um comportamento adaptativo baseado na neurobiologia
e no processamento de informacao rapido que tende a ocorrer durante uma sessao
de bolsa, afastando-se dos fundamentos comportamentais do homo economicus
neoclassico, assim como dos fundamentos comportamentais vindos da hipétese do
noise trader. Neste mercado financeiro artificial, abandona-se a hipotese de homo-
geneidade de expectativas, assim como as dicotomias racional /irracional e inves-
tidor racional /noise trader.

No modelo, os agentes sao assumidos como sendo heterogéneos, em particular,
possuindo diferentes bases de conhecimento e experiéncia, de tal modo que o back-
ground de cada agente é diferente, assim como o padrao de afeccao de cada
agente.

O elemento activo adaptativo fundamental, neste caso, é a afeccao. Cada
agente tem a capacidade para ser afectado e a capacidade para afectar. Cada
agente é afectado pelos media, pela informacao individual e pela interac¢ao com
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os restantes agentes, de onde resulta um sentimento do agente em relacao a alter-
nativa estratégica de compra ou de venda.

Em termos comportamentais, existem dois elementos que distinguem este
modelo dos restantes mercados financeiros artificiais, trata-se de um dos primeiros
modelos a incorporar os resultados da neurobiologia da decisao, obtidos pela
equipa de Antonio Damaésio, e que demonstram o papel fundamental das emocoes
e dos sentimentos nos processos de tomada de decisao racional.

Conforme sinalizado e argumentado por Damaésio (|1994], 2000), o modelo teo-
rico da teoria da decisao e a nogao de uma razao logica decisional desconectada
das emocoes é incompativel com aquilo que é a evidéncia neurobiologica acerca
dos processos humanos de tomada de decisao. Por outro lado, o processo de
tomada de decisao, assumido pela teoria da decisao tradicional é demasiado lento
em comparagao com um processo decisional humano, em que os marcadores somd-
ticos desempenham um papel activo fundamental numa sinalizacao adaptativa
organismica da presenga de uma ameaga ou de uma oportunidade (Damasio,

[1994], 2000).

A rapidez de resposta adaptativa a informacgao, pressuposta pelo modelo neo-
classico, torna-se apenas possivel, nos mercados, se os agentes decidirem rapida-
mente através de uma avaliacdo organismica da informacao, de tal modo, que
numa dindmica rapida, um mercado dominado por value investores tende a reagir
segundo um sentido avaliador de uma oportunidade ou ameaga a capacidade
futura de criagao de valor da entidade, ou entidades tituladas.

O prego reage, deste modo, ao valor fundamental, mais por via de uma
intuicao informada do agente no terreno do que pela aplicacao de modelos de ava-
liacao sofisticados. Dado que perspectivas futuras positivas tendem a concretizar-
se numa expansao da capacidade de criacao de valor, e perspectivas futuras nega-
tivas tendem a concretizar-se numa contracgao da capacidade de criacao de valor,
o pre¢o de mercado, num mercado dominado por wvalue investors de resposta
rapida, tende a ser eficiente na sua resposta adaptativa a informacao, pois é afec-
tado por informacao que reflecte as fontes de oportunidades e ameagas de criacao
de valor.

Este comportamento pode ser observado empiricamente nos mercados finan-
ceiros, quando se analisam as variacoes de mercado em relagao as noticias. Numa
dinamica rapida, o mercado tende a variar positivamente para boas noticias e
negativamente para mas noticias. A avaliagao do sentimento de mercado parece
constitutir um elemento central para a formacao de expectativas dos traders, quer
para aqueles que se encontram no trading floor, quer para os specialists. Como
exemplo, podemos considerar os casos de Ben Schwartz, trader da CBOE (Chi-
cago Board Options Exchange), que trabalha no trading floor, e de Leo Melamed,
que foi chairman da CME (Chicago Mercantile Ezchange), ambos entrevistados
no documentério da BBC de 1999, The Midas Formula?'.

21. Também conhecido, na versdo da PBS, pelo nome The Trillion Dollar Bet (ver bibliografia para
os websites).
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Segundo Ben Schwartz, quando entra na bolsa, entra com uma mente calma
(clear mind), entdao, a emogdo aumenta até explodir quando chega ao trading floor
(palavras de Schwartz), a partir dai, ainda segundo Schwartz, o mercado estd
sempre a mover-se, existem gritos por todo o lado, pessoas a agarrarem-se umas
as outras, a fazerem tudo aquilo que for preciso para conseguir captar a aten¢ao
dos outros.

Trata-se, neste caso, de uma descricao de uma bolsa americana com muito
movimento, em que a actividade cognitiva do trader, que trabalha no trading
floor, tem de ser tal que o mesmo tem de ser capaz de processar multiplos esti-
mulos em simultaneo, de avaliar rapidamente a sua posicao e de entrar e sair no
momento certo, a adrenalina e a serotonina tornam-se elementos fundamentais na
actividade cognitiva de trading no trading floor.

Melamed, por seu turno, no mesmo documentario, descreve uma experiéncia
diferente. No seu gabinete, Melamed encontra-se afastado do ruido do trading
floor, chegando de manha cedo ao seu escritério e tentando formular juizos de sin-
tese acerca da direccao de flutuagao de uma série de mercados distintos. Segundo
Melamed, lendo os jornais, e com base na informacao que lhe chega, tenta ante-
cipar aquilo que seré o sentimento de mercado, se a informacao tornara o mercado
optimista (bullish) ou pessimista (bearish).

Melamed tem acesso a informacao que os traders no trading floor nao tém,
enquanto que os traders no trading floor, segundo Melamed, conseguem ter acesso
a informacao a que Melamed nao tem, a saber: o ruido. De acordo com Melamed,
os gritos e o ruido constituem informagcao, assim como os padroes nesse ruido, de
tempos a tempos o ruido altera-se, e isso também constitui informacao, assim
como o medo nos olhos dos traders constitui, também, informacao . Melamed des-
creve, deste modo, um processamento de informacao bastante distinto daquele que
é assumido como base comportamental e computacional para o homo economicus.

Com o desenvolvimento da neuroeconomia sabemos, hoje, que os pressupostos
comportamentais do homo economicus nao tém fundamento empirico, tal como
nao o tem a teoria da decisao tradicional, quando procura constituir-se enquanto
teoria acerca do modo como os humanos decidem.

No seio de uma teoria financeira de base neoclassica, agentes como Melamed
ou Schwartz seriam considerados como encontrando-se proximos de noise traders,
contudo esse nao é o caso. Encontramos em Melamed e em Schwartz o reconheci-
mento de um valor adaptativo das emocgoes na decisao racional. Quando Schwartz
se refere ao sentimento do mercado como um todo refere-se a uma rotatividade
graviticamente sincronizada num ponto expectacional adaptativo.

A afeccao de cada trader pelos outros traders, pelas noticias e pela informacgao
local que lhe chega, desencadeia um processamento de informacao teorizante. A
propria informacgao contém teoria, pois as noticias financeiras chegam ao mercado
com analise produzida pelos proprios media. A escolha das palavras nos textos e
comunicagoes dos media sao escolhas que reflectem uma base de conhecimentos e
um processo teorizante. Os media, principalmente os media financeiros, produzem
expectativas que sao difundidas para o mercado.
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Por seu turno, cada trader é afectado de modo diferente pela informacao,
dependendo da sua formacao de base, da sua experiéncia de vida, da sua experi-
éncia de trading, do seu padrao de conectividade com a rede.

E esta dinamica que o modelo de Gongalves (2003) procura capturar. O objec-
tivo do modelo, quando este foi construido, foi o de avaliar a dinAmica emergente
num mercado financeiro artificial para um mercado composto somente por wvalue
1muvestors.

O modelo trabalha com trés sistemas fundamentais, a saber: a entidade cria-
dora de valor, os media e o mercado. Os media enviam, em cada round de tran-
sacc¢ao, informacao sob a forma de noticias com analise para o mercado, infor-
magao, essa, que pode incorporar expectativas positivas ou negativas. No primeiro
caso, as expectativas sao no sentido de uma expansao da capacidade de criacao de
valor da entidade criadora de valor, no segundo caso, as expectativas sao de uma
contraccao da capacidade de criacao de valor da entidade criadora de valor.

O walor da entidade criadora de valor assume-se como podendo ser dividido
em unidades fundamentais, assim, por exemplo, no caso de uma empresa (enti-
dade criadora de valor) as acgoes sdo unidades fundamentais pelas quais o valor
pode ser dividido. Sao estas unidades fundamentais que sao transaccionadas no
modelo de mercado.

Para além da informacao sintetizada nas noticias, cada investidor, no modelo,
pode trabalhar informacao diferenciada, a qual pode, também, ser positiva ou
negativa.

Cada agente é afectado de modo diferente pelas noticias, o que significa que o
peso dado as noticias ou & informacao adicional trabalhada pelo agente difere de
agente para agente.

Se estes fossem os tunicos elementos, a dindmica do preco tenderia para um
mercado sem sincronizacao de sentimento estratégico dos agentes e com uma dina-
mica final descrita pelo passeio aleatério. Contudo, esta dindmica deve-se somente
a auséncia de sincronizagao, o que significa que nao existe uma polarizacao gravi-
tica forte nem para a subida, nem para a descida, pois o niimero de agentes que
acreditam na expansao da capacidade de criacao de valor por parte da entidade de
criagao de valor, aproxima-se, sempre, do nimero de agentes que acreditam na
contraccao da capacidade de criacao de valor por parte da entidade de criagao de
valor. O mercado, sem sincronizacao, pode, assim, ser descrito, na sua dinamica
estocéstica, por uma soma de varidveis aleatorias de Bernoulli.

Quando se introduz interacc¢ao social adaptativa, a rede de agentes transforma-
se numa rede adaptativa nao-linear. O modelo assume que os wvalue investors
estao ligados em rede, de tal modo que as expectativas de cada agente, em relagao
a expansao ou contraccao da capacidade de criacao de valor da entidade criadora
de valor, e o sentimento estratégico acerca da compra ou da venda dependem da
interaccao entre cada agente e os seus vizinhos na rede.
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No modelo, assume-se que cada agente tem uma propensao de base para ser
contaminado pela interpretacao dos vizinhos, na rede, acerca das noticias e infor-
macao local. Uma vez mais, assume-se uma heterogeneidade dos agentes, de tal
modo que cada agente tem uma propensao individual de base para ser contami-
nado pelas expectativas dos vizinhos. Por outro lado, a propensao efectiva para a
contaminacgao de expectativas, ou grau de afec¢ao, em cada round de transacgao,
apresenta o seguinte comportamento adaptativo, para cada agente:

e Se uma boa/md noticia, reportada pelos media, no round anterior, for con-
firmada por um movimento de mercado no mesmo sentido, entao a pro-
pensao de cada agente para ser contaminado pelas expectativas dos vizi-
nhos (grau de afec¢ao), para o round seguinte, é definida como sendo igual
a propensao de base do agente, adicionada de uma magnitude igual ao
valor absoluto da rendibilidade logaritmica;

e Se uma boa/md noticia, reportada pelos media, no round anterior, nao for
confirmada por um movimento de mercado no mesmo sentido, entao, a
propensao de cada agente para ser contaminado pelos vizinhos (grau de
afec¢ao), para o round seguinte, é definida como sendo igual & propensao
de base do agente, subtraida de uma magnitude igual ao valor absoluto da
rendibilidade logaritmica.

A intuicao de base, para esta regra adaptativa, pode ser explicada, considerando,
como exemplo, um cenario pessimista. Assuma-se, entao, que os media reportam
noticias com um sentido negativo para as expectativas, ou seja, as expectativas
incorporadas nas noticias vao no sentido de uma contraccao da capacidade de cri-
acao de valor da entidade criadora de valor.

Considere-se, também, o caso em que este contetido expectacional das noticias
¢é confirmado por um movimento de mercado no mesmo sentido, o mercado apenas
confirma uma ma noticia com um movimento de mercado no mesmo sentido, se
existirem mais agentes a venderem do que a comprarem, entao, existe um maior
namero de wvalue investors pessimistas (bearish), do que optimistas (bullish), de
tal modo que a gravidade de mercado tende a polarizar seguindo um sentido de
rotatividade negativo. Neste caso, por via do comportamento adaptativo assu-
mido acima, no round seguinte, os agentes vao ficar mais sensiveis as expectativas
dos vizinhos, o grau de afec¢cao de cada agente aumenta em relacao ao seu valor
de base.

Se, no round seguinte, as noticias forem positivas, entao tende a ocorrer uma
sobre-reac¢ao (dependendo do valor do grau de afecgao) que pode ser corrigida no
round subsequente, no caso de as noticias voltarem a ser positivas, pois diminui o
grau de afecgao (os vizinhos nao foram um bom preditor das noticias). Se, pelo
contrario, voltam a ocorrer mas noticias, entao, o pessimisto tende a alastrar-se,
com uma amplificacao ainda maior do grau de afec¢ao para o round subsequente,
o que explica descidas subsequentes do pre¢co com uma sincronizacao cada vez
maior nas vendas e, logo, saltos maiores no prego.
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O modelo introduz, assim, uma dinamica adaptativa, dependente da sincroni-
zacao intra-rede de agentes e entre o mercado e os media. Trata-se do primeiro
modelo a assumir um papel determinante dos media numa dindmica adaptativa
do mercado, de tal modo que as expectativas incorporadas nas noticias contri-
buem para a dindmica adaptativa do mercado.

No caso de Bachelier (1900), assumia-se sinais de informagao diversificados e
locais, sendo cada agente afectado somente pelo sinal local, o que conduzia a uma
dindmica puramente mecanicista. Ao incluir os media, o modelo de Gongalves
(2003) permite internalizar, na sua propria dinamica, o efeito de expectativas
incorporadas na informacao veiculada pelos media e o papel central que os media
e, em particular, os media financeiros desempenham na dindmica adaptativa do
mercado.

O modelo consegue gerar uma dindmica adaptativa complexa com turbuléncia,
ocorrem clusters de volatilidade e transi¢oes de fase rapidas com avalanches de
contaminagao de expectativas que se alastram ao mercado.

Contudo, o modelo tende a produzir uma distribuicao bimodal. Como solucao,
Sornette e Zhou (Sornette e Zhou, 2006; Zhou e Sornette, 2007) introduziram um
termo de inércia responsavel por uma diminuicao na adaptabilidade do grau de
afecgao.

Embora este termo de inércia permita resolver o problema da bimodalidade,
trata-se de uma solucao com problemas, pois apenas elimina a bimodalidade para
um mercado praticamente insensivel as noticias, o que nao é o caso dos verda-
deiros mercados. Para parametros de sensibilidade as noticias com valores mais
elevados, o mercado regressa a uma bimodalidade.

Por seu turno, a proposta de Gongalves (2003) para os mesmos parametros
trabalhados por Sornette e Zhou, gera uma distribuicao nao bimodal, o que signi-
fica que o termo de inércia nao constitui uma solucao relevante para o problema

da bimodalidade.

Um outro problema, com a proposta de Sornette e Zhou, tem uma raiz con-
ceptual, os autores interpretaram incorrectamente os pressupostos econémicos de
base do mercado, embora tenham trabalhado com walue investors, os mesmos
value investors sao pensados, por Sornette e Zhou, ainda & luz da nocao de noise
traders, mais especificamente, noise traders que estao a tentar antecipar o com-
portamento do mercado, o que nao esta de acordo com os pressupostos comporta-
mentais do modelo e da propria regra de adaptacao. Uma consequéncia é a inter-
pretacao inversa daquilo que constitui a eficiéncia de mercado do modelo, regres-
saremos a esta questao mais adiante na presente seccao.

Apesar dos problemas que evidencia, o trabalho de Sornette e Zhou conseguiu
demonstrar que a dinamica fundamental, gerada pelo modelo, replica os parame-
tros de turbuléncia multifractal dos mercados.

Uma outra via diferente da de Sornette e Zhou foi proposta por Gongalves
(2005), introduzindo dois outros tipos de agentes, a saber: especuladores e tech-
nical investors designados por trend followers. Neste modelo, os especuladores
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jogam um jogo minoritario com o mercado, procurando prever o comportamento
do mercado, e, assim, vender em alta e comprar em baixa. Os trend followers, por
seu turno, podem seleccionar entre uma estratégia de simples trend following ou
de contrarian investing. Nem os especuladores, nem os trend followers, procuram
prever o sentido do valor fundamental, em vez disso o seu referente adaptativo é o
proprio mercado.

O resultado da inclusao destas duas classes de investidores é o desapareci-
mento da bimodalidade para valores nao negligenciaveis de afec¢ao pelas expecta-
tivas incorporadas nas noticias. Outras linhas de investigacao também foram cres-
cendo, todas elas centradas em aplicagoes e desenvolvimentos a partir do primeiro
mercado artificial proposto por Gongalves (2003), dentro destas linhas, destacam-
se os seguintes trabalhos:

e Bizzotto et al. (2005) — fusdo do modelo de Gongalves com o modelo de
Lux e Marchesi,

e C(Caldana et al. (2006) — introduc@o de trés classes de agentes: fundamenta-
lists, tmitators e stubborns;

e Cecconi e Zappacosta (2008) — inclusdo value investors e technical inves-
tors para explicar o comportamento das correlagoes entre os dividendos e
as rendibilidades de mercado;

e Burian (2008) — extensao do modelo com custos de transacgao;

e Tasca (2009) — modelo que manteve a heterogeneidade dos agentes e a assi-
metria de informacgao, mas explorando uma ecologia de investidores infor-
mados e de noise traders.

Qualquer um destes modelos trabalha com um contexto distinto da teoria neoclés-
sica, e com uma dindmica adaptativa do grau de afeccao, que conduz a uma

nocao de eficiéncia adaptativa emergente, compativel com a hipdtese de eficiéncia
adaptativa (Adaptive Market Hypothesis, AMH) proposta por Lo (2004; 2005).

Lo também rejeita a dicotomia racional /irracional que serve de ponto de diver-
géncia entre a teoria financeira de influéncia neoclassica e as finangas comporta-
mentais. A base para esta rejeicao é a mesma que foi assumida por Gongalves
(2003) para rejeitar a referida dicotomia, a saber: os resultados empiricos vindos
da neurociéncia aplicada aos processos cognitivos decisionais humanos.

Lo procura reconciliar a nogao de eficiéncia de mercado com os resultados
vindos da neurociéncia, propondo um novo enquadramento conceptual para
modelos baseados numa racionalidade sistémica adaptativa.

Assim, Lo trabalha com as noc¢oes de competicao, adaptacao e selecgao natural
aplicando-as as interacgoes financeiras. O autor é critico daquilo que é defendido
pelas financas comportamentais, que seguem a base conceptual da psicologia
social, como sendo desvios a racionalidade e enviesamentos comportamentais (por
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exemplo, aversdo as perdas, sobreconfianga, sub-reaccao, mental accounting), Lo
argumenta que, na verdade, se estd perante comportamentos consistentes com
uma racionalidade evolutiva, produzida, em termos sistémicos, por organismos
numa corrida adaptativa, num ambiente em permanente mudanca.

Trata-se da nocao de racionalidade comportamental, assumida pelo pensa-
mento neocléssico e pelas finangas comportamentais que é posta em causa. Os
defensores das financas comportamentais, baseando-se nos resultados da psicologia
social, criticaram os defensores da eficiéncia dos mercados, apenas no sentido em
que os humanos pareciam desviar-se dos comportamentos considerados racionais,
no entanto, aquilo que era considerado comportamento racional pelos defensores
da eficiéncia dos mercados era considerado racional pelos defensores das financas
comportamentais (Shleifer, 2000). Subjacente a ambos os pensamentos encontra-
se uma mesma base conceptual — a teoria da decisao classica. Desvios comporta-
mentais, em relacao aos resultados da teoria da decisao cléssica, eram conside-
rados como enviesamentos cognitivos e desvios a racionalidade.

A hipotese de uma racionalidade adaptativa no comportamento de mercado
tem raizes nas ciéncias da complexidade e na ciéncia do risco, em particular, nos
trabalhos do SFI acerca do comportamento dos sistemas adaptativos complexos.
O mercado artificial do SFI trabalha, ja, com uma racionalidade adaptativa,
apesar de ainda assumir uma funcao de utilidade. Os modelos propostos por Gon-
calves (2003; 2005) constituem a primeira classe de modelos de mercado a quebrar
totalmente com ambos os paradigmas (neoclassico e das finangas comportamen-
tais baseadas na psicologia social) e a demonstrar como uma racionalidade evolu-
tiva e uma cognicao em rede consegue replicar os padroes de risco e de turbuléncia
multifractal dos mercados efectivos.

E nesse sentido que estes modelos tém vindo a ser considerados como exem-
plos de modelos que trabalham com a AMH (adaptive market hypothesis) (Tasca,
2009; Brit Cruise, 2009).

Para além da AMH, a proposta de Gongalves (2003; 2005) pode, também, ser
situada no seio da ciéncia que investiga o fenémeno da sincronizagao nos sistemas.
Strogatz (2003) designou, pelo termo sync, este ramo cientifico.

A sync constitui uma base de suporte a investigacao, quer no seio das ciéncias
da complexidade, ao nivel da emergéncia de padroes complexos, quer no seio da
ciéncia do risco, na investigacao acerca dos padroes de risco, emergentes a partir
da sincronizagdo sistémica (Strogatz, 2003). Os modelos de mercado, propostos
por Gongalves, foram os primeiros a introduzir, na modelagdo de mercado, uma
dinamica adaptativa baseada exclusivamente na computacao dos processos de sin-
cronizagao entre sistemas adaptativos complexos, com reenvios permanentes entre
processos bottom up e top down.

De facto, a dinamica adaptativa do grau de afeccao computa a sincronizagao
entre mercado e noticias com consequéncias na producao de sincronizacoes locais
entre os agentes que, por seu turno, produzem sincronizagoes globais em termos
de compra ou de venda.
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Assim, a dindmica adaptativa do grau de afeccio de cada agente conduz a
uma dindmica emergente coevolutiva entre os processos de teorizacao adaptativa
produzidos pelos agentes no mercado e as expectativas incorporadas na infor-
macao divulgada pelos media, dinAmica esta que produz uma permanente corrida
evolutiva e turbuléncia de mercado, com a ocorréncia de bolhas e crashes.

A partir do modelo de Gongalves (2003), Gongalves e Gongalves (2007) propu-
seram um outro mercado financeiro artificial baseado na teoria quantica dos jogos,
tendo sido o primeiro modelo de teoria quantica dos jogos cujos resultados foram
testados empiricamente, relativamente a captura de turbuléncia multifractal (Gon-
calves e Gongalves, 2007; Piotrowski e Sladkowski, 2008; Saptsin e Soloviev,
2009).

O modelo de Gongalves e Gongalves (2007) trabalha com a teoria quantica dos
campos, sendo uma proposta de uma teoria bosonica para jogos quanticos evoluci-
onarios, que abre uma linha de investigacao no seio da matematica do risco, em
que a modelagao quantica é aplicada a modelacao de sistemas em situacoes de
TiSCO.

Os modelos quanticos de mercado fazem parte da econofisica quantica, a qual
se tem orientado principalmente para a modelac¢ao financeira (Gongalves e Gon-
calves, 2007; Piotrowski e Sladkowski, 2008).

Saptsin e Soloviev (2009), contudo, sintetizando e analizando os principais tra-
balhos desenvolvidos no seio da econofisica quantica, com uma revisao completa
daquilo que é a historia e o estado da arte no seio do novo ramo da econofisica,
argumentam que, a partir dos trabalhos desenvolvidos no seio da econofisica
quéantica, se podera configurar um novo paradigma para a modelacao social, assim
como para a modelagao dos sistemas complexos.

Saptsin e Soloviev defendem que, para que esse paradigma seja desenvolvido,
serd necessario um desenvolvimento de uma econofisica quantica relativista.
Sendo as nocgoes de quantidade observavel e de tempo, nogoes centrais a serem
trabalhadas no seio de uma tal abordagem.

O trabalho de sintese conjectural de Saptsin e Soloviev pode ser considerado
em termos de uma reflexdo acerca do formalismo, baseado na teoria quantica,
para matematica do risco aplicada a modelacao de sistemas em situacoes de risco.
Um formalismo quantico, trabalhado a partir da teoria qudntica dos jogos, tem
como base conceptual a teoria da computacao qudantica, a qual é capturavel, mate-
maticamente, no seio do formalismo categorial.

Embora o formalismo quéntico seja eficaz na modelagao de sistemas em situa-
¢oes de risco e na captura de padroes de turbuléncia, existe uma outra abordagem
de modelagao, desenvolvida no seio da dindmica nao-linear, com elevada rele-
vancia para a ciéncia do risco, trata-se da modelacao da dindmica coevolutiva de
sistemas adaptativos complexos, através de mapas nao-lineares acoplados,
também conhecidos por coupled map lattices (CMLs).

Esta abordagem foi seguida por Gongalves (2010) para a construgao de uma
economia artificial com um mercado financeiro. Ao contrario dos modelos cen-
trados somente na dinadmica de mercado, este ultimo modelo, assume uma expli-
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cacao alternativa para a turbuléncia multifractal, que parte da conjectura acerca
dessa mesma turbuléncia como tendo uma base na estrutura coevolutiva entre
economia e mercado.

Trata-se, neste caso, de uma quebra com uma linha de pensamento da MFM
aplicada & modelacao do risco nos mercados, que assume a origem dos padroes de
risco nos mercados como tendo origem no comportamento adaptativo dos investi-
dores, tal que a fonte da turbuléncia multifractal tem uma fonte financeira no
comportamento adaptativo dos investidores. Esta conjectura acerca da origem
comportamental adaptativa financeira da turbuléncia financeira tem raizes, con-
forme revisto acima no trabalho desenvolvido no SFI nos pressupostos subjacentes
ao projecto da bolsa de wvalores artificial. Trata-se de uma conjectura também
seguida nas principais abordagens dos modelos de Ising e dos modelos de jogos
quéanticos referidos na presente secgao.

Apesar do interesse conjectural, em termos de avaliacao de cenarios de fontes
possiveis de turbuléncia multifractal, esta conjectura seguida por estes modelos,
nao é necessariamente corroborada pelos factos empiricos.

De facto, conforme a analise por décadas do indice S&P 500, apresentada na
secgao 2.3., parece existir uma relacao entre a estrutura multifractal e a estru-
tura econémica. Nao ¢é eficazmente e consistentemente sustentavel considerar
apenas um jogo coevolutivo financeiro em que nao existe interactividade entre
empresas e mercados financeiros, tal que se ignora uma coevolugao entre economia
real e mercados financeiros.

Deste modo, os modelos da MFM deverao evoluir para modelos integrados em
que empresas jogam um jogo competitivo e encontram-se em coevolugao com o
mercado, o modelo proposto por Gongalves (2010) constitui um exemplo desta
abordagem, demonstrando que um modelo de coevolucao entre economia e
financgas pode ser eficaz na producao de turbuléncia multifractal.

Esta proposta permite identificar uma nova abordagem acerca da modelagao
de sistemas em situacoes de risco, em que o ambiente nao é trabalhado somente
em termos dos constrangimentos evolutivos, fontes de recursos, ameagas ou opor-
tunidades mas é, também, trabalhado enquanto elemento sistémico activo, tal que
que um sistema aberto coevolui com o ambiente (composto por outros sistemas).

Neste contexto é eficaz a nogao de Morin ([1977], 1997; [1980], 1999) de auto-
eco-organizacao no sentido em que a auto-organizacao de um sistema processa-se
com o meio e existem reenvios permanentes do sistema para o meio e do meio
para o sistema (Madeira e Gongalves, 2009).

Neste contexto, os CMLs sao ferramentas tteis. Os CMLs tém sido traba-
lhados a partir de uma transversalidade interdisciplinar com efeitos sinergéticos e
com elevada eficidcia explicativa na captura de padroes de risco que ocorrem na
dinamica coevolutiva de sistemas adaptativos complexos, e, deste modo, os CMLs
tém assumido um papel central na investigagao interdisciplinar acerca do risco nos
sistemas, logo, sao de uma relevancia elevada para a ciéncia do risco.
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Tendo sido inicialmente propostos por Kaneko (1986), para a modelagao da
turbuléncia na fisica, os CMLs expandiram-se enquanto ferramenta, sendo apli-
cados: na investigacao sobre a dinamica da turbuléncia e risco nos sistemas com-
plexos (Kaneko, 1986; 1990; 1994; Beck, 2002; Hilgers e Beck, 1997; Basalto et al.,
2005; Gongalves, 2010).

Em termos matematicos, os modelos matematicos de CMLs constituem uma
expansao da dindmica nao-linear e, em particular, da teoria do caos, para sis-
temas com um elevado nimero de graus de liberdade.

Enquanto que os CMLs podem ser relevados, pela importancia que assumem,
a teoria do caos e a dinamica nao-linear constituem ferramentas tteis para uma
investigacao acerca dos fundamentos da matematica do risco, que é o caso da pre-
sente tese. Em particular, pela relevancia das duas nogoes relacionadas de caos e
estocasticidade.

A identificacao de estruturas morficas aleatérias no seio do formalismo do cdl-
culo categorial constitui um primeiro passo, para o desenvolvimento de uma abor-
dagem para um formalismo auténomo de uma matemaética do risco que tenha por
objecto o risco, enquanto tal. Assim, é necessario trabalhar a nocao de aleatorie-
dade algoritmica trabalhada no seio do cdlculo categorial (trabalho que é desen-
volvido no capitulo 3.). Contudo, para que se possa avangar para uma autono-
mizacao formal da matematica do risco, é necessario expandir o formalismo para
além da nocao de aleatoriedade algoritmica e trabalhar as nocoes de estocastici-
dade e de caos no seio o calculo categorial, conectando o formalismo com a mode-
lacao de sistemas, em situacoes de risco.

Da revisao conceptual, apresentada na presente seccao, foi possivel identificar
duas linhas tedricas centrais subjacentes & modelacao de sistemas em situacoes de
risco, a saber: a teoria qudntica e a teoria do caos. Ambas estas linhas de pensa-
mento tedrico sao recuperadas no capitulo 5., no seio da formalizacao categorial
das mdquinas de Turing, conforme relevado no capitulo 1..

Conectando o trabalho desenvolvido nos capitulos 3. e 5., com o trabalho
desenvolvido no presente capitulo, segue-se que pode ser identificada, na presente
tese, uma abordagem fundamental para a matemética do risco, a qual parte da
nocao de aleatoriedade algoritmica na teoria matemética da computacao, para
conecta-la com a producao computacional de padroes com estruturas sinalizaveis
como aleatérias em sistemas computacionais (digitais ou analégicos (caos)), for-
malizados a partir de uma generalizacao categorial das mdquinas de Turing.

Assim, a partir da investigacao acerca da aleatoriedade na matemética e
seguindo, em particular, os trabalhos de Chaitin e a teoria do caos, torna-se pos-
sivel trabalhar de modo unificado aquilo que constitui a base conceptual sistémica
e as principais ferramentas matematicas, utilizadas pela ciéncia do risco.

E esta investigacao que passamos a desenvolver a partir da linguagem L, €
dos padroes produzidos por estruturas computacionais morficas.
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Capitulo 3. A Linguagem Lc, e os Fundamentos
Categoriais da Matematica do Risco

As categorias sao estruturas matematicas elementares compostas por objectos e
morfismos. A teoria das categorias foi introduzida por Eilenberg e Mac Lane
(1945), resultando da observagao de que diferentes sistemas matematicos tém pro-
priedades em comum e podem ser simplificados no seio de um discurso formal que
trabalhe apenas com estruturas de objectos e morfismos (Eilenberg e Mac Lane,
1945; Mac Lane, 1998).

No que diz respeito a matemaética do risco, a teoria das categorias apresenta
uma eficacia em trés pontos, a saber: ambos os ramos aplicados da matemaética do
risco (a matematica da medi¢ao do risco e a modelagao de sistemas em situagoes
de risco) sado apreensiveis a partir do formalismo categorial; a logica de base é
mais simplificada ao nivel da axiomatica, do que seria se se utilizasse a logica clas-
sica; o formalismo categorial é passivel de ser abordado a partir de uma logica sis-
témica, intersectando-se com a base conceptual da ciéncia do risco que resulta da
ciéncia dos sistemas.

A linguagem Lyt foi proposta enquanto contributo para a investigacao acerca
dos fundamentos logicos e sistémicos da teoria das categorias, conduzindo a uma
autonomizagao desta teoria das categorias em relagao a teoria dos conjuntos
(Gongalves e Madeira, 2009), autonomizagao, esta, que é necessaria para o pro-
grama de investigacao que visa investigar a teorita das categorias, enquanto alter-
nativa a teoria dos conjuntos para a investigacao acerca dos fundamentos da
matematica (Lawvere e Schanuel, 2005).

O cdlculo categorial, enquanto célculo légico construido no seio de Lcas,
quebra com o uso do calculo de predicados e da seméantica conjuntista, resultando
do reconhecimento da possibilidade de abordar a teoria das categorias, a partir de
um pensamento sistémico e de uma légica que é propria as estruturas categoriais,
distinta do célculo de predicados e que nao necessita de trabalhar com conjuntos
ao nivel da seméantica, ao contrario da proposta de Mac Lane (1998) que assume
uma sintaxe categorial e uma seméantica conjuntista.

Esta diferenca ao nivel da sintaxe e seméantica constituem uma vantagem para
a matematica do risco, pois uma construcao formal desta matematica a partir da
base conjuntista, que foi o caminho inicialmente seguido na presente tese, conduz
a uma diversidade de leis logicas e estruturas matematicas nao directamente rela-
cionadas com a matematica do risco mas que tém de ser assumidas para a cons-
trucao das estruturas conjuntistas.

O cdlculo categorial, formalizado enquanto calculo logico para as estruturas
categoriais, agiliza o formalismo da matemaética do risco, permitindo que apenas
os elementos fundamentais a teoria sejam formalizados sem a necessidade de ele-
mentos supérfluos relacionados com estruturas mateméticas alheias 4 matematica
do risco.
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Assim, nas secgoes 3.1. e 3.2., sao apresentados os elementos centrais do cdl-
culo categorial. Na secgao 3.1., revé-se a sintaxe da linguagem formal L, € sao
apresentadas as leis logicas fundamentais do cdlculo categorial, enquanto que, na
secgao 3.2., ¢ introduzida a semantica logica e a teoria da computacao categorial,
sendo trabalhado o problema da aleatoriedade algoritmica em cadeias infinitas de
morfismos, o que conduz aos primeiros resultados directamente conectados com os
fundamentos da matemaética do risco.

Na secgao 3.3., introduz-se a noc¢ao de categoria a partir de uma le: algébrica
de composi¢io de fundamentos morficos numa teia morfica. O trabalho desenvol-
vido na secgao 3.3. serve de base ao trabalho desenvolvido no proximo capitulo,
acerca da topologia categorial, que, por seu turno, é utilizada nos restantes capi-
tulos da tese. Deste modo, o trabalho desenvolvido na secgao 3.3., assim como o
trabalho desenvolvido no préximo capitulo, permitem expandir a base teorica sis-
témica e a eficacia do formalismo para a investigacao acerca dos fundamentos da
matemética do risco.

Enquanto nota sobre a notacao utilizada, importa relevar que o martelo sin-
tactico  ¢é utilizado no sentido de derivacao logica no seio de Ly, tal que ¢ ¢’
significa que a formula bem formada de Lca ¢’ se deriva da formula bem formada
¢, sendo esta derivacao o resultado de leis logicas que sao introduzidas ao longo
do trabalho. Quando se escreve +— ¢ esta-se a afirmar a validade formal de ¢.
Por seu turno, o martelo semantico F é usado no sentido usual da teoria dos
modelos, embora com algumas especificidades resultantes da seméantica nao con-
juntista, conforme se explica na secgao 3.2..

Qualquer derivacao formal, sinalizada pelo uso do martelo sintactico F , tem
uma interpretacao sistémica, no seio da teoria das categorias, assim, seguindo
Gongalves e Madeira (2009), cada lei ldgica introduzida tem de ter um funda-
mento sistémico, tal que a validade formal tenha sempre por base os critérios de
verdade da ciéncia dos sistemas.

3.1. A linguagem Lc, — sintaxe e axiomatica

O cdlculo categorial trabalha com objectos e morfismos, sendo os objectos traba-
lhados enquanto sistemas individuados, logo, cada objecto encontra-se numa
relagao de coincidéncia rotativa consigo mesmo, sinalizada pela introducao do
morfismo de identidade (Gongalves e Madeira, 2009).

Sistemicamente, cada objecto pode ser identificado a partir da sua posicdo e
movimento em relacées morficas, ou morfismos, as quais sao definidas enquanto
relagoes binérias, em que um dos objectos toma a posicao da origem e o outro a
posicao do alvo??, sendo o fundamento da relacao uma propriedade bindria que é
somente exemplificada pelos dois objectos nas suas posicoes respectivas, enquanto
origem e alvo?3.

22. Nos casos em que origem e alvo coincidem trata-se de um automorfismo. Um exemplo de auto-
morfismo é o morfismo de identidade.

23. Este pressuposto serd removido no final da secgdo, sendo avaliadas as consequéncias da sua
remocao.
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Os morfismos sao, assim, direccionais e totalmente especificados pelas posi¢oes
dos objectos e pelo fundamento, logo, cada morfismo pode ser denotado pelos

objectos, pelo fundamento e por um sistema simbolico de duplas setas (Gongalves
e Madeira, 2009):

r2y (16)

sendo a seta superior a seta da origem que conecta o objecto origem x, enquanto
origem no morfismo, com o objecto alvo y, e a seta inferior é a seta do alvo que
conecta o objecto alvo y, enquanto alvo no morfismo, com o objecto origem x.

A dupla seta sinaliza a relacao sistémica no seu caracter de necessidade, ou
seja, a origem encontra-se dirigida para o alvo, enquanto origem no morfismo de
fundamento f, e o alvo encontra-se dirigido para a origem, enquanto alvo no mor-
fismo de fundamento f (Gongalves e Madeira, 2009).

Em alguns casos, poderé ser 1util considerar um duplo fundamento:

f
=y (17)
f/

o que sinaliza que, no morfismo, a origem se dirige para o alvo, enquanto origem,
segundo o fundamento mdrfico f e o alvo dirige-se para a origem, enquanto alvo,
segundo o fundamento morfico f'.

O duplo fundamento constitui uma extensao a notacao da teoria das catego-
rias tradicional, esta e outras excepgoes serao abordadas no final da presente
seccao. Assim, comecamos por apresentar a linguagem Lc,; tal como a mesma foi
introduzida por Gongalves e Madeira (2009).

3.1.1. A estrutura formal da linguagem Ly

A linguagem formal Lca € constituida por varidveis-objecto x, y, z, que ocorrem,
nas formulas bem formadas (fbfs) da linguagem, enquanto variaveis livres deno-
tando objectos. Mais wvaridveis-objecto podem ser obtidas, quando necessario,
acrescentando linhas, ou seja: z/, ', 2/, x”, y”, 2", ..., expandindo-se, assim, os

nomes de varidveis-objecto.

Para cada waridvel-objecto introduzem-se as setas duplas para as coneroes
id, idy id, id,/ idy/ id,

morficas identitdrias =, =, =, =, =, = ..., de tal modo que, juntamente com as

varidveis-objecto, estes simbolos formam a base formal identitaria de Lga, a

saber: o fragmento designado por L&, o qual permite trabalhar a questdo da

1dentidade de objectos.

Considerando, primeiramente, £&,, e introduzindo O como denotando qual-
quer um dos nomes de varidveis-objecto, os tipos de fbfs de L& sao:

e O (pontos marficos)
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idop

o 020 (teia morfica de identidade de nivel 1)

ido ido ido

o 0=20=...020 (teia morfica de identidade de nivel (n—1))

O altimo caso pode também ser denominado de cadeia-(n — 1), assumindo que O
¢é repetido n vezes e, assim, encontra-se conectado consigo proprio pelo seu mor-
fismo de identidade n — 1 vezes®*.

Assume-se, como regra geral para Lca, €, logo, para L&, que, sempre que
uma varidvel-objecto é repetida numa fbf, esta denota o mesmo objecto, e que
diferentes variaveis, numa mesma fbf, denotam objectos distintos.

Com estas regras, torna-se possivel abordar as leis ldgicas de identidade, fun-
damentais para o cdlculo categorial:
id,

o L, (validade formal da identidade): — r=x

id,
e Ly (desdobragem do ponto morfico): ...x...\ .. x=x...

id,

e Lj (dobragem no ponto morfico): .. x=2x... - ...x...

Estas trés leis logicas sao suficientes para especificar totalmente a base sistémica
da teoria categorial acerca da identidade de objectos.

Assim, a primeira lei expressa o principio da reflexividade da identidade, afir-
mando uma validade formal da conexao mdrfica de um objecto a si mesmo na sua
1dentidade.

A segunda e terceira leis aplicam-se aos pontos morficos ou a quaisquer fbfs

idg

em que x ou xz=x ocorra, o que explica a introducdo do marcador de trés
)
pontos ‘... .

A segunda lei diz respeito a validade da desdobragem de um qualquer ponto
morfico, que ocorra numa fbf, num morfismo de identidade. Em termos sisté-
micos, esta lei pode ser interpretada a partir da proposicao que afirma que sempre
que um objecto de nome x é introduzido num acto de referéncia, no seio do for-

malismo, o mesmo objecto é assumido, no discurso, enquanto existente e, assim,
enquanto identidade.

Quando um nome para um objecto é introduzido num discurso formal do cdl-
culo categorial, o objecto torna-se o referente de um acto de referéncia que afirma
algo acerca do objecto utilizando o seu nome, pelo que, segundo Lo, ao utilizar-se
o nome do objecto, reconhece-se esse objecto enquanto existente e, assim, necessa-

riamente o objecto estd a ser tomado na sua identidade, tal que ao afirmar x
id,
também se afirma r—x.

24. O termo teia mdrfica é o termo empregue por Gongalves e Madeira para designar as estruturas
mdrficas genéricas de Lgag. Segue-se, assim, no trabalho desenvolvido, a terminologia de Gongalves e
Madeira (2009).
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A terceira lei logica diz respeito a validade da dobragem, numa fbf, do mor-
fismo de identidade num ponto mdrfico, pois o morfismo de identidade é uma
explicitacao da conexdao automorfica identitdria de qualquer ponto morfico, tal
que: se, numa fbf, ocorre um morfismo de identidade, entdao, pode-se substituir,
sem perda de integridade sistémica, o morfismo de identidade pelo ponto morfico
correspondente, o que explica a possibilidade, referida por Mac Lane (1998), de se
representar um ponto morfico com uma seta circular expressando a conexao mor-
fica de identidade, a qual acompanha o objecto em quaisquer relagoes morficas em
que 0 mesmo OCOITA.

A segunda lei pode ser simplificada numa tnica lei logica de equivaléncia e,
assim, em vez das trés leis logicas temos as duas leis:

id,
o L, (validade formal da identidade): — r=x

id,
o Ly (dobragem/desdobragem do ponto morfico): ...x...4F .. .x=w...

que passam a ser assumidas a partir deste ponto2>.

Estes s@o os elementos centrais de £&5%;. Para obtermos Lcg, necessitamos de

f g9 h f g K
acrescentar as conexodes morficas nao identitdrias: =, =, =, =, =, =, ..., sendo

as fbfs fundamentais:

F
o  O=0 (morfismo singular)

T o8 Fuos
o 0,=205=..0,_1 = O, (cadeia-(n — 1))

em que as letras O e O; (i =1, 2, ..., n) denotam quaisquer nomes de varidveis-
objecto, e F e F; (i=1,2,...,n — 1) denotam quaisquer nomes de fundamentos
para conecgoes morficas.

Para além destas formulas, também assumimos, como uma regra de formacgao
de fbfs, que morfismos singulares e cadeias-(n — 1) podem ser acoplados a fbfs
que satisfacam as regras de LS e as leis Ly e Lo, assim, por exemplo as seguintes
formulas sao bem formadas:

Q.

idy id

<

1
1

f
T2y

1
22z

Y

xl

Tl
=
=

Ty

25. Neste caso, substituiu-se Lo e Lz por uma unica lei Ly que contém a formulagdo das duas leis
anteriores, denotamos esta lei logica mais geral por Lo por uma questao de simplicidade de notagao.
Este critério é seguido sempre que se proceder a substituigbes de leis logicas do cdlculo categorial por
outras leis logicas mais gerais. Importa sublinhar que as designagoes enumerativas das leis nao sao rele-
vantes, o relevante é a descricao de cada lei, que é sintetizada pelo nome da mesma.
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Os pontos morficos, os morfismos singulares e as cadeias morficas sao assumidos
como fazendo parte dos blocos de construcao das teias morficas gerais, consti-
tuindo, eles proprios, teias morficas elementares. Deste modo, numa teia mdrfica,
um ponto aparece isolado ou, em alternativa, ocorre num ou mais morfismos sin-
gulares, ou numa ou mais cadeias morficas.

Cada fbof de Lca constitui uma estrutura formal de uma teia morfica geral,
exemplificavel por diferentes teias mdrficas particulares, obtidas a partir da subs-
tituicao de cada uma das varidveis livres de objectos e fundamentos por cons-
tantes ldgicas, substituicao, esta, que introduz, no seio de Lcat, uma instanciacao
da teia morfica geral. Cada teia morfica, que seja construida com variaveis ou
constantes logicas que obedeca as regras de formacao de fbfs acima introduzidas,
constitui uma fbf, decomponivel a partir de fbfs elementares, assim, considere-se
o seguinte exemplo:

I g
' ySr=z (18)
hf g
rSySrez (19)
hf g
rSySsrez
g (20)
y/

A primeira teia mdrfica é composta pelas seguintes fbfs elementares:

e Ponto morfico: x’

f
e Morfismo singular: x=y

g
e  Morfismo singular: x=z

A segunda teta morfica é composta pelas seguintes fbfs elementares:

g
e  Morfismo singular: x=z

f ok
e Cadeia morfica: r=2y=x'

A terceira teia morfica € composta pelas seguintes fbfs elementares:

g
e Morfismo singular: x=z

o f h
e C(Cadeia morfica: y'=r=y=a’
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Em termos de classificacao de teias morficas, a segunda e a terceira sao desig-
nadas como totalmente conectadas, dado que todos os objectos sao conectados por
um morfismo. A primeira é dita desconectada, pois existe um ponto mdrfico iso-
lado dos restantes.

Quaisquer das leis ldgicas, introduzidas no seio do formalismo de Lcy, sao
aplicaveis localmente as componentes de teias morficas.

Considerando as leis sobre identidade Ly e Lo, as seguintes seis leis sao dedu-
tiveis enquanto teoremas (Gongalves e Madeira, 2009):

idy f !
o Ty x=2x2y.. . x2y...

fooidy !
o Ty . x2y=y.. box2y...

o Ti . .x=x2y=y. Foaly...

f idz  f
o Ty . x2y..F...x2x2y...

f fooidy
o Ty ..x2y.F..o2y2y...

o Ty ..x2y..F. . o2x2y=y...

Os teoremas Ty, Ts, Ty e Ts conduzem a uma formulagao logica das leis de identi-
dade, introduzidas usualmente como axiomas no seio da teoria das categorias
(Lawvere e Schanuel, 2005; Mac Lane, 2000), embora no corrente caso ocorram
como teoremas.

Considerados em conjunto, os seis teoremas expressam um principio ontolégico
sistémico, subjacente a natureza sistémica do objecto categorial, a saber: sempre
que um objecto se encontra numa relacdo morfica, 0 mesmo encontra-se nessa
mesma relagdo enquanto posigao de si mesmo, em si mesmo (ponto mdrfico), logo,
enquanto entidade e, assim, enquanto identidade, seja este objecto a origem ou o
alvo no morfismo (Gongalves e Madeira, 2009).

Considere-se, agora, a cadeta mdrfica:

f g
TE2Y=2 (21)

Neste caso, y é o alvo de x, sob o fundamento f, e encontra-se na origem de z,
sob o fundamento g. Nesta cadeia, o ultimo objecto nao se encontra directamente
ligado a x por uma relagio morfica, existe uma [ligacdo mdrfica indirecta.
Seguindo a teoria dos grafos, pode-se afirmar que z tem uma separacao de dois
graus em relacao a x, na cadeia, por grau entendendo-se o nimero de ligacoes
morficas que residem no caminho morfico de x para z.
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Considerando esta relacao morfica indirecta e os fundamentos f e g, pode ser
introduzida uma nova relacao mdrfica que liga directamente x a z e que constitui
um morfismo cujo fundamento é dependente do percurso e condicional a f e a g,
podendo ser expresso como go f, adicionando o simbolo o a Lc,s, temos, entao:

gof
T2z (22)

tratando-se, neste caso, de um morfismo composto (Gongalves e Madeira, 2009).

Considerando a operacao de composicao, esta pode ser acrescentada enquanto
lei logica?S:

f g gof
e L3 (morfismo composto): ..x=2y=z...F. . x=z...

Uma vez mais, os trés pontos sinalizam que L3z pode ser aplicada a partes de teias
morficas.

Importa sublinhar que L3 nao pode ser lida como uma regra de substituigao,
I g
assim, por exemplo, a teia morfica dada pela cadeia x=y—z nao pode ser redu-
gof
zida ao morfismo singular x— z, pois uma tal reducao retiraria a teia mdrfica
aquilo que constitui o fundamento sistémico da composicao, sendo uma reducgao
improépria de cada morfismo na cadeia ao seu fundamento, conforme foi argumen-

tado por Gongalves e Madeira (2009), que demonstraram que a remocao daquilo
] gof
que constitui a totalidade morfica x=y=z e a sua substituicdo por z =z vai

contra a prépria teoria, nos seus fundamentos ontolégicos e logicos.

A lei logica Ls deve, assim, ser entendida como uma regra para a adicao de
novas ligagoes morficas (dependentes do percurso) em teias mdrficas, tal que, em

qualquer localidade em que ocorre uma cadeia-2, podem ser formados tridngulos
f g
morficos, pela aplicacdo de Ls. Assim, para o caso de r=y—z, em vez de uma

reducao de uma cadeia-2 a um morfismo singular, tem-se a formagao da seguinte

estrutura:
Yy
/ \
gof
TE —> z

26. Utiliza-se a designagao Lg pois, até este ponto, estao a ser consideradas duas leis ldgicas: Ly e
L,. Nao existe qualquer relagao entre L3 e a anteriormente apresentada lei ldgica Ls para a dobragem
id,
no ponto mdrfico (..x=z... +F ..z..), que foi substituida pela lei Idgica mais geral Lo
id,
(cx... Ak z22.).
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Deste modo, a lei de composi¢cio L3z indica que os triangulos moérficos podem ser
formados sempre que se identifica, numa qualquer teia morfica, uma cadeia-2.

A teoria das categorias assume sempre a validade desta lei, contudo, no con-
texto da matemética da medi¢cao do risco, esta lei pode ser violada, de tal modo
que a existéncia de morfismos compostos pode nao se encontrar garantida & par-
tida, como veremos mais adiante, para as modificacoes ao cdlculo categorial, rele-
vantes para a matematica do risco.

Assumindo, por enquanto, a validade da composi¢ao, importa considerar o
caso de cadetas-(n — 1) para n >3 e o modo de definicdo de morfismos compostos.
Considere-se o caso de n=4:

r2y=z2n’ (24)

Neste caso, existe um caminho comecando em x e terminando em z’, que passa
primeiro, e em sequéncia, por y e por z. Existe, deste modo, uma separacao de
trés graus entre x e x’. Esta separacao pode ser considerada de dois modos, cada
um conduzindo a uma das duas representacoes da associacao da operagao de com-
posicao de morfismos, a saber:

ho(go f)
x = (25)
(hog)o f
r = (26)

Segundo a primeira representacao, x é ligado a =’ por um morfismo composto,
pois x pode ser ligado a z por um morfismo composto com origem em x e com
fundamento go f e z encontra-se na origem de x’ num morfismo com fundamento
h. A segunda representacgao, por seu turno, é tal que z é ligado a x’ por um mor-
fismo composto, pois y pode ser ligado a z’ por um morfismo composto com
origem em y e com fundamento h o g, sendo que y € o alvo de x num morfismo
singular com fundamento f.

Ambas as representagoes expressam um modo distinto de argumentar acerca
da ligagcdo composta sequencial com fundamento h o g o f, de tal modo que pode
ser introduzida a seguinte let ldgica de associatividade da composi¢ao:

ho(go f) (hog)o f

o L, (associatividade da composi¢do): ..x = y.."dF.x & y..

Embora esta lei logica seja relevante no seio da teoria das categorias, a mesma
perde alguma relevancia no cdlculo categorial baseado nas teias mdrficas (Gon-
calves e Madeira, 2009), pois, neste caso, L4 assim como a propria composigao sao
o resultado de propriedades da natureza das teias morficas enquanto grafos diri-

gidos, propriedades que sao resultantes de uma anéalise das conectividades locais,
g
de tal modo que, dada uma cadeia}?) r=y=zez' pode-se, desde logo, ligar = a
hogo

2’ por um morfismo composto x = z’.
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Pode-se seguir este mesmo argumento para uma qualquer cadeia-(n — 1) numa
Fy Iy Fn1
teia morfica, ..O1205=...0,,_1 = O,..., em que O; se encontra separado de O,

por n — 1 graus de separacao e existe um caminho morfico de O; para O, sob os
morfismos com os fundamentos Fy, F, ..., F,_1, podendo-se, assim, definir um
morfismo composto, ligando O; a O,, tal que:

F,, _10F, _c0...0F50F

0, = O, (27)

sem qualquer necessidade de parénteses (Gongalves e Madeira, 2009).

A remocao dos parénteses ¢, também, fundamentada pelo facto de que nao é
necessario nenhuma abordagem triangulada progressiva, pressuposta na associ-
acao, para se produzir a ligag¢ao composta de Oy a O,, de tal modo que, para n =
3, temos um triangulo, para n = 4, temos um quadrado e, para n = 5, temos um
pentégono, ou seja, para n geral a associacao conduz a um poligono maorfico com
n lados (Gongalves e Madeira, 2009).

De facto, temos, em termos gerais:

Fl F2 Fn—l Fn_lan_lo...oFgoFl
.0120,2...0,_1 2 Oy F...0 = Op... (28)

O que resulta de uma aplicagao recursiva de Lsg.

Com as quatro leis ldgicas, introuzidas acima, a teoria das categorias de pri-
meira ordem pode ser trabalhada no seio de Lcat, sendo a natureza sistémica das
estruturas categoriais de primeira ordem capturada, em termos formais, pelas
quatro leis acima introduzidas e pelos seis teoremas, tal que a axiomatica introdu-
zida permite capturar, em termos logicos, a estrutura sistémica em rede das cate-
gorias no seio de um cdlculo logico categorial baseado em teias mdrficas, embora
apenas com a introducao de uma operacao algébrica de composicao de funda-
mentos (secgao 3.3.) é que serd possivel estabelecer uma correspondéncia directa
com aquilo que constituem as propriedades algébricas das categorias.

Para lidar com a matemaética do risco, em particular no que diz respeito a
modelacao de sistemas, torna-se, contudo, necessario ir para além do formalismo
de primeira ordem.

3.1.2. Estruturas morficas de ordem superior

Gongalves e Madeira (2009) formalizaram Lc,, para que seja possivel lidar, no
seio do formalismo, com estruturas de ordem superior, introduzindo os paréntesis
de trés pontos : :, na sintaxe da linguagem, enquanto marcador de fronteira, isto
é, para sinalizar totalidades sistémicas passiveis de serem trabalhadas enquanto
objectos categoriais.

Em termos de sintaxe, a tnica restricao assumida, acerca de fbfs com o mar-
cador de fronteira, € que o mesmo devera conter ou pontos mdrficos ou teias mor-
ficas totalmente conectadas (isto é, sem pontos mdrficos isolados).
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Quando se escreve ! A:, em que A é uma fbf instanciada ou por um ponto
morfico ou por uma teia morfica totalmente conectada, a totalidade morfica A
estd a ser abordada, no seio de Lca, enquanto tal, isto é, enquanto sis-
tema/objecto. Importa trabalhar este uso do marcador de fronteira.

A partir do momento em que o marcador de fronteira € introduzido, sinali-
zando A, esse mesmo A é sinalizado enquanto totalidade individuada, logo, pos-
suidor de uma identidade que, como qualquer outra identidade, exemplifica um
eidos de unidade (Lat: wunitas, atis), sistemicamente definida enquanto proprie-
dade exemplificada por quaisquer identidades tais como: entes ou entidades, pro-
cessos, situagoes (Gongalves e Madeira, 2009). A wunidade é aquilo que, nos sis-
temas, constitui a sua coesao interna, consisténcia e coeréncia, necessarias a
manutenc¢ao das respectivas integridades.

Esta ¢ uma questao sistémica fundamental na teoria das categorias de ordem
superior e no cdlculo categorial, pelo que é necessaria a sua expressao formal. De
facto, a partir do momento em que A é sinalizado enquanto totalidade individuada
e, assim, enquanto identidade, o mesmo A é sinalizado no seu movimento auto-
referente de reconexdo (religare) a si mesmo, em si mesmo, enquanto posi¢ao de
si, expresso pelo (auto-)morfismo de identidade, assim temos a lei (onto)ldgica

(Gongalves e Madeira, 2009):

id; 4;

AR A 2 1A (29)

segundo a qual, a totalidade individuada denotada por A é sinalizada, enquanto
tal, pelo marcador de fronteira, e morficamente reconectada (religare) consigo
mesma pelo morfismo de identidade de A.

Uma qualquer teia morfica totalmente conectada pode ser sinalizada enquanto
totalidade morfica, o que conduz a seguinte lei (onto)ldgica:

A-F:A: (30)

Considerando esta lei e a anterior o seguinte resultado pode ser deduzido, como
veremos mais adiante:

id; 4,

AdE A =2 T A (31)

A partir destes resultados, as leis de Ly a Ly (inclusive) podem ser revistas incor-
porando os elementos (onto)logicos relacionados com o uso dos marcadores de
fronteira, assim, introduzindo W, W' e W” para denotar pontos mdrficos ou teias
morficas totalmente conectadas, sinalizadas pelos respectivos marcadores de fron-
teira, e utilizando a letra A para denotar um ponto mdrfico ou uma teia mdrfica
totalmente conectada sem marcador de fronteira temos:

o L, (validade formal da identidade):
idyy

H=We=Ww
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o L, (individuagao):
AdFtA:

o Lj (religare):

5
kS

1
s

GAY AR LLTAY
e L, (adigao/remogao de marcador de fronteira):

O A | O RS
o Ly (morfismo composto?7):

F F’ F'oF

wawew s LW = WL

o Lg (associatividade da composi¢ao):

F"o(F'oF) (F"oF")oF

W= WoodsLw =2 WL

A primeira le: constitui uma generalizacao da leir de validade formal da identidade
a totalidades morficas. Assim, seguindo Ly, quer W seja um ponto morfico, quer
seja uma teia morfica totalmente conectada, a identidade é formalmente vdlida.

A segunda e terceira leis foram trabalhadas acima. A quarta lei é apenas apli-
cavel a pontos mdrficos, isto €, apenas relativamente a pontos mdrficos é que se
pode acrescentar ou retirar marcadores de fronteira, pois relativamente a teias

morficas totalmente conectadas, a conectividade alterar-se-ia sem os marcadores?s.

A quinta e sexta leis correspondem a generalizagao da composi¢ao e da associ-
atividade da composicao.

As seis leis logicas acima definem um sistema formal, subjacente aos funda-
mentos da base sistémica e matematica da teoria das categorias, denotamos este
sistema por F,.

Como um qualquer sistema formal, F&,; pode ser utilizado na derivacio de leis
logicas validas no seio da teoria das categorias. Duas leis relevantes, dedutiveis a
partir de Fu, sd0 as seguintes:

id; 4

o A-dFiA: = i A:

27. Admite-se a possibilidade de W, W’ ou W' corresponderem a mesma entidade sistémica, o
mesmo sendo o caso para F, F’ ou F” (o tltimo simbolo ocorrendo em Lg).
! g h f o9 h
28. Assim, :x=y:=: 222" é diferente de x=2y=z=2’, no primeiro caso o morfismo com funda-
h
mento g tem a totalidade morfica Exéyi como origem e a totalidade morfica :z=z't como alvo,
enquanto que no segundo caso o morfismo com fundamento g tem y como origem e z como alvo.
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id,
o .x. k. 22x..
id; 4;
De facto, considerando, em primeiro lugar, a lei A 4F (A: 2 ‘A temos o
metateorema:

id; 4;
Metateorema 1: E o caso que A 4+ A = ' A: dadas as
leis Ly e L.
Demonstracgao:
Considere-se, em primeiro lugar, a consequéncia sintactica
id; 4;
AF AT 2 1A

1. A (premissa)

2. At (1., por aplicacao de Lo (individuagao))

id; 4,

3. tAT & At (2., por aplicagao de Lg (religare)) Q.E.D.

id; 4,
Considere-se, agora, a consequéncia sintactica A—:A: = 1 A::

id; a;
1. tA: = A (premissa)
2. +A: (1., por aplicagao de L3 (religare))

3. A (2., por aplicacdo de Lo (individuagao)) Q.E.D.

ida
Encontra-se assim demonstrado A 4 F A: 2! A enquanto lei
logica. Q.E.D.

id,
Por outro lado, relativamente a ...z... 4 ...xZx..., temos o metateorema:

id,
Metateorema 2: E o caso que ...x... 1+ ...22x..., dadas as leis
L3 e L4.
Demonstragao:

Considere-se, em primeiro lugar, a consequéncia sintactica
1dg

1. ...z... (premissa)
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2. ...txi... (1., por aplicagao de Ly (adi¢ao de marcador))

id; o
3. ...txt &= txi.. (2., por aplicacdo de Lg (religare))
id,
4. ..x=x... (3., por aplicagdo de Ly (remogao de marcador))
Q.E.D.

id,
Considere-se, agora, a consequéncia sintactica ...x... 4...x2x...:

id,
1. ..x2z... (premissa)

id; 4,
2. izt = txi.. (1., por aplicagdo de L4 (adigao de mar-
cador))

3. ...txi... (2., por aplicagao de Lz (religare))

4. ..x... (2., por aplicagao de L4 (remogio de marcador))
Q.E.D.

id,
Encontra-se assim demonstrado ...x... 4 F ...x2x..., enquanto lei

logica. Q.E.D.

id,

Enquanto que ...x... 41 ...x2x... foi introduzida como axioma anteriormente,
passa, agora, a ser derivada no seio de Fius.

id 4 id,

Para além das leis logicas A4 : A1 21 A e ..x...4F ... x2x... serem deriva-
veis no seio de F&,, os teoremas Ty a Tg, para o caso mais geral de estruturas de
ordem superior, sao também derivaveis, como passamos a demonstrar. Conside-
rando T3 a T3 temos o seguinte metateorema:

Metateorema 3: E o caso que as seguintes leis [dgicas sao
validas em Fly:

idw f f
LWEWEW - WeW (32)

Foidy I
CWEW Z W L W2 (33)

idy f idyy f
SWEWaEW =W W (34)

sendo que W e W’ denotam pontos mdrficos ou teias morficas total-
mente conectadas, sinalizadas pelos respectivos marcadores de fron-
teira.

Demonstragao:
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Para (32) temos:

idw f
1. .Wa=WaW'.. (premissa)

2. WéW’ (1., por aplicagdo de Lg, para o caso de teias
morficas totalmente conectadas, sinalizadas pelos respectivos
marcadores de fronteira e por aplicacao da lei ldgica demons-
trada como vilida no metateorema 2, para o caso de
pontos morficos). Q.E.D.

Para (33) temos:

I idyyr )
1. . WZ2W'Z W'.. (premissa)

2. WéW’ (1., por aplicagdo de Ls, para o caso de teias
morficas totalmente conectadas, sinalizadas pelos respectivos
marcadores de fronteira e por aplicacao da lei ldgica demons-
trada como vilida no metateorema 2, para o caso de
pontos morficos) Q.E.D.

Para (34) temos:

idw  f idye
l. . WazWa=W'=W'... (premissa)

Foooidy
20 LWEW = W', (1., por aplicagao de (32))

f
3. ..W=W'.. (2., por aplicacao de (33)) Q.E.D.

Assim, as trés leis logicas (32), (33) e (34) sdo vélidas em Fiu.
Q.E.D.

Considerando, agora, Ty a Tg temos o metateorema:

Metateorema 4: E o caso que as seguintes leis [dgicas sao
validas em Fl,:

! ide f
Wk . WawWawl. (35)

f [ idy
LW2W . WEW =W (36)

f idW f idW/
LW2W . . Wa2WaW =2 W (37)

em que W e W’ denotam pontos mdrficos ou teias morficas total-
mente conectadas, sinalizadas pelos respectivos marcadores de fron-
teira.
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Demonstracgao:

Para (35) temos:

!
1. ..WZ2W'... (premissa)

id

2. WZ’WWéW’ (1., por aplicacao de Lg, para o caso de

teias mdrficas totalmente conectadas, sinalizadas pelos res-

pectivos marcadores de fronteira e por aplicacao da lei logica

demonstrada como valida no metateorema 2, para o caso
de pontos mdrficos). Q.E.D.

Para (36) temos:

!
1. ..WZ2W'... (premissa)

o idyy
2. . W=W'=W'.. (1., por aplicagao de Ls, para o caso de

teias morficas totalmente conectadas, sinalizadas pelos res-
pectivos marcadores de fronteira e por aplicacao da lei ldgica
demonstrada como valida no metateorema 2, para o caso
de pontos morficos) Q.E.D.

Para (37) temos:

!
1. ..W=2W'.. (premissa)

I idyy 7
2. .W=w’ év W'... (1., por aplicagao de (36))

idy  f  idye

3. .Wawa=W'= W' (2., por aplicagao de (35)) Q.E.D.

Assim, as trés leis logicas (35), (36) e (37) sdo validas em Fiu.
Q.E.D.

Estes sao os elementos fundamentais do trabalho desenvolvido por Gongalves e
Madeira (2009) acerca da sintaze ldgica de Lcy e da estrutura formal do cdlculo
categorial, subjacente & teoria matemdtica das categorias, enquanto cdlculo logico
de base sistémica.

Considerando, agora, os fundamentos relacionais dos morfismos, uma
extensao util a sintaxe de base consiste na introducao de fundamentos morficos

duplos, um para a seta da origem e outro para a seta do alvo, tal que se pode
F

escrever morfismos do género x=y, em que F' e F’ podem, ou nao, ser substi-
Fl

tuidos pelo mesmo fundamento. Neste caso, assume-se que Fin: ¢ extensivel a

esta sintaxe, sendo a extensao trivialmente obtida pela substituicao, nas fbfs gené-

ricas, dos fundamentos unicos por fundamentos duplos.
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Em termos formais, assumindo esta extensibilidade de F&., a introducdo de
fundamentos duplos em nada altera os resultados, nem a teoria.

A alteragao formal ocorre quando se considera uma outra extensao ao cdlculo
categorial, a saber: a possibilidade de fundamentos com multipla exemplificacao.

Tradicionalmente, a teoria das categorias trabalha, como foi referido no inicio
da formalizagdo, com fundamentos singularmente exemplificados, isto €, proprie-
dades relacionais morficas que sao apenas exemplificadas por um tnico par de

objectos (a origem e o alvo), foi esta a base conceptual assumida por Gongalves e
Madeira (2009).

Contudo, se se abre a possibilidade de fundamentos nao-singularmente exem-
plificados, isto €, propriedades relacionais morficas que podem ser exemplificadas
por mais do que um par de objectos, entao, a operacao de composicao deixa de
poder ser geralmente verificada, pois, a composicao toma os fundamentos como
base de definicao do morfismo composto, contudo, quando existe mais do que um
percurso com os mesmos fundamentos, deixa de se poder conhecer qual dos cami-
nhos na teia corresponde ao caminho, a partir do qual o morfismo composto foi
construido. Este problema ocorre, em particular, na matematica da medicao do
risco, pois, conforme a revisao apresentada no capitulo anterior, trabalha-se com
fundamentos de ordenagao binédria que podem ocorrer em mais do que um mor-
fismo, assim, importa considerar o problema em maior detalhe.

Para ilustrar o problema dos fundamentos nao-singularmente exemplificados,
no seu contexto mais geral, considere-se que temos uma teia morfica composta
pelas duas cadeias:

I g
xf<:’y<:’z (38)

g
r2x'2z (39)

Existem dois caminhos distintos de x para z, logo, nao é certo qual o caminho
subjacente ao morfismo composto:

gof

rez (40)

Um modo de superar esta dificuldade consiste em definir a composi¢ao a partir de
gof
uma nocao de acessibilidade na teia, ou seja, = z significa apenas que z é aces-

sivel a partir de pelo menos um caminho na teia morfica com origem em x. Se se
segue o camingo (38) ou o caminho (39) nao é relevante, é apenas relevante, para
a ligacao morfica composta, a existéncia de pelo menos um caminho com os fun-
damentos f e (depois) g (go f). Assim, continuamos a poder trabalhar com o sis-
tema formal F2,; tal como este foi introduzido.

Neste caso, a composi¢ao pode ser pensada, tal como o proprio cdlculo catego-
rial, a luz de uma ldgica de hipertexto, em que uma sequéncia de hiperligacoes
conduz de um site a outro, sendo repetida em diferentes conexoes.
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A linguagem Lc,t pode ser considerada uma linguagem com uma sintaxe e
semanticas hipertextuais. Regressaremos a esta questao, com maior detalhe, no
comego do proximo capitulo. Tendo trabalhado a sintaxe de Lca, passamos,
agora, a semantica.

3.2. A linguagem Lc,; — semdntica, computacao morfica e
aleatoriedade

Considerando a seméantica logica de Lcag, cada consequéncia sintactica, assumida
na seccao anterior, tem uma correspondente consequéncia seméantica, ou seja, cada
martelo sintactico pode ser substituido por um martelo seméantico, o que significa
que, sob qualquer instanciagao das variaveis livres, numa fbf, que constitua, deste
modo, um modelo dessa mesma fbf, as leis logicas bdsicas tém uma correspon-
déncia seméantica tal que: se temos ¢ F ¢', onde ¢ e ¢’ sdo duas fbfs, entao,
podemos escrever ¢ F ¢’ logo, qualquer modelo de ¢ é um modelo de ¢’ (Gon-
calves e Madeira, 2009).

O processo de instanciacao e o modelo de uma qualquer fbf pode ser exempli-
ficado, para o caso mais simples, considerando a teia mdrfica singular composta
por um dnico ponto mdrfico:

x (41)

Qualquer instanciagao de x pode ser introduzida, em Lcag, por via da introducao
de uma constante ldgica que passa a denotar essa mesma instancia. Assim, por
exemplo, se se introduzir a constante logica 1, como denotando o nimero 1,
temos:

1Fzx (42)

que pode ser lida como ‘o nimero 1 satisfaz x’, ou ‘o nimero 1 é um modelo de

9

xT .

Embora elementar, este resultado tem implicagoes computacionais que se
tornam relevantes, nao somente para a teoria computacional de L, como para a
matemética do risco. Estas implicagoes tornam-se evidentes quando se considera
um numero real algoritmicamente incompressivel r, no sentido em que a sua
expansao binaria é algoritmicamente incompressivel, um tal ntiimero é algoritmica-
mente nao-computdvel (Chaitin, 2006), contudo, é morficamente computdvel.

Importa desenvolver em maior detalhe este ponto central pois a nao-computa-
bilidade algoritmica conduz, directamente, & nocao de aleatoriedade algoritmica,
assim, a computabilidade morfica de uma estrutura algoritmicamente aleatoria
constitui uma questao central para o uso da estrutura logica do cdlculo categorial
para trabalhar os fundamentos da matemética do risco. Passamos, assim, a desen-
volver este ponto em maior detalhe, conectando-o com as nogoes gerais de acaso e
aleatorio.
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3.2.1. Incompressibilidade, aleatoriedade algoritmica e risco em Lcat

Um namero real algoritmicamente incompressivel é tal que nao existe nenhum
algoritmo que permita computar a expansao binéaria desse mesmo real. Em termos
logicos, trata-se de uma estrutura abstracta nao abordavel a partir de uma teori-
zagao que siga o método axiomético, ou seja, nao é possivel demonstrar como ver-
dadeira ou como falsa uma qualquer hipétese para a expansao binaria do niimero,
o que significa que existe incerteza quanto ao padrao binario correspondente, para
qualquer agente humano que procure conhecer o padrao teorizando acerca do
mesmo a partir do método axiomatico.

Seguindo Chaitin (2006), um modo de operacionalizar este limite, no seio da
matemética da computagao, consiste em considerar a incompressibilidade algorit-
mica a partir do tamanho de programas bindrios auto-delimitadores, tal que se,
para a expansao binaria de um namero real r, o programa auto-delimitador mais
pequeno, para calcular os primeiros N bits dessa mesma expansao binéria, tiver
um tamanho sempre superior a N — ¢ bits, para todo o valor de N, em que c é
uma constante que depende de r mas nao de N, entao, para cada N, o tamanho
do programa auto-delimitador nunca pode descer muito abaixo de N (Chaitin,
2006).

Este resultado pode ser generalizado a uma qualquer estrutura 3, expresséavel
a partir de um padrao binario composto por uma sequéncia de bits, expressabili-
dade que permite definir um dominio de aplicagdo da matematica digital (Chaitin,
2006).

Assim, considerando uma estrutura geral 3 expressavel a partir de um padrao
binario composto por uma sequéncia de bits algoritmicamente incompressivel,
logo, nao-computdvel no sentido algoritmico, segue-se que, desde que se considere
uma letra ¥ que denote essa estrutura (nao-computdvel, no sentido algoritmico)
em Lca, logo, utilizada enquanto constante ldgica que nomeia a estrutura na lin-
guagem Lc,g, obtém-se:

Sk (43)

e, por seu turno, aplicando o metateorema 2, temos:

ids,

SEYEY (44)

a estrutura X encontra-se morficamente ligada a si mesma pela relacao sistémica

auto-morfica fundamental que é o seu morfismo de identidade, morfismo, este,
ids;
que é expressavel pela fbf X223, no seio do formalismo de Lcat.
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De facto, por exemplo, considerando o nimero de Chaitin, €2, que é algoritmi-
camente incompressivel, e, logo, nao-computdvel no sentido algoritmico (Chaitin,
2006), temos, em termos categoriais:

idn

QF Q=0 (45)

O que significa que, generalizando, na computacao categorial, expressa por uma
qualquer relagao mdrfica ou morfismo, conectando uma origem (input morfico) a
um alvo (output mdrfico), os objectos sao tomados na sua totalidade sistémica nao
algoritmizada, o que torna o cdlculo categorial peculiarmente eficaz enquanto
suporte a matematica do risco, pois, quando investigamos os fundamentos da
matemadtica das categorias, encontramos na raiz da computacao categorial e do
problema dos limites a computacao algoritmica, o ponto de base para a matema-
tica do risco, de tal modo que a matematica do risco, a teoria matematica da
computacao e o cdlculo categorial podem ser conectados na investigacao acerca
dos fundamentos da matemética.

Para explicitar este facto, torna-se necessario considerar o problema da incom-
pressibilidade algoritmica. Na matematica, a incompressibilidade algoritmica rela-
ciona-se com a nogao de aleatorio (Chaitin, 2006), conforme referido, e pode ser
conectada com a nogao de risco, quando se considera um sistema adaptativo com-
plexo.

A incompressibilidade algoritmica €, no seio da matemdtica da computagao,
operacionalmente utilizada para sinalizar a presenca de aleatoriedade num padrao
informacional (Chaitin, 2006), pois, em termos de rede conceptual, a incompressi-
bilidade algoritmica, tal como esta é trabalhada no seio da matemdtica da compu-
tagcao, pode ser conectada com as nocoes de acaso e de aleatorio, trabalhadas a
partir da sua raiz.

A nocao de acaso tem origem no latim casus, com o sentido primitivo de
causa ou razao desconhecida. Nos sistemas concretos, o acaso funciona como um
mecanismo interno espontdneo, relacionado com o material orgdnico sistémico,
ligado ao mecanismo vital de agregacao e desagregacao dos mesmos sistemas,
sendo 0 mesmo mecanismo interno espontaneo exemplificivel por aquilo que nos
sistemas constitui o seu arbitriu?® ou clinamen (Madeira e Gongalves, 2009).

O acaso nao se situa ao nivel dos efeitos sistémicos, mas, sim, ao nivel das
causas ou razoes que emergem das dinamicas dos sistemas, dentro dos parametros
formativos, permanentemente ligados as condigoes iniciais que deram origem aos
respectivos sistemas e das quais os mesmos dependem, em termos da sua integri-

dade vital (Madeira e Gongalves, 2009).

29. O termo latino arbitriu nao deve ser confundido com a nogado de vontade livre ou livre arbitrio.
Arbitriu incorpora e desloca o sentido primitivo que o liga permanentemente ao significado de operativi-
dade sistémica constituinte, sendo a mesma operatividade, quer em termos epistémicos, quer em termos
ontologicos, necessariamente condicionada pelas leis de estrutura dos respectivos sistemas, também
estas, necessariamente condicionadas pelas condigoes iniciais de formagao dos mesmos sistemas (Madeira
e Gongalves, 2009).
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Enquanto o acaso se situa ao nivel das causas, o aleatdrio situa-se ao nivel dos
efeitos. A nocao de aleatorio, do latim aleatorius, sintetiza o significado de incerto
ou contingente, dependente do acaso sistémico, cuja dinamica é permanentemente
condicionada pelas condigoes iniciais do sistema e que o sistema computa perma-
nentemente, de modo a manter a sua integridade estrutural (Madeira e Gongalves,
2009).

Um nimero real algoritmicamente incompressivel é designado por aleatorio, no
seio da matemaética, sendo, neste caso, o aleatorio trabalhado a partir da sua raiz
conceptual.

Conforme relevado por Chaitin (2006), a ndo-computabilidade algoritmica de
um numero aleatorio significa que a causa ou razao formativa do nimero nao é
apreensivel no seio de uma abordagem axiomatica que vise uma teoria sintetizével
num algoritmo, capaz de computar o niimero, a irredutibilidade do numero alea-
torio ao algoritmo implica, assim, um limite epistémico fundamental, ao nivel da
matemaética, significando que de nenhum modo pode ser a causa ou razao desco-
nhecida e, logo, o acaso removido da teorizacao algoritmica de um niimero reco-
nhecido como aleatorio.

Este resultado tem uma consequéncia fundamental, no que diz respeito a
relagao entre as tecnologias humanas e o risco, pois permite sinalizar a existéncia
de estruturas nao redutiveis a uma apreensao algoritmica, o que implica a exis-
téncia de um limite de adaptabilidade relacionada com o uso da algoritmia,
enquanto ferramenta antecipatoéria e explicativa de estruturas.

Assim, conforme referido no primeiro pardgrafo da presente subsecgao, nos
limites do exercicio algoritmico, pode ser sinalizada a presenca de uma incerteza
conducence a limites adaptativos, relacionados com o uso de ferramentas compu-
tacionais, na computacao algoritmica de estruturas e na producao de schemata
adaptativos, logo, pode ser sinalizada a presenca de risco em situacoes sistémicas
em que as escolhas estratégicas dependem de padroes algoritmicamente incom-
pressiveis (Gell-Mann, [1994], 1997).

Tal como as nocoes de acaso e de aleatorio se tornaram nocoes relevantes,
quando sao considerados niimeros reais cuja expansao binaria é algoritmicamente
imcompressivel, estas mesmas nogoes tornam-se, também, relevantes quando se
considera uma noc¢ao de compressibilidade morfica de cadeias morficas, como pas-
samos a demonstrar.

3.2.2. (In)compressibilidade morfica e risco em Lcag

Para trabalhar a questao da compressibilidade mdrfica de cadeias morficas, refe-
rida no final da subseccao anterior, torna-se necesséario introduzir o morfismo de
cardinalidade de cadeias mdrficas.

Considere-se, em primeiro lugar, uma cadeia-(n —1):

Fy Fy Frn_1

0120,2...0, 1 = O, (46)
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em que O;, 1 =1,2,...,n, sao totalidades morficas compostas por pontos morficos
ou por teias morficas totalmente conectadas, sinalizadas, enquanto totalidades
morficas, pelos marcadores de fronteira respectivos. Defina-se, entao, a cardinali-
dade da cadeia como sendo n — 1, isto é, idéntica ao nimero de liga¢oes morficas.

Assim, denotando por C,,_; uma dada cadeia-(n — 1), a sua cardinalidade obe-
dece a notacao usual utilizada para os conjuntos:

#Cn_lzn— 1 (47)

Introduzindo a sequéncia dos inteiros nao-negativos 0, 1, 2, ... como constantes
logicas em Lcay € # como o simbolo para o fundamento morfico de um morfismo
de cardinalidade, segue-se que temos, para cada cadeia finita:

F P Fn_1 #

ou seja, cada cadeia morfica finita pode ser conectada com um inteiro positivo.
Sendo que, no caso de n =1, temos:

#
0,20 (49)

Se se denotar por Ny a propriedade de ser um inteiro nao-negativo e por Cp_q
uma cadeia finita genérica de comprimento x — 1 > 0, podemos ir mais longe e
introduzir a seguinte lei ldgica:

# No
o Ly (cardinalidade de cadeias): F— 1 Cp_1i 2=

A ler Ly introduz a validade formal da cardinalidade e a prépria nogao de cardi-
nalidade, ao definir a necessidade de cadeias finitas genéricas terem uma cardina-
lidade enquanto nimero inteiro nao-negativo. Consideramos F2,; expandido para
incluir L.

A exemplificacao da propriedade de ser um inteiro nao-negativo encontra-se
expressa, em Ly, a partir de um automorfismo, pois cada ntmero inteiro nao-
negativo é, enquanto nimero, um inteiro nao-negativo, isto é, cada niumero inteiro
nao-negativo encontra-se ligado a si mesmo, na sua natureza sistémica enquanto
inteiro nao-negativo, ou, seguindo Gongalves e Madeira (2009), pode-se afirmar
que faz parte da rotatividade sistémica, desse padrao numérico que é designado
por numero inteiro nao-negativo, ser um nimero inteiro nao-negativo e, logo, faz
parte da sua rotatividade sistémica exemplificar a propriedade de ser um nimero
mteiro nao-neqgativo.

Considere-se, agora, de novo, o numero ) de Chaitin. Este ntimero corres-
ponde a probabilidade de uma mdquina de Turing, seleccionada ao acaso, parar
ao fim de um numero finito de passos computacionais, ou seja, trata-se da proba-
bilidade de paragem de uma mdquina de Turing (introduziremos a abordagem
categorial para estas maquinas no capitulo 5.).
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Assuma-se, entao, uma cadeia de cardinalidade 10 composta por uma
sequéncia de automorfismos de ), expressando a propriedade mdrfica de conexao
de ) a si proprio enquanto probabilidade de paragem de uma maquina de Turing,
propriedade morfica, esta, que denotamos por ‘Turing’, temos:

Turing Turing Turing #

Q= 0= 002 Q=10 (50)

Intuitivamente, pode-se notar a redundancia na informacao contida na cadeia,
esta informagao é compressivel num morfismo singular:

Turing #
Q= Qe (51)

Nao é compressivel num ponto mdrfico porque, na cadeia em (50), esta a consi-
Turing
derar-se o automorfismo €2 = (), repetido dez vezes. Diz-se, entao, que a cadeia

em (50) é morficamente compressivel, no sentido informacional, a cadeia em (51).

O numero €2 é a probabilidade de paragem de uma mdquina de Turing e foi
demonstrado, por Chaitin, que se trata de um numero aleatorio, resultado que se
encontra relacionado com o facto de o problema da paragem, para uma mdquina
de Turing universal, nao ser computavel (Chaitin, 2006).

Tome-se, entao, 2 a partir desse resultado de Chaitin, e introduza-se a cadeia
Turing Chaitin
formada a partir dos dois automorfismos Q2 = Qe Q = Q:

Turing Chaitin Turing Chaitin Turing Chaitin #
Q=202 0202 00e Qe QieA (52)

estamos perante uma cadeta com cardinalidade 24 redutivel a:

Turing Chaitin #

0= 02 Qe (53)

Considere-se, agora, a possibilidade de se construir cadeias infinitas, em Lcas,

entao, tomando uma cadeta composta apenas pelo objecto €2 e pelos morfismos
Turing Chaitin
Q= Qe 2 Q, pode-se considerar que uma qualquer cadeia infinita codifica,

em termos informacionais, na sequéncia dos morfismos, uma expansao binaria de
um numero real30.

Entao, sendo assim, existe uma cadeia que coincide com a expansao binaria de
), que denotamos por C(2), uma tal cadeia nao é morficamente compressivel,
constituindo uma cadeia aleatoria, pois se fosse morficamente compressivel numa
cadeia finita de cardinalidade n seria, também, algoritmicamente compressivel.

30. Assumindo, por exemplo, a codificacdo Turing => 0 e Chaitin => 1.

82



Assim, pode ser sinalizado um argumento fundamental, a saber: assumindo a
possibilidade de construcao de cadeias infinitas em Lcag, a tncompressibilidade

algoritmica de ) traduz-se na existéncia de uma incompressibilidade morfica da
cadeia C(£2).

Do mesmo modo em que a expansao binaria do numero de Chaitin pode
ocorrer ao nivel dos morfismos, esta pode, também, ocorrer ao nivel de uma
cadeia infinita de objectos, denotada por C'(€2), a qual é, também, morficamente
mcompressivel.

Assim, uma cadeia pode ser compressivel, segundo o padrao de objectos ou de
morfismos e pode ser incompressivel, também, segundo o padrao de objectos ou
de morfismos, podendo ser incompressivel segundo ambos os padroes.

A partir destes resulados, segue-se que a aleatoriedade, sinalizada por Chaitin
no seu trabalho, é, também, sinalizdvel em estruturas formais de Lcy, de tal
modo que, por exemplo, nem o padrao de C(2), nem o padrao de C'(2) podem ser
computados através de algoritmos.

O que significa que, em L., ndo podemos construir um algoritmo para apre-
ender as cadeias C(2) e C'(R2). Coloca-se, entao, a seguinte questao: serdao C(2) e
C'(Q2) morficamente computdveis? A resposta a esta questdo é afirmativa se, e
somente se, ambas as cadeias puderem ser consideradas totalidades morficas.

Mas o problema de decidir acerca destas cadeias poderem, ou nao, ser conside-
radas totalidades morficas nao é uma questao que possa ser resolvida em termos
logicos, pois, isso pressuporia uma algoritmizacao das mesmas, trata-se de aceitar,
ou nao, um pressuposto ontolégico fundamental, assumido na matematica contem-
poranea, e que foi tornado explicito e trabalhado por Cantor, no contexto da
teoria dos conjuntos, o pressuposto, assumido na teoria dos conjuntos cantoriana,
¢ o de que se pode tratar agregados/conjuntos (menge) transfinitos como totali-
dades aritmetizaveis, numa relacao numérica de equivaléncia com o seu cardinal,
pressuposto que, caso aceite, pode ser generalizado as cadeias mdrficas de cardi-
nalidade transfinita.

Cantor e a teoria dos conjuntos (mengetheorie) trabalham com agregados/con-
juntos (menge) como totalidades sistémicas (Cantor, 1915, I, §1, §6; Hallet, 1996),
assim, a teoria dos comjuntos cantoriana é apreensivel em termos categoriais,
podendo cada conjunto ser trabalhado enquanto totalidade mdrfica.

Seguindo a abordagem sistémica subjacente ao trabalho de Cantor, a consti-
tuicdo sistémica do agregado/conjunto (menge), enquanto totalidade, resulta, em
primeiro lugar, de um automorfismo tal que é proprio da rotatividade sistémica de
um determinado ntmero de objectos exemplificarem, na sua rotatividade sisté-
mica, cada um, e de modo independente, a mesma propriedade, logo, temos, para
uma dada propriedade M introduzida enquanto constante logica:

M
r2T (54)
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Como exemplo, considerando a propriedade de ser um numero natural inferior ou
tgual a 3, e denotando a mesma propriedade por M3, temos, para a fof de Lcay:

M3

r=2x (55)
existem trés modelos para esta fbf:
Ms Ms
121Ez22 (56)
Ms Ms
222F x=x (57)
Ms Ms
3=3F = (58)

pode-se reconhecer que, apesar de se estar a lidar com objectos distintos, existe
uma propriedade comummente exemplificada, logo, pode ser sinalizada a sincroni-
za¢do num ponto sistémico comum que caracteriza o conjunto/agregado (menge),
podendo, esse ponto sistémico, ser sinalizado a partir da propriedade M3, tomada
como ponto morfico. Assim, introduzindo um morfismo de exemplificacao de Ms,
com ligagao morfica de fundamento € , obtemos a representacao mdrfica do con-
Junto/agregado (menge):
Ms € > Ms
1212 M35252
ell
3 (59)
3

Expandindo a sintaxe de L.y para que fundamentos morficos possam figurar na

posicao de wvaridveis objecto e expandindo as leis categoriais da seccao anterior a

S

esses casos, introduzimos & enquanto constante ldgica em Lc, € apresentamos a

seguinte lei ldgica de formagdao de um agregado/conjunto (menge) a partir da
exemplificacao de automorfismos:

f €
e Lg (lei de formagao de agregado/conjunto (menge)): x—=x 4 x=

Ou seja, a partir de um automorfismo resulta, sempre, a formagao de um agre-
gado sistémico, singular ou nao singular, dependendo de f, ao qual x pertence.

Tomando Lg, em consideragao, podemos derivar, a partir de (59), a teia mdr-
fica de pertencga, em que somente se considera os morfismos de exemplificacio:

€ >
1=MsS2

1l (60)
3
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Do mesmo modo, dada uma qualquer teia morfica de pertenca composta somente
por morfismos de exemplificacao, pode-se derivar os automorfismos subjacentes,
uma vez mais, seguindo Lsg.

A topologia das teias mdrficas de exemplificacio é uma topologia em estrela,
cujo ponto morfico central é a propriedade definidora do conjunto na sua
intensaost.

Denotando uma teia mdrfica de exemplifica¢io, com centro f, por f( € ), uma
qualquer teia morfica de exemplificagao finita f( € ) corresponde a um agre-
gado/conjunto (menge) com um numero finito de objectos. Uma teia morfica de
exemplificacao infinita contdvel, por seu turno, e seguindo Cantor, tem de ser tra-
balhada enquanto totalidade sistémica, contudo, ao fazé-lo esta-se a assumir uma
completude de uma tal estrutura com um namero infinito de ligagoes morficas, o
que pode ser ontologicamente problemético.

Assim, por exemplo, considerando os inteiros nao-negativos, pode-se considerar
que esse agregado/conjunto (menge) tem uma continuidade indefinidamente pro-
longavel, logo, pode-se considerar esse agregado/conjunto (menge), em termos de
uma abertura disponivel para a utilizacao de nimeros cada vez maiores, sempre
em aberto e, deste modo, por terminar, pelo que se estaria a considerar a proprie-
dade de ser um numero inteiro nao-negativo como uma propriedade com exempli-
ficacao aberta, existindo sempre uma disponibilidade para mais um nimero, logo,
nao se poderia falar de uma totalidade acabada.

Para se poder falar dos inteiros nao-negativos, enquanto totalidade sistémica,
Cantor teve de considerar a existéncia de uma totalidade transfinita, nome que
expressa um movimento sistémico que introduz uma rotatividade sistémica nao-
local, em que a abertura associada a disponibilidade numérica se torna um pro-
blema de finitude contadora, limite que nao é o do proprio sistema dos inteiros
nao-negativos que transcende essa finitude, logo sendo adjectivavel de transfinito.

A totalidade transfinita dos inteiros nao-negativos corresponde, pois, na teoria
cantoriana, a uma cardinalidade transfinita, assim denominada porque nao é com-
parédvel a nenhum inteiro nao-negativo, encontra-se fora do sistema de finitude
numérica cardinal expressavel por cada ntmero inteiro nao-negativo. Esta cardi-
nalidade transfinita € denotada por Ng.

Uma caracteristica das cadeias mdrficas incompressiveis, se se seguir Cantor, é
que a sua cardinalidade é irredutivelmente Nj, sendo que, tal como se considera
um agregado/conjunto (menge) transfinito uma totalidade, também se pode consi-
derar uma cadeta morfica incompressivel de Lo, uma totalidade morfica.

31. Esta abordagem baseada na intensdo em vez da extensdo é uma caracteristica da formulagao
categorial. Trata-se de uma formulagdo distinta daquela que é assumida na axiomatica de Zermelo-Fra-
enkel (Jech, 2002). Contudo, para trabalharmos, em detalhe, esta questao, levar-nos-ia para além dos
objectivos da presente tese. Assumimos, a partir deste ponto, por uma questdao de unidade discursiva e
de consisténcia na abordagem sistémica com a ciéncia do risco, a notagdo categorial e a abordagem
baseada nas teias mdrficas de perten¢a para lidar com os agregados/conjuntos, logo, trabalha-se com a
abordagem baseada na intensao.
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Assim, considerando C(Q2) e C'(2) enquanto totalidades mdrficas, estas ndo sao
algoritmicamente computdveis, mas sao morficamente computdveis, enquanto tota-
lidades mortficas, logo, temos:

c@: = iew): (61)
@) = ien): (62)

Para rejeitar estes resultados, ter-se-ia de rejeitar o trabalho de Cantor e a teoria
dos conjuntos, assim como negar a existéncia do nimero de Chaitin, logo, as
cadeias C(2) e C'(2) ndo existiriam enquanto entidades abstractas matemaéticas.

Trabalhando a partir daquilo que é aceite no seio da matematica moderna,
podemos assumir (61) e (62) como verdadeiros. A consequéncia é que ao nivel dos
fundamentos da teoria das categorias, encontramos estruturas aleatorias enquanto
totalidades morficas.

Por seu turno, nos casos em que tais estruturas sao dadas por cadeias morficas
infinitas, segue-se que se estd perante estruturas formais processuais, cuja
sequéncia nao pode ser antecipada a partir de um algoritmo, o que permite intro-
duzir, em Lga, 0 problema dos limites & previsibilidade num processo dindmico,
formalizado a partir de uma representacao em termos de uma cadeia morfica,
questao central para a mateméatica do risco, com conexao com a modelacao de sis-
temas em situacgoes de risco.

O argumento acerca da existéncia de estruturas morficas aleatorias em Lcay,
trabalhaveis enquanto totalidades morficas, constitui o ponto de partida para uma
matematica do risco com fundamentos categoriais. Contudo, torna-se necessario ir
para além das provas de existéncia e trabalhar com computagoes morficas passi-
veis de producao de padroes aleatorios, integrando este trabalho com a matema-
tica do risco.

A matematica do risco, subjacente a ciéncia do risco, pode ser trabalhada a
partir das mdquinas de Turing categoriais, por via da formalizacao categorial da
computacao com alfabetos discretos e da (hiper)computagao de objectos catego-
riais gerais.

Contudo, para trabalhar a formalizagao categorial destas mdquinas, torna-se
necessario introduzir a nogao de categoria, a partir de uma lei algébrica de compo-
si¢ao de fundamentos morficos numa teia morfica (proxima secgao) e trabalhar a
estrutura de base da topologia categorial (proximo capitulo).

3.3. Nocao de categoria

A passagem da nocgao de teia mdrfica & nocao matemética de categoria, com uma
estrutura algébrica, resulta do reconhecimento da presenca de uma lei algébrica de
composicao de fundamentos morficos numa teia morfica.
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A partir do trabalho do grupo Nicolas Bourbaki3? (Bourbaki, 1989), considera~
se que uma teia morfica possui uma lei algébrica de composicao de fundamentos
morficos, se existirem morfismos compostos que podem ser interpretados em

termos de um fundamento sistémico que lhes seja especifico, ou seja, para, pelo
F o F
menos, uma cadeia-2 W=W'2W" da teia mdrfica, existe um fundamento mor-

fico ' tal que:
FloF R

W= WeEWaWw” (63)

o que significa que a composicao de morfismos, enquanto nocao de ligacdao mdrfica
indirecta, corresponde uma operacao de composicao algébrica entre fundamentos
morficos, denotando-se esta operacao pelo simbolo ©, segue-se que, a partir de
(63), se pode escrever:

F'oF =F" (64)

Se existir uma tal operacao para cada morfismo composto, resultante de uma
cadeia-2, entao, seguindo o trabalho do Bourbaki, a teia mdrfica correspondente
diz-se uma teta magma, pois existe uma operacao algébrica de composi¢ao sobre
os fundamentos morficos.

Seja, entao, A uma teia mdrfica e denote-se por A4 uma seccao da mesma
teia que é totalmente conectada, por ‘Mag’ a propriedade de ser uma teia magma
e por ‘Comp’ a propriedade de ser uma teia morfica totalmente conectada ou um
ponto morfico componente de uma dada teia morfica, a operagcio de composicao
algébrica pode ser introduzida do seguinte modo:

o Ly (operagao de composicao algébrica de fundamentos morficos):

F'oF Comp €
W= W' =2 P Ay =Mag
1
id  pno
F'oF W= W F'=F'oF Comp c

W= W = W= W' = Ay =Mag

F"o(F'oF)
A aplicagao recursiva de Lg, a teias magma, conduz de W = W’ a
F"o(F'oF) (F"oF")oF (F"oF")oF
W =2 WedeW = W'aW = W"” deste modo, a questao que

se coloca é a de saber se se pode escrever:

id nep!
F"o(F'oF) ;W(F ©:F )©Fw”; (F"oF")oF
W= W = = V A (65)

0 que significaria que a composicao algébrica de fundamentos mdrficos seria asso-
ciativa, ou seja:

F'eo(F'oF)=(F"oF)oF (66)

32. Nicolas Bourbaki, ou Bourbaki, ¢ o0 nome de um grupo de matematicos, constituido em 1935,
sendo Nicolas Bourbaki o nome utilizado pelo grupo para assinar os seus trabalhos, enquanto autor e,
por vezes, enquanto co-autor (Mashaal, 2007).
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A associatividade da operacao de composicao algébrica de fundamentos morficos é
uma propriedade central das estruturas categoriais, mas da associatividade da
composi¢cdao de morfismos, assumida na lei Lg, nao se segue necessariamente a
associatinidade da composicao algébrica, pois a associatividade da composi¢cao de
morfismos, assumida em Lg, afirma, somente, uma equivaléncia ldgica resultante
de uma simultaneidade de fundamentos mdrficos nas duas expressoes F” o (F' o
F)e (F"o F')o F. Para que tenhamos uma associatividade algébrica, utilizando,
como foi feito em Lg, o sinal de igualdade algébrica = , e permitindo operacoes
com fundamentos morficos em Lcat, torna-se necessario assumir a seguinte les
logica:

o L (associatividade da composi¢ao algébrica de fundamentos maorficos):

F"o(F'oF) Comp €

W= W' 2 Ay =Mag

-+

F"o(F'eoF)=Fo(F'oF)

F"o(F'oF) Comp
Note-se que, devido a Lg, é indiferente assumir :W = W": 2 A4t ou
(F"oF")oF Comp F"o(F'oF) Comp

W= W' = A4, pois por Lg, se :W = W": = 1Ay, entao,

(F"oF")oF Comp
segue-se que W =  W”": &= Ay e vice-versa.
De Lqg segue-se que as tetas magma tém uma lei algébrica associativa, ou

seja, a operacao de composicio algébrica de fundamentos mdrficos obedece as
mesmas leis que um magma associativo.

Para além da associatividade, é necessario que as propriedades algébricas da
composi¢ao algébrica de fundamentos morficos reflictam a lei logica Lg, assim,
temos as leis algébricas de identidade:

o Ly (leis algébricas de identidade):

idw F Comp € idwoF=F
WaWwaW' = Ay 2MagH W = W
F idyy/ Comp € Foidy,=F

WaW' =W 2 Ay 2Magh W = W

Designamos por Féyy, 0 sistema formal composto pelas onze leis ldgicas Ly a Lqy.
O cdlculo categorial, formalizado por Fé,, permite introduzir a nocao de cate-
goria com composi¢ao algébrica de fundamentos. Assim, denotando as categorias
genéricas por uma notacao distinta de novas wvaridveis-objecto X, Y, Z, X', V',
Z'..., como denotando categorias enquanto totalidades sistémicas, e, para pontos
morficos ou teias totalmente conectadas, que compoem as categorias: Ax, Ay, Az,
Axr, Ay, Aziy o Ax, Ay, Az, Axry Ay, Azr, ..., dada esta notacao, a seguinte lei
logica define uma categoria:

o Lqs (categoria):

S
XF i Axi=Mag
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onde X pode ser substituida por uma qualquer das varidveis-objecto de categorias
(no caso de Ax ser um ponto mdrfico os marcadores de fronteira podem ser remo-
vidos).

Ou seja, uma categoria € tal que: cada ponto mdrfico ou cada teia morfica
totalmente conectada que a compoe constitui um exemplo de uma teta magma.
Expandindo Fl,; para incluir Lqs, segue-se que a composicio algébrica de funda-
mentos, com as leis de associatividade e de identidade, €, assim, uma caracteris-
tica das categorias, enquanto teias morficas com composicao algébrica de funda-
mentos.

Em Lca, a partir do formalismo introduzido acima, segue-se que as categorias
estao a ser tomadas como objectos, logo, cada wvaridvel-objecto de categoria serve
para sinalizar a totalidade sistémica da categoria, permitindo o uso dos marca-
dores de fronteira ou a remocao dos mesmos cOmMO OcCorre com as varidvers-
objectos trabalhadas nas seccoes anteriores. Estes marcadores de fronteira podem
ser utilizados mesmo no caso de categorias compostas por teias morficas nao
totalmente conectadas.

As leis ldgicas de Ly a Lg (inclusive) sao aplicaveis a categorias, sendo os
morfismos entre categorias designados por functores, para distinguir os functores

/ /

- e x ¥ 9 x ¥
dos restantes morfismos, utilizamos as setas =, =, =, =, =, =, ..., em que 0S

fundamentos mdrficos com as letras gregas representam os fundamentos gerais
dos functores, os functores de identidade seguem o mesmo esquema denotativo

que os morfismos de identidade, tal que temos as seguintes ligagoes identitarias:
idy idy idz idys idys idg ' o
=, =,=, =, =, =, .., assim, de Ly a Lg, e tomando X, X', X" como deno-

tando uma qualquer varidvel-objecto de categoria e ®, ', ” um qualquer funda-
mento morfico de functor, pode-se introduzir as seguintes seis leis fundamentais
para as categorias:

o (i (validade formal da identidade):

idx

H X=X
o C; (individuagao):

XX
o Cj (religare):

idx
X AR X=X

C4 (adigao/remogio do marcador de fronteira):
LXoARLEX L
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o Cj5 (functor composto):
> @ /0
LX=X=X R X = X

o (s (associatividade da composicao):

"o (D'od) (®"0®")od
Xo= X' ARLX = X'

A lei C4 pode ser assumida como vélida, pois, estamos a utilizar simbolos de
varidveis-objecto para denotar as categorias e nao as proprias teias morficas sub-
jacentes a essas mesmas categorias.

Para além destas leis, é necessario assumir algumas leis ldgicas adicionais que
formalizem os elementos centrais da natureza dos functores. Uma primeira lei
consiste no pressuposto de uma natureza de teia magma, tal que se assume uma
correspondéncia entre a composicao de functores, assumida em Cls, e uma compo-
si¢ao algébrica de fundamentos de functores, assim temos:

o C7 (estrutura algébrica para cadeias):

) ,<1>' " idy
L X=X=2X 22X

em que se assume que nenhuma das letras genéricas X, X' e X" sao substituiveis
por X. Da lei logica Cyr, segue-se que cada cadeia functorial constitui uma cate-
goria com uma composi¢cao algébrica de functores. Para a operacdo de composi¢ao
algébrica de functores, utilizamos o simbolo ©.

2

Para além desta lei, é necessario especificar os functores de identidade e os
functores nao identitarios, segundo aquilo que é a sua natureza sistémica, tal
como esta é trabalhada no seio da teoria das categorias.

Enquanto estruturas mdrficas, os functores sao morfismos que ligam duas
categorias, tais que (Mac Lane, 1998):

e Cada componente sistémica nodal da teia mdrfica da categoria origem (seja
0 nd uma totalidade morfica correspondente a um ponto mdrfico ou a uma
teia morfica totalmente conectada, sinalizada pelos marcadores de fron-
teira) & morficamente ligada a uma componente sistémica nodal da teia
morfica da categoria alvo;

e Cada componente de ligagao mdrfica singular (morfismo singular) da teia
morfica da categoria origem é ligada a uma componente de ligagdo mdrfica

singular da teia mdrfica da categoria alvo;

e Cada functor define um homomorfismo em relagao a composi¢ao algébrica
de fundamentos mdorficos.
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Estas sao as propriedades definidoras dos functores. Para introduzi-las em Ly,
necessitamos de introduzir uma notagao para estruturas sistémicas numa cate-
goria. Assim, considere-se uma categoria X e seja a teia morfica A uma compo-
nente sistémica nodal da teia morfica de X', denota-se por X 4., a categoria com-

posta por A, enquanto componente nodal, e pelo morfismo de identidade de A,
id; a;

tAY 2 Al com a estrutura algébrica associativa tal que: id: 4. ©@id: 4; =id; 4:.

Por seu turno, se A for uma componente sistémica nao-nodal da teia morfica
de X, denota-se por X. 4. a categoria que tem A como teia morfica subjacente. A
diferenga de notagao entre X 4., e X 4. reside na identificacao da diferenca de
posicao de A em X, assim, por exemplo, considere-se uma categoria X composta
pela seguinte teia morfica:

f g g f
L2y 22Sy'sa (67)
: , f
Existem quatro componentes nodais, a saber: x=y, z’, y’ e z. Por seu turno,
f
enquanto que xr—=y é uma componente nodal, pois, ocorre sinalizada pelos marca-

f/
dores de fronteira, enquanto totalidade morfica, ja =y’ ndo o é, assim escreve-se
X f e X f!

fTEYIN trley’:

L V!

Introduza-se, agora, em Lca, 0s simbolos =, =,... para as liga¢des morficas
functoriais dos functores de situs, a serem formalizados de seguida. A partir desta
notagao, podem ser introduzidas as leis [dgicas para a natureza sistémica dos
functores. No que se segue, Xy € tal que X pode ser substituido por uma qual-
quer varidvel-objecto de categoria e W pode ser substituido, como tem sido assu-
mido até agora, por um ponto mdrfico (necessariamente nodal) ou por uma teia
morfica totalmente conectada. Nos casos em que se lida especificamente com
estruturas nodais em X, utiliza-se a notacao Xyy,. Assim, temos as seguintes leis
logicas fundamentais para os functores:

e Functor de situs:
e FS; (regra de situs):
Xy X =Xy b W= (W)

o FS, (regra para identidade):

W/ L
XW/’:,X\:\X{/V



FS;5 (regra para morfismos entre componentes morficas):

L L
X o SXeXY
CW2wr
}_

F L o(F)
CW2Wr 2 (W) 2 (W) :

FS, (regras algébricas):
(Wh=w
L(idW/) = L(F) = idW
(F'OF)=(FouF)=idyeidy =idw
Functor de identidade:

FID;, (regra para estruturas nodais):

idx

L id
Xiy=X =X FWyeidx(Wy)
FID, (regra para identidade):

idw idx idx (idwy)

L id
X=X XE Wy = Wy 2 de(Wy) = idx(Wy)

FIDj (regra para morfismos entre estruturas nodais):

idx (F)

L idX F idX
X =X=XF Wya2Wi=idx(Wy) = idx(W§):

F
FWNEWR
FID, (regras algébricas):

idy(Wy) =Wy
idy(F)=F
idx(F'eF)=idx(F")oeidx(F)=F'oF
Functor genérico:

F; (regra para estruturas nodais):

L d L @
XWN’:,X\:‘X,\:‘Xq;(WN) F WN;)(I)(WN)
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o F, (regra para identidade):

. @ idw > P(idwy)
Xy=X=XF Wy 2 Wyi 2 0(Wy) 2 &(Wy):

o Fj; (regra para morfismos entre estruturas nodais):

PR F ) O(F)
X F =X=X'F SWZ’W’EZ’HI)(W)ﬁ(I)(W’)E
FWNEWR

o F, (regras algébricas):

(I)(idWN> = id‘I’(VVN)
B(FOG) = d(F)od(G)

Importa explicar cada uma destas leis ldgicas, a partir de cada estrutura functo-
rial, a saber: o functor de situs; o functor de identidade e o functor genérico.

O functor de situs é trabalhado a partir da nocao de situs numa estrutura sis-
témica morfica, em que a palavra latina situs é tomada a partir da sua raiz primi-
tiva com o sentido de posi¢ao. O functor de situs é uma liga¢ao morfica projec-
tiva que liga cada situs de uma estrutura componente de uma categoria a um
tnico situs de uma estrutura sistémica morfica alvo que assume, por via das liga-
¢oes morficas do functor, uma natureza nodal, pois a estrutura sistémica alvo
constitui uma totalidade alvo de cada ligagao morfica, definida pela ligacao func-
torial e é€ tomada, pelo functor, na sua identidade sistémica.

Esta nocao de functor de situs reenvia para a natureza hipertertual do cdlculo
categorial, importa, assim, tornar explicita essa natureza antes de se prosseguir
com a anélise do functor de situs.

A logica do cdlculo categorial pode ser considerada como sendo hipertextual,
pois, as instancias formalizadas, no seio do cdlculo categorial, sao trabalhadas a
partir das ligacoes em teia entre cada par de pontos morficos.

O hipertexto é um texto em movimento, organizado em teia, no qual cada
hiperligagdo conecta um site (com raiz no latim situs) contendo um objecto tex-
tual, a um outro site (situs) contendo, também, um objecto textual, as hiperliga-
¢oes, quando activadas, introduzem um movimento do primeiro site (situs), que
assume a posicao de origem, para o sequndo site (situs), que assume a posigao de
alvo.

As hiperligagoes, conectando dois sites (situs) de objectos textuais, estabe-
lecem a conexao segundo um sentido de base na organizacao do proprio hiper-
texto, logo, pode ser sinalizado, em cada hiperligacdo, um fundamento sistémico
para a mesma.
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Tal como uma teia morfica permite formalizar uma estrutura hipertextual,
com os objectos nas suas posi¢oes (nogao de situs) e as ligagoes mdrficas formali-
zando as hiperligacoes, pode-se, também, considerar a estrutura formal de uma
teia morfica em Lcay como sendo uma estrutura hipertertual composta: (1) pelos
nomes dos objectos colocados nas suas posigoes respectivas (nogao de situs) e (2)
pelas ligagoes morficas com os correspondentes fundamentos (hiperligagoes).

Esta-se, assim, perante um tipo de estrutura discursiva, distinto daquele que é
visado no seio das logicas que tém por base o cdlculo de predicados e a semdntica
conjuntista.

A seméantica da linguagem L,y nao é construida a partir de conjuntos, mas,
sim, a partir de uma estrutura hipertertual que expressa, no discurso formal de
Lcat, uma dada estrutura sistémica composta por objectos e morfismos. As cate-
gorias podem, deste modo, ser trabalhadas enquanto estruturas hipertextuais algé-
bricas.

O functor de situs é introduzido, fazendo uso dessa mesma estrutura hipertex-
tual, pois, introduz uma ligacdo morfica entre duas estruturas hipertextuais algé-
bricas, a saber: a categoria X (origem) e a categoria Xijy (alvo) composta por

uma dada totalidade morfica W, logo, o functor XéXﬂV liga X a uma categoria
cuja teia mdrfica subjacente é W. Neste morfismo, Xy, assume uma posicao
hipertextual ocupando um situs alvo, devido a FSy e a FS4, que nos permitem
escrever a regra de situs:

Xy X Xty b Wey(W) =W (63)

Para explicitar o sentido desta lei [dgica, assuma-se o seguinte caso de instanci-
acdo X = X'=X em que X tem subjacente a seguinte teia morfica:

f g
a=2b =2 c

(69)
d

Sao quatro as componentes nodais de X: a,b,c,d. Entao, tome-se como exemplo:

Ly L Lp
XX =X, b oeb (70)

o que significa que ¢, toma cada componente nodal x, de X, e estabelece uma
ligagcdao morfica a b, logo, temos:

f g
a = b =2 ¢
Tl [ Tle
b b b

P
d

(71)
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De (68) segue-se que o mesmo pode ser feito para cada objecto de X, tal que,
temos:

f g f g
a =2 b =2 ¢ a = b =2 ¢
T Tl T Tl [ Tl
a a a b b b
e e
d d
s ; (72)

g
— — —
=

g
a — b = a — b

c c
[ Thee The Tl Tl Tl
c c d d d

C
e Py
d d

Em qualquer destes casos, pode ser reconhecida a natureza projectiva do functor
de situs, em (72) o functor pode ser pensado como um projector de cada compo-
nente nodal de X sobre uma das componentes nodais de X que assume uma
posigao (situs) de alvo.

Importa relevar, que é, também, possivel considerar outras estruturas morficas
distintas das componentes da prdpria teia subjacente a X, aquilo que a regra
geral (68) afirma é que X pode ser projectivamente ligada pelo functor de situs a
uma qualquer estrutura morfica pontual ou totalmente conectada, assim, conside-
rando um qualquer ponto mdrfico k e uma teia morfica A totalmente conectada
temos:

f g f g
a = b &2 ¢ a = b = c
lek lek TlLk TlL;A: TlL;A: TlL:A;
k ki ko A A A (73)
M e,
d d

o que torna explicita a ligacao hipertertual de uma teia morfica a um situs, expli-
cando a noc¢ao de functor de situs.

Sendo cada componente nodal de uma teia morfica, subjacente a categoria X,
ligada pelo functor de situs, a uma teia morfica, subjacente a uma outra categoria
Xjy, segue-se que cada morfismo de identidade de cada componente nodal de X é
morficamente ligado pelo functor de situs ao morfismo de identidade de W. O
mesmo se passa para qualquer morfismo de X, em conformidade com a natureza
projectiva do functor de situs que projecta X sobre Xy, isto &, cada morfismo sin-
gular entre quaisquer duas componentes nodais da teia morfica subjacente a X é
projectado sobre o morfismo de identidade de W, pelo functor que liga X a Xy.
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Assim se explica as restantes duas leis [dgicas do functor de situs, juntamente
com as restantes regras algébricas. Constituindo, a ultima regra algébrica, a con-
dicao de homomorfismo para o functor de situs.

Os functores de situs sao uteis no desenvolvimento da teoria topoldgica das
categorias, como veremos. No caso das leis ldgicas para os morfismos de identi-
dade e das leis ldgicas para os morfismos genéricos, os functores de situs sao uteis
para a sinalizagao de estruturas morficas em X.

Relativamente aos functores de identidade, de FID, e FID, resulta que:

L idX idX
ou seja, cada estrutura nodal de X é morficamente ligada a si mesma, pelo
functor de identidade de X. Deste modo, a identidade tem de ser preservada, de
facto, de FID,, FID5 ¢ FID, resulta:

idWN idx idWN

L id
Xwy=X=XF Wy 2 Wyt i Wy 2 Wyt (75)

Os morfismos entre estruturas nodais sao, também, morficamente ligados a si
mesmos, como resulta de FID,, FID3 e FID:

X  r =X=XFWa2Wh = Wy2Wk: (76)

WNERWR

Finalmente, de FID, resulta que, em relacao a composicao algébrica de funda-
mentos morficos, idx ¢ um homomorfismo pois (Bourbaki, 1989):

idx(F'oF)=idx(F")eidx(F) (77)
por seu turno, dado idx(F")=F" e idx(F)=F, de (77) segue-se que:
id(F'oF)=F'oF (78)

Considerando, agora, o caso geral do functor genérico, a lei logica Fy é tal que
cada estrutura nodal Wy de X é morficamente ligada a uma estrutura nodal

O (Wy) de X', Assim, dado:

L P L/
Xwy=X=X'=Xowy) (79)
segue-se que:
[
Wh=d(Wy) (80)
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ou seja, Wy & morficamente ligada a ®(Wy) segundo o morfismo de fundamento
® (que é o fundamento do functor de X para X').

Note-se, ainda, que dada a teia morfica functorial (79), pode-se fechar a teia
num quadrado mdrfico utilizando os functores de situs tal que temos:

i 1)
Xwy o Xowy)

LWN
pa—

logo, utilizando a composicdo algébrica de functores:
VOP = Lawy)OL = towy) (82)

L= Ly yOUOD (83)

sendo que towy) € 0 fundamento de um isomorfismo functorial de Xy, para
Xo(wy), COmM inverso em tyy,, pois, temos:

LeWx) Oty = idaary) (84)
Lty Otawy) = idwy (85)

que satisfazem a condigdo geral para que um morfismo/functor seja um isomor-
fismo, pois, para um morfismo de fundamento f de W para W' ser um isomor-
fismo, tem de existir um morfismo de W' para W de fundamento f', com f'©f =
idy e fof’ =idy:, sendo f’ o inverso de f na operacao de composi¢ao algébrica
de fundamentos, por seu turno, para um functor de fundamento ® de X para X'
ser um isomorfismo, tem de existir um outro functor de fundamento ®' de X'
para X tal que ®'©0P = idxy e POP’ = idy, condicbes que sao satisfeitas para
lo(W)-

Ao ligar morficamente estruturas nodais da categoria origem a categoria alvo,
o functor tem, necessariamente, de ligar morficamente os morfismos de identidade
das estruturas nodais da categoria origem aos morfismos de identidade das estru-
turas nodais correspondentes na categoria alvo, assim, de Fy e Fy resulta:

idw ® idgw )

L Y
Xy = X=X'F Wy = Wy i 2:0(Wy) = S(Wy): (86)

F
Por outro lado, dadas estas correspondéncias, segue-se que se W=W’ é uma com-

ponente da teia morfica subjacente a categoria origem, entao, segue-se que o
functor tem de ligar os alvos dos objectos W e W' (respectivamente, ®(WV) e
O(W')) por um morfismo de fundamento ®(F'), o que explica a lei ldgica F.
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A condicao final para o functor é a sua natureza enquanto homomorfismo em
relagdo & composicao algébrica de fundamentos morficos, ou seja:

O(F'OF)=d(F)od(F) (87)

Estes sao os elementos centrais, de que necessitamos, acerca da nogcao de categoria
e dos morfismos entre categorias (os functores). Dado este formalismo, estamos
em condic¢oes de trabalhar a teoria topoldgica das categorias.
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Capitulo 4. Topologia categorial

As nogoes topoldgicas, no seio da teoria das categorias, tém sido trabalhadas a
partir da nogao de topos (Artin, et al., 1972; Mac Lane, 1998; Lawvere e Scha-
nuel, 2005; Garner, 2009), um topos (elementar) é definido como uma categoria
com limites finitos, um classificador de sub-objecto, e fechada mo sentido carte-
siano (Mac Lane, 1998). Trata-se de uma definicdo que visa uma construgao com
propriedades tteis para a recuperacao e generalizacao de noc¢oes vindas da teoria
dos conjuntos, nomeadamente a nocao de funcao caracteristica generalizada para
facilitar a investigacao das propriedades topologicas de estruturas mateméticas,
no seio de um formalismo categorial.

Deste modo, dada a restrigao assumida do universo de discurso, a nocao de
topos, trabalhada no seio da matemdtica das categorias, assume um papel opera-
tivo e nao serve de base para uma investigacao topoldgica das categorias,
enquanto tais, dado que nem todas as categorias satisfazem as condigoes de um
topos (Lawvere e Schanuel, 2005).

Quando se trabalha a matematica do risco, a partir dos seus fundamentos
categoriais, torna-se necessario trabalhar com a topologia categorial. A teoria do
topos nao é compativel com um tal trabalho.

Nao somente a nocao de topos se encontra dependente de restrigoes & nogao de
categoria, como o uso do termo topos, neste contexto, é, como veremos, questio-
navel, introduzindo um desvio conceptual que conduz ao problema adicional de
comprometer a topologia categorial com elementos estruturais da teoria dos con-
juntos, constituindo um desvio conceptual e logico ao nivel dos fundamentos da
propria matemdtica das categorias.

Assim, por exemplo, Mac Lane (1998: 107) afirma que a palavra topos é deri-
vada da palavra topologia, o que nao é o caso. Topos é o termo primitivo grego
para o lugar do corpo, o lugar das coisas (Madeira, 2009), enquanto que topologia
é um termo formado a partir de topos e logos, termo grego para discurso ou
razG0.

Por seu turno, Lawvere e Schanuel (2005: 352) afirmam que topos significa
localizagao ou situacdo, o que também nao é o caso. Ainda segundo Lawvere e
Schanuel (2005: 352), a nogao de topos foi adoptada, no seio da teoria das catego-
rias, com o significado de modo de coesio ou categoria de variacdo, o que torna
explicito o desvio conceptual em relacao ao conceito topos, tal como é assumido
no seio da topologia matemdtica. De facto, segundo Madeira (2009):

“Topos é o termo primitivo grego para lugar, nao um lugar para
as coisas mas o lugar das coisas, de cada coisa, a saber: a sua
extensao espacial irredutivel.

Assim foi assumida a nocao de topos por parte dos filosofos
gregos, e assim foi trabalhada e expandida em termos conceptuais,
ao longo do pensamento filosofico e cientifico ocidentais.
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Subjacente a nocao de topos esta o pressuposto filosofico de que
tudo que existe tem um lugar que lhe é proprio e, por isso, tnico
(...) Platao e Aristoteles trabalharam o conceito ligando-o & nogao
de arché (principio), a partir do qual a natureza das coisas poderia
ser compreendida e explicada, no que dizia respeito a sua origem.”

A afirmacdao de Mac Lane, atras referida, e que assume uma derivacao da
palavra topos a partir da palavra topologia, reflecte aquilo que constituiu o pro-
cesso de introducao, na matemdtica categorial, por Grothendieck, da estrutura
designada por topos (Artin, et al., 1972; Lawvere e Schanuel, 2005; Garner, 2009).
De facto, trabalhou-se a nocao de topos para resolver problemas associados &
topologia (Artin, et al., 1972; Garner, 2009), contudo, a nogao e a propria teoria
do topos apresentam problemas estruturais, resultantes da aplicacao de uma
metodologia de nomeac¢ao convencionalista que visa uma eficacia operativa ime-
diata mas que apenas é legitima se o nome corresponder a natureza matematica
da nogao e o nome topos, neste caso, nao tem uma correspondéncia com a natu-
reza matematica da nocao.

Esta metodologia de nomeac¢ao convencionalista faz parte da abordagem do
grupo Bourbaki, do qual Grothendieck foi membro. O termo magma, por
exemplo, é apresentado, em definicao, pelo grupo Bourbaki, no seu primeiro
volume sobre algebra (Bourbaki, 1989) sem enquadramento ou reflexao acerca do
mesmo.

Esta abordagem segue-se da necessidade de uma resposta rapida de introducao
de termos para nogoes matematicas, sem que seja feito um enquadramento ou
reflexao critica. Quando os termos propostos, como foi o caso de topos, no seio da
teoria das categorias, apresentam imprecisoes conceptuais, existe o risco de repli-
cacao e amplificacao de erro.

A teoria matemdtica do topos nao pode ser, correctamente, designada por
teoria matemdtica do topos porque a mesma nao trabalha a nogao de topos no
seio da matematica, trabalha, sim, um tipo de estrutura categorial que se conven-
cionou designar por topos, convencao, esta, que nao se encontra de acordo com o
conceito de topos, conceito, este, que é assumido no seio da topologia matemdtica.

De facto, segundo Garner (2009), a teoria do topos falha em capturar a natu-
reza fundamental do espaco topoldgico em que os pontos tém uma prioridade con-
ceptual sobre os conjuntos abertos. Num espaco topologico, cada ponto tem o seu
topos que o acompanha enquanto ponto, o que legitima o nome espago topologico
enquanto espago cuja organizagao topologica dos topor dos pontos é inteligivel a
partir de uma estrutura designada por topologia do espag¢o (Simmons, 1963; Hoc-
king e Young, 1988).

A topologia (Cuvillier, [1951], 1997) trabalha a natureza relacional de um
espaco, a partir das relagoes de posigdes (nogao de situs) entre as estruturas no
espago (Cuvillier, [1951], 1997; Simmons, 1963; Hocking e Young, 1988). Cada
estrutura tem o seu topos e ocupa um situs no espacgo de relagoes, posicao, esta,
da qual resulta a topologia do espaco.
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Por seu turno, a teoria do topos, enquanto ramo da teoria das categorias esta
a contaminar esta ultima com uma tentativa de replicacao de estruturas e nocoes
vindas da teoria dos conjuntos, para trabalhar nocgoes topologicas, no seio da
matemdtica categorial, ignorando a natureza hipertextual das categorias e a neces-
sidade de uma topologia categorial que investigue, de facto, a topologia das catego-
rias.

O trabalho desenvolvido no presente capitulo é um passo nesse sentido,
embora seja orientado pelas necessidades de ferramentas conceptuais para a mate-
mdtica do risco, a qual necessita de elementos da teoria topoldgica das categorias
para uma formalizacao independente da teoria dos conjuntos.

O presente capitulo encontra-se dividido em duas sec¢oes. Na secgao 4.1., é
trabalhada a base elementar sistémica da topologia categorial, a saber: o ponto
sistémico categorial, trabalhado a partir da nocao de estrutura nodal. Na secgao
4.2., sao trabalhadas as estruturas fundamentais da topologia categorial, a saber:
os espacos de adjacéncia isomorfica universal, os quais permitem trabalhar as
categorias a partir de nogoes topologicas sistémicas.

No trabalho desenvolvido no presente capitulo, sobe-se no nivel de discurso, ou
seja, enquanto que no capitulo anterior o discurso foi dominado pelo discurso
logico-matemaético, pois tratava-se de trabalhar os fundamentos 16gicos e matema-
ticos, no presente capitulo, o discurso situa-se no seio do discurso matematico pro-
priamente dito, o qual combina linguagem formal e linguagem natural nas defini-
¢oes e argumentos centrais, em particular, no que se refere a derivagao de resul-
tados.

A topologia categorial necessita de uma matriz discursiva e argumentativa
vinda da ciéncia dos sistemas, o que torna mais eficaz e mais apropriada a subida
de nivel de discurso e uma metodologia baseada na construcao de estruturas sisté-
micas, na introducao de defini¢oes e na derivagao de resultados que nao passe por
uma introducao permanente de leis ldgicas. As leis ldgicas, introduzidas no capi-
tulo anterior, sao suficientes para o trabalho matematico e fundamentos sistémicos
do presente capitulo, assim como dos capitulos subsequentes.

Esta subida no nivel de discurso fornece também uma maior flexibilidade de
denotacao no que respeita a introducao de novos simbolos e ao uso de simbolos
mateméaticos em conjugacao com a simbologia de Lg,:. Importa, contudo, relevar
que Lcat, as fbfs e as leis ldgicas introduzidas no capitulo anterior sao respei-
tadas, pois, de outro modo, perder-se-ia o substrato formal.

4.1. Estruturas mononodais e o ponto geométrico

Como ponto de partida para a investigagao da topologia categorial, comega-se por
reconhecer que as categorias devem ser trabalhadas a partir da sua natureza sisté-
mica hipertertual, logo, a investigacao acerca das estruturas nodais e das relagoes
de vizinhan¢a de uma categoria constitui a base para a matemética que investiga
a topologia categorial.
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Acerca das estruturas nodais, a nocao de categoria mononodal assume um
papel central. No caso de um ponto mdrfico, a correspondéncia categorial relativa-
mente a uma categoria mononodal é imediata, pois, neste caso, o morfismo de
tdentidade pode ser substituido, sem perda sistémica, pelo functor de identidade,
logo, podemos escrever:

idy
r= (88)

podendo considerar-se x como sendo uma categoria, com composi¢ao functorial:
id,®id, =id, (89)
sendo esta operagao associativa:
(id,®id,)©id, =1id,©(id,®id,) =id, (90)

Considerando-se uma teia morfica totalmente conectada A, nao necessariamente
id; 4

uma categoria, € o morfismo de identidade ' A: = 1 A: A pode, também, ser

convertida numa categoria mononodal, desde que sejam mantidos os marcadores

de fronteira, ou seja, define-se a categoria mononodal  A:, convertendo-se o mor-
id, 4
fismo de identidade num functor de identidade : A: = A tal que:

id: 4: O1d; 4;: =1d: a; (91)
(id; 4: ©id; 4:)@id: 4: =id: 4: O(id; 4: ©id; 4:) =1d; 4: (92)

Uma categoria genérica X também pode ser trabalhada enquanto categoria mono-
nodal, sempre que X é considerada na sua totalidade sistémica, de tal modo que
se considera a categoria mononodal composta por X e por um unico functor, a
saber: o functor de identidade de X.

Em termos mais gerais, dada uma qualquer estrutura sistémica N, considerada
enquanto totalidade sistémica, uma tal estrutura pode ser trabalhada enquanto
categoria mononodal desde que se possa identificar um morfismo de identidade de

idas
N enquanto functor de identidade N =N, satisfazendo as equagoes categoriais de
tdentidade, a saber:

idyOidy =idy (93)
(idyOidy)Oidy = 1dy© (1dy@idy) (94)

No caso de N ser uma categoria, o functor de identidade resulta da estrutura
categorial de N, no caso de N nao ser uma categoria, o functor de identidade ¢é
tomado como coincidente com o morfismo de identidade, com N trabalhada como
se fosse um ponto mdrfico. Em termos gerais, trabalha-se, assim, com a notacgao e
terminologia functorial para as estruturas nodais, sendo que, pelo exposto acima,
para cada categoria mononodal N, trabalha-se com a totalidade da estrutura N
como se fosse um ponto morfico.
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Dado que uma categoria mononodal N ¢é trabalhada enquanto totalidade
nodal, logo assumindo o valor de um ponto morfico, esta pode ser morficamente
ligada a uma qualquer outra categoria mononodal N por um isomorfismo functo-

L
rial definido por um functor de situs N=N" tal que:

id 2 id arr
INSN = NEN (95)
L(id/\/’@id/\/’) = idL(/\/)@idL(N’) =idpa@idyr =1id (96)

As categorias mononodais constituem os alicerces da topologia categorial, sendo
apreensiveis em termos da linguagem da ciéncia dos sistemas, a partir de uma
nogao de ponto sistémico.

No contexto da sistémica hipertertual, as categorias mononodais permitem
capturar, em termos mateméticos, uma propriedade topologica hipertextual que
Lévy designou por encaizamento de escalas, referindo-se a propriedade sistémica
exemplificada pela capacidade organizacional do hiperterto para se organizar de
um modo fractal, tal que cada nd/ponto sistémico pode ser composto por uma
rede, processo, este, que pode ser generalizado a diferentes escalas, de tal modo
que, no limite matematico produtor de uma estrutura hipertertual fractal, se
produz uma rede em que cada nd, em qualquer escala, é, também, uma rede com-
posta por multiplos nds e arcos (Lévy, 1990).

No contexto categorial das categorias mononodais, pode-se considerar como
nd/ponto sistémico mais elementar o ponto geométrico.

De facto, quando se considera, no seio da matematica, a nocao geométrica de
ponto, a mesma nogao ¢ necessariamente assumida enquanto referéncia para um
objecto abstracto irredutivel e que, por isso mesmo, pode legitimamente ser refe-
rido como figura monddica determinada pela sua necessaria indivisibilidade, ou
seja, a natureza de qualquer objecto ou figura monddica, seja essa figura abstracta
ou concreta, é caracterizada pelo facto de nao ser constituida por partes, ou
atmoi. No caso considerado, a figura monddica é o ponto geométrico.

O ponto geométrico pode ser considerado, no seu topos, ocupando um espaco
topoldgico composto pelo tinico situs, aquele que é ocupado pelo ponto. Nesse sen-
tido, a topologia do ponto geométrico trabalha o ponto no seu topos.

Em termos categoriais, o ponto geométrico, no seu topos, pode ser denotado
pelo simbolo e, e constitui uma categoria, assumindo que, dado o functor de iden-

tidade:

ide

o—e (97)

€ 0 caso que:
id,®ide =1d, (98)
(ide®ids) ®ide = 1de® (1de®id) (99)

Deste modo, assumindo (97), (98) e (99), o ponto geométrico pode ser considerado
enquanto categoria mononodal.
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Na topologia categorial, a categoria do ponto geométrico desempenha um papel
central enquanto origem sistémica topoldgica.

o>

Para lidar com o ponto geométrico, enquanto origem sistémica topologica,
necessario introduzir um substrato topologico sistémico categorial, este substrato
a categoria das categorias mononodais.

o>

4.1.1. A categoria das categorias mononodais — Mpoa

Introduza-se a categoria das categorias mononodais, denotada por Mnyoq, cujas
estruturas nodais sao as categorias mononodais e tal que quaisquer duas estru-
turas nodais se encontram ligadas por isomorfismos dados pelos functores de situs
(obedecendo as condigoes genéricas (95) e (96)), sendo que a composi¢io de dois
functores de situs, numa cadeia-2, conduz a uma composi¢cao algébrica dos funda-
mentos, em que o fundamento do functor composto que liga a primeira estrutura
nodal da cadeia a ultima é o functor de situs da primeira estrutura nodal para a
ultima.

Os morfismos functoriais da categoria Mnoq podem ser apreendidos a partir
de uma estrutura tensorial. Neste caso, é 1util utilizar uma notagao em letras
gregas para as categorias mononodais, assim, em vez da notacao N, N/ e N, uti-
liza-se a notacao u,v, v, p',v', v, ..., para denotar as categorias mononodais.

Sejam, entao, u e v duas estruturas nodais (categorias mononodais) de Myod,
um functor de situs de p para v é tal que a ligagao entre as duas categorias
mononodais pode ser expressa a partir de uma notacao tensorial:

=y (100)

tal que, no fundamento, o indice inferior corresponde ao indice da origem e o
superior corresponde ao indice do alvo, assim, ¢}, denota o fundamento do functor
de situs de p para v. Desta notagao, e devido ao facto de que (100) constitui um
isomorfismo, resulta que o functor inverso é dado por:

n
LV

V= (101)

Dada a expressao tensorial, a investigacao acerca das propriedades destes func-
tores torna-se mais simplificada pelo uso de uma dlgebra tensorial, assim, o
functor (100) é tal que temos, para os objectos, a transformagdao tensorial
expressa pela seguinte equagao tensorial:

V=1 (102)

Ou seja, a transformagao tensorial expressa um functor de situs em termos de um
movimento da origem p para o alvo v (nogdo de morfismo) coincidente com um
processo sistémico de rotatividade projectiva de p para v (regressaremos a esta
nogao mais adiante).
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Estando a lidar-se com categorias mononodais, torna-se necessario conhecer a
equacao tensorial para os functores de identidade.

Para uma qualquer categoria mononodal v de Mnoq 0 functor de identidade é,
também, apreensivel a partir de uma equacao tensorial, a saber:

Y=y (103)

logo, temos:
= (104)

pelo que, para as categorias em (100), temos:

p= (105)
Py (106)

Com a extensao da mnotagao tensorial para os functores de identidade, segue-se
que toda a estrutura morfica de Myoq é eficazmente capturavel a partir dos func-
tores de situs.

Sendo assim, a composi¢cao algébrica de fundamentos functoriais é dada por
um produto tensorial a esquerda33, tal que para uma cadeia—2:

g
==y (107)
temos a equagao tensorial:
Ly =L (108)

ou seja, da composicao resulta o functor de situs de p para ~.

A composicao algébrica dos fundamentos encontra-se, assim, em concordancia
com uma regra de produto tensorial a esquerda.

Sendo assim, a natureza categorial de Mynoq impoe a associatividade, ou seja:
X(,Y,vV) — X, 7\,v
X(egen) = (X))l (109)

o que é o caso dado (108). De facto, considere-se cada um dos termos de (109) e
aplique-se (108):

Xogeh) =0 =0 (110)
(X)) b =15 =X (111)

33. O que corresponde & expressao algébrica usual da composi¢ao e estd de acordo com a natureza
dos functores de situs.
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logo (109) é verdadeira.

Dadas estas correspondéncias tensoriais, importa considerar a correspondente
equacao tensorial para a transformacao dos functores de identidade. Os functores
de identidade para p e para v, em (100), tém como equagdes tensoriais correspon-
dentes, respectivamente:

p= (112)
V=1,V (113)

De (102), (112) e (113) segue-se, imediatamente, que:
di(hp) =y (114)

logo, temos, para a teia mdrfica correspondente a (95), uma teia morfica com
notagao tensorial:
I3 v

v
LM L,U« Ly

T (115)

Relativamente a equagdao algébrica (96), esta pode ser obtida a partir de um
desenvolvimento da deriva¢ao de (114). De facto, a equagao tensorial (114) pode
ser obtida utilizando (102), (112) e (113), conduzindo aos seguintes passos:

Lo di(em);

2. 15 () =1, p (aplicando (112));

3. () =1, p=v (aplicando (102));
(r)

4. (e p) =1 p=v=1v (aplicando (113)).
Alternativamente, o resultado pode ser derivado da seguinte forma:

ACADE

2. (b)) (aplicando (108));

3. un(eh(v ) (aplicando (109));

4. (v v) (aplicando (102));

5. (¢eh)v (aplicando (109));

6. ¢, v (aplicando (108)).

Nesta derivagao formal, utilizando o cdlculo tensorial, resultante do cdlculo cate-
gorial dos functores de situs em Mnoq, é tornado explicito o processo tensorial
relativo & identidade resultante do functor de situs.
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De facto, comegamos por ter a igualdade tensorial correspondente ao functor
de identidade de p, a saber: p = 1}, 1. O functor actua, entao, sobre ambos os
lados da equacgao tensorial:

o= p () (116)

por seu turno, o fundamento do functor de identidade é decomponivel no produto
thiy, tal que resulta:

= (2l (e ) (117)

conduzindo a igualdade tensorial correspondente ao functor de identidade de v.

O significado categorial de (117) torna-se explicito quando se considera a
expressao alternativa para o lado direito de (117): ¢, (¢}, (¢}, 11)). Esta expressao sin-
tetiza em termos tensoriais o processo sistémico morfico das duplas setas, pois o
processo sistémico morfico segue primeiro o caminho do functor de situs de u
para v (termo ¢}, p1), resultando em ¢}, (¢} v), depois, o processo sistémico mdrfico
regressa a f (termo ¢} v), resultando em ¢}, 41, para finalmente regressar a v, o que

resulta de ¢, p.

O primeiro movimento de p para v pode ser interpretado como o processo sis-
témico definido pela seta da origem que segue de p para v, o movimento seguinte
do alvo para a origem (de v para u) pode ser interpretado como o processo sisté-
mico definido pela seta do alvo para a origem expressando a resposta do alvo,
enquanto alvo. O terceiro movimento é, de novo, da origem para o alvo sendo o
resultado da direccionalidade do morfismo (neste caso um functor de situs) que
segue da origem p para o alvo v.

Regressando a (96), segue-se, dos resultados acima, que a igualdade tensorial
correspondente a (96) ¢ dada pela equagdo tensorial:

() = (v (18)

que pode ser demonstrada como verdadeira, pois temos:

e CACTATAICYDES
= () () (e pr) =

— () (i 1) = (L) (119)

o que demonstra (118).
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A transformacao tensorial permite explicitar algebricamente o processo sisté-
mico de rotatividade projectiva®* do functor de situs.

Um morfismo, tal como este é trabalhado em Ly, estabelece uma conectivi-
dade projectiva segundo o sentido (da origem para o alvo) em que duas estruturas
sistémicas, na sua rotatividade sistémica, sao conectadas, tal que a origem se
dirige para o alvo, enquanto origem, e o alvo dirige-se para a origem enquanto
alvo, o que introduz uma rotatividade no proprio movimento projectivo, a origem
conecta-se com o alvo, enquanto origem, e o alvo responde & origem, enquanto
alvo, completando o ciclo. Este processo encontra-se explicitado em (117) para o
functor de situs entre duas categorias mononodais.

Por seu turno, ¢}, pode ser lido em termos desta rotatividade projectiva, tal que
o indice inferior sinaliza a origem, na sua rotatividade sistémica, e o indice supe-
rior sinaliza o alvo, na sua rotatividade sistémica, sendo ¢, o fundamento da
ligagcao projectiva entre origem e alvo.

O ponto geométrico € uma das estruturas nodais de Myoq, tendo em conta
este facto, podemos, agora, trabalhar a nocao de ponto geométrico enquanto
origem sistémica topologica.

4.1.2. O ponto geométrico enquanto origem sistémica topoldgica

Para cada categoria mononodal v existe um, e apenas um, functor de situs tal
que:

e

= (120)

o que significa que o ponto geométrico € um ponto sistémico inicial de Myoq, por
"

le

seu turno, sendo e=yp um isomorfismo, o seu inverso é dado por:

L]
bp

e (121)

logo, existe um, e um e apenas um, functor de situs a ligar, enquanto origem,
cada categoria mononodal p ao ponto geométrico, enquanto alvo, deste modo, o
ponto geométrico é, também, um ponto sistémico terminal de Myoq. Assim, o

2

ponto geométrico € um ponto sistémico inicial e um ponto sistémico terminal de

Mod.

O mesmo ¢é o caso para qualquer outro ponto sistémico desta categoria, con-
tudo, o ponto geométrico tem uma natureza monddica, sendo, por isso, destacado
enquanto estrutura topoldgica.

34. A rotatividade projectiva é, no seio da ciéncia dos sistemas, assumida na noc¢ao de identidade
sistémica ao nivel dos mecanismos ontolégicos de projectividade, intrinsecos aos sistemas, sinalizados ao
nivel das eficicias que actuam nos efeitos, e postulados ao nivel das causas, como capacidades forma-
tivas que actuam na preservacao da integridade dos sistemas em interface de sobrevivéncia (Madeira,
2010a; 2010Db).
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Considerando a categorizacao da teoria dos conjuntos, a categoria Myoq per-
mite trabalhar esta ultima num contexto categorial distinto das teias mdrficas de
exemplificacao apresentadas anteriormente. Embora a natureza intensional da
teoria seja mantida, trata-se de uma teoria distinta, trabalhada, desde a base, a
partir de nogoes topologicas.

Em Mnoq, 08 conjuntos sao, enquanto categorias de categorias, construidos a
partir do ponto geométrico que é morficamente ligado, enquanto origem, a dife-
rentes pontos sistémicos/categorias de Mnoa, a partir dos functores de situs,
sendo cada ponto sistémico/categoria, por seu turno, morficamente ligado,
enquanto origem, a um ponto sistémico/categoria denotando a propriedade defini-
dora do conjunto.

Assim, considere-se a propriedade de ser um numero real, que denotamos por
R, a categoria correspondente construida em Myoq, denotada por Mg, é com-
posta pelas categorias mononodais x satisfazendo:

iUy
== (122)

utilizando o produto tensorial temos, entao:

B= Rz (123)
As parcelas em (123), (2 e (2 ndo sdo fundamentos de ligagées mdrficas de exem-
plificacao mas, sim, ligagoes de origem sistémica a alvo sistémico dadas por func-
tores de situs.

Ou seja, x exemplifica R porque se encontra na sua origem sistémica em Mg.
A propriedade de ser um numero real resulta, assim, de uma sincroniza¢do rota-
tiva projectiva de cada x sobre uma propriedade sistémica R que caracteriza os
numeros reais enquanto sistema.

Seguindo (122), a estrutura Mp resulta de um processo de rotatividade projec-
tiva sistémica tal que cada niumero encontra-se conectado ao ponto geométrico
originante por um movimento rotativo projectivo e, por seu turno, a propriedade
sistémica emergente que caracteriza o sistema dos numeros reais, encontra-se
conectada com cada nmumero real num processo sincronizado de rotatividade pro-
jectiva.

Em termos categoriais, esta rotatividade projectiva pode ser caracterizada a
partir das nocoes de cone sobre uma categoria e de cone sob uma categoria.

Para uma categoria genérica, a nogao de cone pode ser introduzida conside-
rando VW como uma categoria composta por estruturas nodais Wi, com i =1,2, ...,

entao, um cone sobre W ¢é definido como uma estrutura morfica do género
fi g
Wo=W;, tal que, para cada W;=2W;, a seguinte teia morfica comuta:

idy,

Wo =2 Wy

s, Ty (124)
g

=S U
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ou seja, os dois percursos de Wy a W; apresentam uma tgualdade algébrica de fun-
damentos apos composicao, isto é:

fi=90f; (125)

A estrutura nodal Wy é designada por vértice do cone.

Por seu turno, um cone sob W é definido como uma estrutura morfica do
i g
género W; =Wy, tal que, para cada W;==W;, a seguinte teia morfica comuta:

g

W, = W
Tls Tly (126)
idw,
Wy, = W,
ou seja:
fi=1;©g (127)

Assim, para um cone sobre uma dada categoria, o vértice ocupa um Situs
enquanto origem, enquanto que para um cone sob uma dada categoria o vértice
ocupa um situs enquanto alvo.

Esta nocao pode ser generalizada ao caso de categorias de categorias substi-
tuindo a notacao dos morfismos intra-categoriais por functores.

Em (122), o ponto geométrico ocupa o situs de vértice de um cone sobre (situs
de origem) a categoria Mg enquanto que R ocupa o situs de vértice sob (situs de
alvo) a categoria Mpr. O que explica a posigao de e enquanto estrutura originante
e de R enquanto propriedade sistémica emergente a partir de uma rotatividade
projectiva sincronizada do sistema de categorias mononodais que compoe M.

O exemplo de MR pode ser generalizado para uma qualquer subcategoria de
Mod cujas estruturas nodais p satisfazem a teia morfica:
wo P

le H

o=/ = (128)

em que P é uma propriedade sistémica, emergente a partir de uma rotatividade
projectiva sincronizada do sistema de categorias mononodais que compoem a Sub-
categoria, denotamos uma tal subcategoria de Myoq por Mp.

Nestas estruturas sistémicas, o ponto geométrico desempenha um papel de
origem sistémica topologica, pois, encontra-se num cone sobre Mop.

Cada estrutura nodal, com o seu topos sistémico, que compoe Mp pode, deste
modo, ser trabalhada a partir da rotatividade projectiva do ponto geométrico.
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Estas estruturas sistémicas categoriais permitem trabalhar uma nocao catego-
rial de espaco topoldgico, em que a nocao de topologia € trabalhada a partir da
sua raiz primitiva em topos. Neste contexto, as estruturas de conjuntos abertos
perdem relevancia sistémica, facto que sera retomado na préxima seccao.

Passamos, assim, a investigar a natureza topoldgica sistémica das categorias.

4.2. Os espacos de adjacéncia isomorfica universal, os mor-
fismos e as categorias

Seja Mp uma subcategoria de Myoq, cujas estruturas nodais j satistazem a con-
di¢ao categorial (128). Neste contexto, Mp pode ser abordado como um con-
Junto, pois as estruturas nodais de Mp formam sistema fazendo emergir uma pro-
priedade sistémica com a qual sincronizam, logo, sincronizando, também, na
exemplificagao dessa mesma propriedade definidora do conjunto na sua intensao.

Por outro lado, Mp pode também ser considerado enquanto espaco topoldgico,
isto é, enquanto organizacao sistémica de estruturas nodais com os seus topoi. E
esta natureza topologica que importa considerar em maior detalhe.

4.2.1. Os espagos de adjacéncia isomorfica universal

Considerando Mp enquanto espaco topoldgico, as suas estruturas nodais Sao
designadas por pontos do espago, podendo, neste caso, aplicar-se a nocao de ponto
sistémico.

A categoria Mp pode ser considerada enquanto espaco topoldgico, pois o
espaco e a categoria tém uma coincidéncia sistémica, isto é, o espaco Mp tem
uma natureza categorial, logo, pode ser considerado, nessa sua natureza, enquanto
categoria.

Quando se considera Mp, na sua natureza categorial, esta-se, desde logo, a
considerar o espago na sua natureza sistémica e topoldgica.

No seu topos, Mp projecta-se, segundo functores de situs, sobre cada uma das
suas estruturas nodais, que constituem pontos sistémicos de Mp, estes functores
de situs sao tais que, para um qualquer ponto sistémico p de Mp:

Mp=p1 (129)
com ¢, tal que:
Lu(v) = p (130)
(b)) =1l (131)
vu(e)) =1 (132)
LM(LZ'yJ,) = LZLZ = ij (133)



em que v e y sao pontos sistémicos de Mp.

A condigao (130) garante a regra de situs (FS41), a condicao (131) garante a
regra para o identidade (FS3), a condi¢do (132) garante a regra para morfismos
entre componentes morficas (FS3), e, em conjunto, as quatro condig¢oes satisfazem
as regras algébricas (FS4), o que estda de acordo com a natureza de (120),
enquanto functor de situs. Trata-se, neste caso, de uma projec¢ao do espago Mp
sobre um dos seus pontos sistémicos.

O espaco Mp é um sistema e cada um dos pontos sistémicos de Mp sao com-
ponentes sistémicas nodais, ou seja, estruturas sistémaicas nodais, cada uma com o

. Lu . -
seu topos. O functor de situs Mp=pu liga, entao, o espaco Mp, no seu topos, a
um dos pontos sistémicos, no seu topos.

Esta ligacao projectiva introduz uma estrutura peculiar de cone categorial,

v

. H 4
como passamos a relevar. Dado um qualquer morfismo functorial p=v de Mp, é
0 caso que:

idmp
N

(% 1, (134)

o que significa que Mp é um vértice de um cone sobre Mp, o que introduz uma
volta estranha® que caracteriza Mp enquanto totalidade sistémica. A auto-refe-
réncia sistémica, caracteristica da natureza projectiva auto-referente dos sistemas
enquanto individuagoes sistémicas (Madeira, 2010a; 2010b), pode ser explicita-
mente e consistentemente formalizada, no seio do cdlculo categorial, o que é
expectavel dada a base sistémica deste cdlculo.

O resultado (134) ¢é aplicavel quer para espagos Mp, com mailtiplas compo-
nentes modais, quer para estruturas mononodais, de facto, dada uma qualquer
categoria mononodal, é o caso que:

po= p
11, 1., (135)
o= pu

ou seja, a categoria mononodal p é, também, um vértice de um cone categorial
sobre 1. Estes cones categoriais auto-referenciais, resultantes da projectividade
auto-referencial sistémica, sao designados por cones projectivos auto-referenciais.

35. Uma wvolta estranha é um circulo de feedback, estando ligada & identidade sistémica, enquanto
dindmica disposicional rotativa auto-computdvel, na qual o sistema se dobra sobre si, sem sair de si,
mantendo a integridade sistémica constituinte e constitutiva (Hofstadter, [1999], 2000; 2007; Madeira,
2010D).
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Os cones projectivos auto-referenciais permitem apreender, em termos mate-
méaticos e sistémicos, a natureza topologica de um espaco Mp. Um espaco Mp
diz-se, entao, topoldgico porque constitui uma totalidade sistémica individuada,
com o seu topos, emergente a partir um processo de organizacao bottom-up resul-
tante das ligagoes morficas functoriais projectivas entre uma multiplicidade de
estruturas mononodais com os seus topos.

Os espagos topoldgicos Mp sao subcategorias de Mnoq € a sua estrutura topo-
logica é primitiva em relacao a estruturas de ordenag¢ao e métrica, pois, em termos
mateméaticos, os espacos Mp tém uma estrutura de vizinhancga, estruturada a
partir da sua natureza categorial conectiva, assim, a partir da nocao de adjacéncia
na teia morfica, a qual, no caso dos espacos Mp, é dada pelos functores de situs,
quaisquer dois pontos sao vizinhos na teia morfica subjacente a Mp, pois, podem
ser ligados pelos functores de situs, por outro lado, devido ao facto desta ligacao
ser dada por um isomorfismo functorial, dados quaisquer dois pontos sistémicos p
e v do espago Mp podem ser considerados dois tridngulos functoriais, a saber:

idap
P — P
Tl 11 (136)
wo=
id g
MP \:‘]P P
11, (s (137)
poo=

Os dois tridngulos podem ser sintetizados num s6, se se introduzir um arco nao-
orientado, indicando que a ligagao functorial pode ser percorrida nas duas direc-
¢oes, assim, temos:

idagp

Mp = Mp

1L, 1, (138)
nwo o v

em que o arco

" denota um arco functorial de situs que de u para v é per-
L
. . H® , .
corrido segundo o functor de situs p=v e de v para u é percorrido segundo o

i o

functor de situs v=p. Por seu turno, para o caso da identidade ,ué,u temos:

idmp
—_

Mp = Mp
11, 11, (139)
B

Deste modo, o cone auto-referente para Mp pode ser expresso a partir da con-
digdo geral (138) (de que (139) é um caso particular), satisfeita para cada par de
pontos sistémicos de Mp.
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A teta morfica subjacente a Mp pode, assim, ser apreendida enquanto um
grafo, no qual cada par de nds se encontram ligados, pelo que designamos, os
espagos Mp, por espacos de adjacéncia isomorfica universal, adjectivando-se de
1somorfica a adjacéncia, pois cada ligacdo no grafo sintetiza uma dupla ligacao
segundo os isomorfismos definidos pelos dois functores de situs que ligam quais-
quer duas categorias mononodais em Mnoq (e, logo, em Mp).

De entre os espacos de adjacéncia isomorfica universal, as categorias monono-
dais constituem os mais elementares. Assim, para cada categoria mononodal
temos o cone auto-referencial:

11, 11, (140)

1l 1l (141)

As categorias mononodais p e e encontram-se, em Mnyoq, morficamente ligadas
Iz .°

pelos functores de situs = e ,u;u‘o, logo, podem ser ligadas por um arco functo-
rtal de situs, isto é:

~Hl e (142)

Assim, para cada par de estruturas mononodais i, v de Mp temos a estrutura
morfica functorial:

-~ <
= A
-~ X
N

|
|
A

(143)

o — 0 — T
|
|

~
[
A

o — & —
~
L]

Deste modo, considerando todos os pares de estruturas mononodais de Mp
(incluindo os pares constituidos pela mesma estrutura g, p) (140) define uma
estrutura de quatro cones: por um lado, temos um cone sob e um cone sobre Mp
com vértice e, por outro lado, temos o cone auto-referencial de Mp e o cone
auto-referencial de o. Os dois primeiros cones podem ser trabalhados, como um
unico cone functorial de vértice e, utilizando a notacao do arco functorial de
situs, notagao, esta, que é utilizada em (143).
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Podemos ir mais longe, e introduzir P, enquanto propriedade emergente, e
categoria mononodal, de onde resulta a estrutura sistémica final para o espaco

Mp:

(144)

A partir desta estrutura, é possivel trabalhar o processo gerador do espago Mp.

Em termos fundamentais, a base sistémica originante encontra-se na parte
inferior do diagrama em T nas teias morficas functoriais:

P
|
X (145)

Este segundo diagrama em T sintetiza a topogénese sistémica do espaco Mp. De
facto, considere-se cada ponto sistémico p do espago Mp, temos:

| (146)

Esta estrutura em T pode, por seu turno, ser simplificada, sem perda de infor-
macao sistémica (pois a volta estranha é indissociavel da rotatividade sistémica de
cada ponto sistémico, com o seu topos (Madeira, 2010b)), assim de (146) resulta,
para cada ponto sistémico p de Mp:

0

\ / (147)
P

A teia morfica functorial composta por estes tridngulos mdrficos, obtidos para
cada ponto sistémico de Mp, permite explicitar a natureza sistémica de e e IP, no
sistema de pontos sistémicos de Mp, a saber: sao dois pontos de sincronizacao
global, tais que cada ponto sistémico do sistema se encontra morficamente ligado e
sistemicamente sincronizado com os mesmos, trata-se, assim, de hubs centrais.
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Em termos fundamentais, o risco, nos sistemas, pode ser sinalizado a partir de
pontos de sincronizacao global, tal que uma ameacga a integridade sistémica é pri-
mitivamente matematizavel em termos de uma relacao entre sistema e meio em
que a totalidade sistémica se encontra sincronizada com a ameaca num ponto cri-
tico evoluctondrio, tratando-se, na topologia sistémica da situacao de risco, de um
ponto critico de sincronizagao global. A sobrevivéncia do sistema depende, assim,
da computacao adaptativa do ponto critico evoluciondrio.

Madeira e Gongalves (2009) demonstraram que dois sistemas dinamicos nao-
lineares desacoplados, num regime dindmico de caos, podem espontaneamente sin-
cronizar, emergindo uma dindmica com uma estrutura de atractor que reflecte a
estrutura nao-linear da regra dinamica de base, logo, produzindo um ponto critico
de sincronizacao em cada iteracao.

A teorizacao dos pontos criticos evoluciondrios, enquanto pontos de sincroni-
zacao global torna-se central, quando se trabalha, no seio da matemaética do risco,
com o caos em sistemas dindmicos nao-lineares acoplados.

Regressando a teia mdrfica functorial (147), importa considerar a cadeia mdr-
fica functorial:

o yu—P (148)

Dado o arco functorial de situs, esta cadeia pode ser trabalhada a partir de duas
cadeias, a saber:

n Lﬂ:
o=p=TP (149)

que vai do ponto geométrico originante para ji e para a propriedade emergente, e

“ .
Lp [';U'

—u—=e (150)

que vai da propriedade emergente para p e para o ponto geométrico originante.

Em termos tensoriais resulta que:

k=18 (151)

Ll =1tb (152)

de onde se segue o tridngulo functorial (147), no qual se encontram sintetizadas as
relagoes sistémicas fundamentais, em particular, no que respeita aquilo que pode
ser considerado o movimento projectivo originante do ponto geométrico originante
para os pontos do espagco Mp, e dos pontos para a propriedade sistémica que
caracteriza a totalidade sistémica do espaco, e, de novo, para os pontos do espaco
e para o ponto geométrico originante.
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Trata-se, assim, de um ciclo de feedback projectivo promotor de uma adequabi-
lidade morfica emergente no sistema, isto é, pode-se considerar como emergindo,
neste ciclo, uma adequabilidade sistémica entre partes, totalidade emergente e
condigoes iniciais formativas do sistema a partir do ponto originante o. O ponto
geométrico, elementar, por definicdo, na sua ontologia sistémica, torna-se origem
e alvo, source e sink de um sistema de reenvios projectivos, o que, em termos
matemaéticos, conduz a um resultado com uma elevada importancia para o pensa-
mento sistémico acerca dos espacos topoldgicos, a saber: a expressao formal da
ligacao permanente entre a origem sistémica, os pontos sistémicos e as proprie-
dades emergentes caracterizadoras da totalidade sistémica.

E possivel, como foi referido na seccio anterior, escolher um qualquer ponto
sistémico de Mnoq para ponto originante, a escolha do ponto geométrico é susten-
tada por argumentos ontoldgicos relacionados com a definicao deste ponto no seio
da geometria, enquanto estrutura monddica, o que o torna adequado a um con-
texto de pensamento matematico sistémico categorial, no qual os espacgos topolo-
gicos, compostos por categorias mononodais, sao trabalhados a partir de uma
morfogénese categorial topologica.

Regresse-se, agora, ao diagrama em T (145), este diagrama pode ser simplifi-
cado, obtendo-se a pirdmide morfica3S:

A estrutura tetraédrica é explicada pelas conexoes sistémicas, de facto, temos dois
pontos morficos, logo, dois tridngulos com vértices @ e IP com a estrutura geral de
(147), isto é:

u e v

N\ SN (154)

P P

que correspondem aos tridngulos morficos para cada um dos pontos sistémicos.

Por seu turno, considerando os tridangulos mdrficos com e ou IP como um dos
vértices, mas nao com e e P como vértices (ou exclusivo), temos os dois tridngulos
maorficos:

W VoW v

NN (155)

. P

36. Um dos arcos functoriais foi representado a tracejado para visualizacao mais facil da represen-
tacao tridimensional da estrutura piramidal.
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O primeiro tridngulo é tal que cada ponto sistémico é processado e processa a
partir da origem sistémica no ponto geométrico originante. De facto, temos as
ligagoes directas:

y (156)
v (157)

por seu turno, os dois pontos sistémicos sao conectados por um arco functorial:
p—v (158)

assim, o tridngulo morfico permite apreender a relacao sistémica fundamental com
a origem, segundo a qual, em qualquer conectividade morfica functorial entre dois
pontos sistémicos | e v, a origem categorial no ponto geométrico originante
encontra-se sempre presente.

Esta presenca pode ser explicitada a partir da anélise das relacoes algébricas
fundamentais presentes no tridngulo, resultantes da estrutura tensorial dos funda-
mentos morficos dos functores de situs, assim, considere-se, em primeiro lugar, as
seguintes quatro igualdades:

Ll =] (159)
=14 (160)
Ll =1 (161)
Ll =Ly, (162)

A primeira e segunda igualdades resultam, por via da composicao functorial, das
T w

v
cadeias morficas functoriais o;,uéy e o;VLé,u, respectivamente, essa é a inter-
pretacao operativa do resultado, a interpretacao sistémica, contudo, permite
relevar uma consequéncia fundamental da composicao algébrica de fundamentos
nas categorias, a saber: a origem numa cadeia morfica categorial é recomputada
em cada morfismo, tal que o ponto sistémico inicial se conecta com todos os
pontos subsequentes, ou seja, a origem sistémica nunca deixa de ser recomputada.
A integridade sistémica da liga¢do entre duas estruturas depende, assim, das con-
digoes iniciais formativas da individuagao sistémica composta pelas duas estru-

turas sistemicamente conectadas.

Esta natureza sistémica de conectividade morfica com as condigoes iniciais é
uma propriedade fundamental das estruturas categoriais e inseparavel do pressu-
posto do fecho dos fundamentos mdrficos, em relacao a composicao algébrica de
fundamentos.

Considerando, agora, as igualdades (161) e (162), estas expressam a conectivi-
dade inversa, isto é, dos pontos sistémicos para o ponto geométrico originante.
Pode-se, assim, falar de uma sincronizagao sistémica entre o ponto geométrico ori-
ginante e os pontos sistémicos |1 e v, sincronizagao, esta, que é produzida pelas
cadeias que partem de e e as suas inversas, que chegam a e.
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Assim, a sintese sistémica das quatro igualdades resulta das seguintes con-
sequéncias semanticas:

I v v

\ F \ / (163)

I v v

/ B\ / (164)

que sao o resultado da composicio e da mnatureza isomdrfica entre estruturas
mononodais.

Por seu turno, podemos acrescentar mais uma consequéncia semdantica:

W voou v

\ / E \ / (165)

0 que, em termos sistémicos, pode ser interpretado como significando que, a partir
do momento em que se configura uma conectividade maorfica entre o ponto geomé-
trico originante e duas indiwiduagoes sistémicas, com os seus topos, as mesmas
individuacoes sistémicas estao conectadas por um arco functorial.

A composicao algébrica dos fundamentos dos functores de situs (165) pode ser
expressa a partir das seguintes duas igualdades:

Lely =Ly, (166)
e (167)
A primeira igualdade sendo o res%ltado da cadeia u:HOﬁ'l/ e a segunda igualdade

. Ly
sendo o resultado da cadeia v—=e=.

Considerando, agora, o tridngulo morfico, em (155), para a propriedade sisté-
mica emergente P, temos as consequéncias semanticas:

W voou v
\ F \ / (168)
P P
W voou v
/ F \ / (169)
P P
W voou v
\ / E \ / (170)
P P
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Quaisquer das consequéncias acima resultam da natureza dos functores de situs e
da composicao algébrica de fundamentos.

A questao sistémica central que importa ser relevada acerca do tridngulo mor-
fico encontra-se na terceira consequéncia semdntica. Em primeiro lugar, temos:

\ / (171)
P

o que expressa a conectividade fundamental entre quaisquer dois pontos sisté-
micos e a propriedade emergente. Por seu turno, é trivial que, tratando-se de
duas categorias mononodais, estes mesmos pontos podem ser morficamente
ligados segundo os functores de situs que caracterizam as ligacoes morficas de
Mnoq €, logo, de uma qualquer das suas subcategorias.

Considerando uma teorizacao geométrica da estruturacao sistémica categorial
dos espagos topoldgicos Mp, trabalhada a partir dos diagramas em T (145) e
(146), encontra-se uma ordem geométrica sistémica e topoldgica fundamental que
assume uma importancia central na apreensao topologica das categorias.

De facto, considere-se, em primeiro lugar, o espaco topoldgico composto pelo
ponto morfico originante o, denotando por P, a propriedade sistémica correspon-
dente, nao temos um tridngulo mdrfico, como em (147), mas, sim, a seguinte
estrutura:

P, (172)

que, para efeitos de teorizagao geométrica sistémica e topologica, pode ser consi-
derada como equivalente a um 1-simplex, ou simplex unidimensional, A,

Assim, denotando por #A™"! o ntimero de triAngulos para n pontos sistémicos
distintos do ponto mdrfico originante e da propriedade definidora do espaco,
temos, para os casos ja investigados

#A1 =0 (173)
#A2=1 (174)
#A3=14 (175)

em que o l-simplex categorial A' corresponde ao fundamento sistémico do espaco
topoldgico composto pelo ponto mdrfico originante e, o 2-simplex categorial A?
corresponde ao caso de um tridngulo morfico com um ponto sistémico distinto de
o ¢ de P, o 3-simplex categorial A3 ao tetraedro (pirdmide mdrfica), com dois
pontos sistémicos de um espago genérico Mp, distintos de e e de P. Assim,
temos, respectivamente, 0, 1 e 4 tridngulos morficos, e estruturas geométricas a 1,
2 e 3 dimensoes, respectivamente.
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Para n pontos sistémicos de um espaco genérico Mp, distintos de e e de P,
com n > 2, temos uma estrutura sistémica morfica functorial que pode ser geome-
tricamente visualizavel enquanto um n + 1-simplex categorial A"+, composto por
H#A" L triagngulos morficos, onde #A" T ¢ tal que:

#An+1:n+2x<g)+(§) (176)

que corresponde ao numero de faces triangulares num n + 1-simplexr. As arestas
de um simplex categorial sao, assim, arcos functoriais de situs, designamo-las,
deste modo, por arestas de situs.

Dos resultados obtidos, segue-se que a organiza¢ao topoldgica de um espacgo de
adjacéncia isomorfica universal é distinta daquela que constitui norma no seio da
topologia baseada na teoria moderna dos conjuntos. De facto, nesta tltima, o
espaco topologico é apresentado tal que os pontos sao assumidos e definidos
enquanto membros do espaco, sendo que a relacao de pertenca é assumida antes
de as questoes topologicas serem trabalhadas.

Por seu turno, embora a topologia baseada na teoria moderna dos conjuntos,
ou topologia conjuntista, trabalhe com a nocao de topos a partir da sua raiz con-
ceptual, a sistémica relacional necessaria para trabalhar o topos pontual é cons-
truida a partir da estrutura de conjuntos abertos que permite trabalhar, por seu
turno, a nogao de ponto limite, tal que a individuagao sistémica do ponto é traba-
lhada a partir do fim, isto é, enquanto limite. Antes da sinalizagao sistémica do
ponto, a partir do limite, este nao ¢é sinalizavel em termos de uma sistémica topo-
logica. O que explica que, na matematica, se utilize o termo topologia de con-
juntos abertos e se discuta a topologizacdo do espaco, tal que, na topologia conjun-
tista, antes da definicao de uma topologia de conjuntos abertos, a topologia do
espaco encontra-se por definir.

Na topologia categorial, nao se pode falar de uma topologizagcao ex-post de uma
estrutura morfica. Na raiz do espaco topoldgico categorial, nao se encontra uma
relagao de pertenca, mas, sim, o espaco constitui uma indiwiduagao sistémica for-
mada a partir de um sistema de relagoes, este sistema é, necessariamente, acom-
panhado do seu topos, facto que é trivial no seio da ciéncia dos sistemas e, logo,
no seio da topologia categorial. Os pontos sistémicos, com os seus topoi, estao na
origem sistémica do espaco e da sua organizacdo topoldgica, logo, na topologia
categorial, a topologizacao € simultanea com a individuagao.

Um qualquer conjunto/agregado (menge) pode, assim, ser trabalhado a partir
da sua base sistémica e primitivamente enquanto espaco de adjacéncia isomdrfica
universal, logo, enquanto espacgo topologico categorial.

Por seu turno, uma qualquer categoria pode ser apreendida a partir de um
espaco de adjacéncia isomorfica universal, como passamos a demonstrar.
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4.2.2. Morfismos e categorias

As categorias tém por base sistémica os espacos de adjacéncia isomdrfica uni-
versal. De facto, dada uma categoria X, as suas estruturas nodais constituem os
pontos sistémicos de um espago de adjacéncia isomorfica universal, subjacente &
categoria, espaco, este, que denotamos por Op,,.

Os pontos de Op, sao, assim, as estruturas nodais de X. Deste modo, em
termos de uma construtividade sistémica topoldgica, cada categoria pode comecar
por ser introduzida, a partir do seu sistema de estruturas nodais, enquanto um
espaco de adjacéncia isomorfica universal. O passo seguinte consiste em intro-
duzir um campo tensorial ¥y, ) que emerge a partir da conectividade entre cada
par de pontos sistémicos de Op,, em que o valor do campo sobre a ligacao entre
dois pontos sistémicos Wy, ,} = ay, é tal que a denota um fundamento morfico, j é
a origem e v o alvo. Note-se que, neste caso, a ordem de g, v no indice inferior
Uy,0y nao é relevante, ¢, sim, relevante, a ordem dos indices tensoriais no valor
do campo aj, pois, conforme a notagao tensorial utilizada, o indice inferior denota
a origem e o superior o alvo.

Assim, para cada pirdmide morfica, subjacente a um morfismo de X, temos:

Py

uma tal pirdmide mdrfica, que denotamos por A?’(a’;), permite introduzir, no seio
da topologia categorial, uma base sistémica para um morfismo de p para v com
fundamento a. Neste caso, passa-se a utilizar, como convencao, as letras a, b, ¢, a’,
b', ¢, ... para fundamentos de qualquer morfismo, o que inclui functores entre
duas categorias, as letras a, b, ¢, a’, b’, ¢/, ... podem ser substituidas pelo mesmo
fundamento, ou denotar fundamentos distintos, tal como as letras gregas u, v, 7,
w' v, ., no contexto dos pontos sistémicos.

A direccionalidade do morfismo, da origem em p para o alvo em v, resulta da
ordem dos indices na notagdao tensorial de aj, em que o indice inferior sinaliza a
origem e o superior o alvo, e a o fundamento morfico, o qual pode ocorrer em
mais do que um par de pontos sistémicos. Quando este fundamento é um numero,
designa-se a,, por numero tensorial, pois embora a seja um numero, constitui um
fundamento de uma ligacao morfica de p a v, logo, possui uma estrutura tenso-
rial, associada a natureza da propria ligagcao morfica, os numeros tensoriais
tornar-se-ao relevantes mais adiante na presente seccao.

Tetraedros com um campo tensorial como em (177) constituem a base sisté-
mica para o morfismo3”, no caso de (177) temos o morfismo:

p=v (178)
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ou, no caso dos pontos sistémicos serem categorias temos o functor:

U=v (179)

No caso especial de um automorfismo temos A?’(aﬁj), tal que:

um exemplo trivial de automorfismo é o da identidade A?’(LZ)I

Nos contextos em que nao existe um morfismo, na categoria X, a ligar morfica-
mente dois pontos sistémicos p e v, o campo Wy, 1 encontra-se ausente para a
ligacao morfica entre esses dois pontos sistémicos, definida pelo functor de situs
em Op,, ou seja, temos um 3-simplex sem valor para a aresta de situs entre p e
v. Designa-se por base sistémica do campo Wy, .} em Op,, o sistema de pird-
mides morficas cujas arestas de situs entre os pontos sistémicos de Op, apre-
sentam valores para o campo. A teia mdrfica subjacente & categoria X resulta,
assim, da base sistémica do campo.

Considerando a notacao tensorial, o termo de ligagdo morfica aj, numa pird-
mide morfica, conduz a seguinte igualdade algébrica:

y:a'f“u (182)

Assumindo a composicao (equagao (183)), as leis de identidade algébrica (equagao
(184)) e a associatividade da composicao (equagao (185)):

ch="bJay, (183)
ay, = Lyay, = ayth, (184)
¢ (bga;) - (cf; bZ)a’; (185)

segue-se que uma categoria X pode ser definida a partir de um espaco de adja-
céncia isomorfica unwersal Oy, com um campo Yy, ,y sobre a ligagio morfica
functorial de situs entre pares de pontos sistémicos numa pirdmide morfica.

37. Note-se que, a partir desta representagdo do morfismo, qualquer teia mdrfica pode ser apreen-
dida a partir desta estrutura de simplex.
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Quando se trabalha com as categorias, a partir da topologia categorial, as pird-
mides morficas tornam-se, deste modo, a base conceptual sistémica e a base de
trabalho matematico.

Estes resultados permitem perceber a natureza causal das ligagoes sistémicas
nas categorias, de facto, pode-se argumentar que a organizag¢ao categorial pode
ser apreendida, a partir da sua base sistémica, nas estruturas sistémicas funda-
mentais da topologia categorial que sao os espacos de adjacéncia isomorfica uni-
versal, o que reforca a diferenca entre a topologia conjuntista e a topologia catego-
rial.

De facto, conforme foi afirmado, na topologia categorial, assume-se, tradicio-
nalmente, a topologizag¢ao do espago a partir de uma convengao condicionante, isto
é, a partir da definicao de uma condicao definidora daquilo que se designa por
uma estrutura de conjuntos abertos, satisfazendo condicoes capazes de definir a
nogao topoldgica de ponto limite, e sendo, assim, designada de topologia. O espago
é, deste modo, topologizado pela introducao de uma topologia. Sendo as estruturas
fundamentais dos conjuntos consideradas como pré-topoldgicas.

Este processo de introdugao de uma topologia é estranho a uma base discur-
siva sistémica categorial, sendo, mais do que o resultado da natureza sistémica dos
proprios espagos, o resultado de uma eficicia operativa derivada da teoria dos
conjuntos e do assumir do ponto como um dado de partida, da relacao de per-
tenga (de fundamento primitivamente logico) como relagao primitiva, e da topolo-
gizagcao do ponto a partir da nocao de limite, dependente de uma estrutura de
conjuntos abertos.

No contexto categorial, independentemente da estrutura de conjuntos abertos,
o espacgo topologico, resultante da projectividade de estruturas categoriais nodais,
é, desde logo, topoldgico, pois é o resultado de um processo de organizacao sisté-
mica formativa de uma totalidade sistémica, com o seu topos, a partir de locali-
dades sistémicas, com os seus topoi, deste modo, o espaco é topologizado a partir
do momento em que se constitui enquanto totalidade morfica a partir da projecti-
vidade morfica das partes.

A organizacao topoldgica resulta das ligagoes entre singularidades sistémicas,
cada uma com o seu topos, logo, torna-se necessario trabalhar a partir da nocao
de singularidade, nogao que assume uma natureza probleméatica e exemplar de
uma casuistica patolégica no seio de um pensamento topoldogico conjuntista, cujo
discurso e pensamento se organiza principalmente a partir de pontos requlares, a
topologia categorial pressupoe sempre as singularidades, qualquer organiza¢ao sis-
témica categorial, logo, topoldgica, depende das singularidades.

Na topologia categorial, as estruturas topologicas de conjuntos abertos sao o
resultado das propriedades sistémicas, associadas a conectividade local entre
pontos do espaco, logo, no contexto categorial, as estruturas de conjuntos abertos
sao uma consequéncia da conectividade sistémica do proprio espaco topoldgico
categorial e emergem partir dos pontos sistémicos.
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Estas sao as diferencas entre a topologia conjuntista e a topologia categorial,
existem, contudo, semelhancas que podem ser localizadas no que diz respeito a
estrutura de vizinhanga, resultante do campo Wy, ,} e aos functores que pre-
servam essa mesma estrutura.

A nocao de vizinhanca numa categoria X é definida, neste caso, a partir da
base sistémica do campo, pois, esses sao 0s pontos ligados por morfismos.

Considere-se, agora, duas categorias X e ), enquanto totalidades sistémicas,
temos, entdo, uma categoria X' composta somente por estas duas categorias,
enquanto pontos sistémicos, de onde resulta um espaco de adjacéncia isomdrfica
universal para X', composto por dois pontos sistémicos e por um arco functorial
de situs. Assumindo que o campo Wy yy € tal que:

(186)

entdo, ay corresponde ao fundamento de um functor de X para ).

Se esse functor for tal que define uma correspondéncia de um-para-um entre
os pontos sistémicos de Op, e os pontos sistémicos de Op,, e de um-para-um,
entre cada morfismo de X' e cada morfismo de ), preservando a operacao de com-
posicao algébrica de fundamentos e a propriedade associativa da mesma, entao,
esse functor define um isomorfismo entre X e uma subcategoria de ), ou um iso-
morfismo entre X e )Y, no caso dos dois espagos Op, e Op, terem o mesmo
numero de pontos sistémicos, as duas categorias dizem-se, neste tltimo caso, iso-

morfas. Para além da pirdmide morfica A3<a%>, no caso de X e ) serem 1iso-

morfas, pode-se definir a pirdmide mdrfica A3<a§> para a categoria inversa
-1 .
X', ou seja:

/ (187)

que corresponde ao functor inverso.
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O isomorfismo functorial preserva a estrutura fundamental de uma categoria,
podendo ser considerado como equivalente a uma substituicao de pontos sisté-
micos e de fundamentos com a manuten¢ao da mesma estrutura (de teia) funda-
mental.

Dizemos, entao, que X e uma subcategoria Vs,p de Y sao isomorfas, se existir
um isomorfismo functorial de X para Vs, € escrevemos:

X<,V (188)

em que a¥ corresponde ao functor que define o isomorfismo entre X e Vsup.

Por seu turno, dizemos que X e ) sao isomorfas, se existir um isomorfismo
functorial entre as duas categorias e escrevemos:

X Na%y (189)
Em termos gerais, utilizamos a notagao:
X ,5a%y (190)

para sinalizar que, sob um functor de fundamento a%, X e uma subcategoria de )
sao isomorfas ou X e ) sao isomorfas.

Trivialmente, é o caso que X é isomorfa em relacao a X', ou seja, uma qual-
quer categoria é isomorfa em relacao a si mesma, sendo o functor de identidade,
um exemplo de um isomorfismo de X para X, isto €, X ~ 2 X.

Por seu turno, dadas duas categorias distintas, X e Y, se a¥ for tal que coin-
cide com o fundamento do functor de identidade de X, 1%, segue-se que X é uma
subcategoria de ), neste caso, utiliza-se 15 como indice para a relacio de ordem
X jbﬁg Y. Segue-se que, sendo X e ) distintas38, é, necessariamente, o caso que

X <,x2Y, e, logo, X é uma subcategoria de Y, em termos formais:

X32Y=X=<2x)Y (191)

NLX

A partir da composicao de functores resultam, igualmente, as seguintes implica-
goes:

Xy YV<z2Z2=>X <2 2,92 (192)
X Y X yhx

X< 3V~zZ=>X <z 0232 (193)

X Na%y —<a§Z:>X <a§(:a§a%z (194)

XNanyazZ:>XNaz:aZayZ (195)
X y X yex

38. Note-se a regra de utilizagao de waridveis livres distintas, assumida no capitulo anterior e
segundo a qual duas varidveis livres distintas numa mesma formula bem formada denotam estruturas
distintas. Embora tenhamos subido no nivel de discurso as regras do substrato logico de L¢, continuam
a ser assumidas.
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No seio da topologia categorial, a relagao X <,x ) desempenha um papel central,
pois, algumas propriedades, relevantes para as estruturas topologicas, tradicional-
mente investigadas no seio da topologia, resultam de uma investigacao acerca da
organizagao topoldgica de uma categoria, a partir das relagoes X <,x ). Sempre
que esta relacao é verificada significa que X é morficamente ligado, pelo seu

functor de identidade, a ), logo, X tem de ser uma subcategoria de ). De facto,
X

LX ~ . . .
sempre que é o caso que X=), entao, sendo ) distinta de X, a veracidade da
X

~ . - . tx . . , .
relagao morica functorial X=Y significa que X ¢é, necessariamente, uma subcate-
goria de ).

Seja, agora, p uma estrutura nodal de uma categoria X, entao, temos:
= X (196)

esta relagao é verdadeira para cada estrutura nodal de X.

Considere-se, agora, uma categoria Y (), cujos morfismos sao pirdmides mor-
ficas do género:

onde p ¢ fixo. Diz-se, entdo, que X ¢é topologicamente fechada em relacao a Y(u)
se, e somente se:

=X = Y(p) <y X (198)

Y(u)

Ou seja, pelo facto de p ser uma estrutura nodal de X, segue-se que Y(u) cons-
titui uma subcategoria de X.

Em termos topoldgicos, o fecho topoldgico categorial de X em relagao a Y(u)
significa que, pelo facto de p, com o seu topos, ocupar um situs em X, a categoria
V() é uma subcategoria de X.

Este fecho topoldgico categorial constitui uma noc¢ao derivada da topologia sis-
témica categorial, nao devendo ser confundida com a noc¢ao de fecho de um con-
Junto aberto, trabalhada no seio da topologia conjuntista. De facto, o fecho topolo-
gico categorial permite trabalhar, no contexto sistémico da topologia categorial,
estruturas tradicionalmente trabalhadas como conjuntos abertos.

Um exemplo importante de centralidade topologica organizacional da nocao de
fecho topologico categorial é o caso dos espagos métricos.
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Os espagos métricos, por seu turno, constituem exemplos importantes no seio
da topologia e sao uteis para o trabalho a desenvolver no proximo capitulo. Assim,
importa considera-los como exemplos.

Nesse sentido, considere-se uma categoria X e o espago de adjacéncia isomor-
fica universal Op, correspondente. Considere-se que existe uma nocao de dis-
tancia que pode ser identificada como emergindo a partir ligacoes morficas functo-
riais de situs entre os pontos sistémicos de Op,, nocao de distancia, esta, que é
operacionalizavel por uma medida d(., .) designada por medida de distancia, com
d(p, v), correspondendo a distancia entre os pontos sistémicos p e v de Op,.
Seguindo a teoria matemaética dos espacos métricos, considere-se, adicionalmente,
as seguintes condicoes:

e Dy:d(u,v) é, sempre, um numero real;
o D5y d(u,v)>0;

e Ds:d(p, p)=0;

o Dy d(p,v)=d(v,p);

o Ds:d(p, x) <d(p,v)+d(v, x).

Quando, num espaco de adjacéncia isomdrfica universal, nas ligagoes morficas
functoriais de situs, emergir, para cada ligacao, uma distancia, enquanto proprie-
dade quantitativa da ligacao, matematizavel por uma medida de distancia, satis-
fazendo Dy a Ds, entao, esse espago de adjacéncia isomorfica universal diz-se um
espaco métrico.

Se Op, for um espago métrico, entao, X é designada por categoria da métrica
de Op, se, e somente se, em X, para além dos morfismos de identidade, cada
morfismo é tal que o seu fundamento é dado por um numero tensorial coincidente
com a distdncia e cujo indice inferior é a origem e o superior o alvo. Assim, um
morfismo de p para v é dado pela pirdmide morfica A3(r?,), com r=d(u,v).

A condi¢do Ds tem implicagoes sobre a composi¢ao, de facto, dados A3(r%) e
A®(s)), segue-se que A(t)) obedece as seguintes duas condigdes:

ty =851}, (199)
t<s+r (200)

em que (199) resulta da composicao de fundamentos em X e (200) resulta de Ds.

Designamos por morfismos métricos os morfismos compostos pelas pirdamides
mdrficas A3(r%), com r = d(p, v), na categoria da métrica de Op,. A partir do
momento em que se considera morfismos métricos, emerge, em termos sistémicos,
uma estrutura sistémica de localidades, a partir das relagoes sistémicas do espaco
de adjacéncia isomorfica universal.

Esta estrutura sistémica de localidades pode ser apreendida a partir da nogao
de vizinhanca.
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Seja, entdo, V.(u) definida como a subcategoria de X (logo, V-(u) <Lvsm X)
Ve(p

composta pelos morfismos A3(rt), com p fixo e v tal que r < &, entdo, V() cor-
responde a uma estrutura categorial centrada em p e que é composta pelos mor-
fismos que conectam p a pontos sistémicos que distam de p menos do que e.
Trata-se, assim, de uma nogao categorial que recupera a nocao topolbgica, da
teoria dos espag¢os métricos, de vizinhanga esférica (aberta).

Dado um qualquer ponto sistémico v tal que:

v < Vep) (201)

segue-se que existe um &’ tal que:

Vorlv) < v Vo) (202)

i)

ou seja, V.(u) é topologicamente fechada em relagao a V..(v).

Assim, para cada estrutura nodal v em V.(u), existe um &’ tal que V.(u) é
topologicamente fechada em relagao a V./(v).

Esta é a natureza da organizacao topoldgica das vizinhancas esféricas. Por seu
turno, as bolas B:(yt), compostas pelos morfismos A*(r}), com p fixo e v tal que
r < e, sdo tais que sdo decomponiveis em V.(u) e na fronteira esférica S:(u), tal
que temos:

V() < ety Be(p) se) = Se(p) (203)

Ve(w) Se(v)

as bolas B.(p) correspondem, no seio da topologia conjuntista dos espagos
métricos, a estruturas fechadas, dado que incluem a fronteira esférica. No con-
texto da topologia categorial, a terminologia inverte-se, pois, enquanto que em
V.(u), para cada ponto sistémico v, existe uma wvizinhanga esférica V.(v) em
relagdo a qual V.(u) é topologicamente fechada, ja no caso de B.(u), para os
pontos sistémicos da fronteira S.(p), nado se encontra um ¢’ ndo nulo tal que
B.(1) seja topologicamente fechada em relagdo a uma outra bola ou wvizinhanga
esférica.

Quando, no proximo capitulo, for trabalhada a computa¢ao e a dindmica nao-
linear, as bolas B.(u) tornam-se nogoes centrais.

Como nota final, deve ser relevado que o trabalho desenvolvido no presente
capitulo e, em particular, o trabalho desenvolvido na presente seccao, abre a
casuistica categorial a estruturas continuas, em particular, a cadeias continuas.

Assim, por exemplo, sabemos que, entre dois nimeros reais x e y, temos o
morfismo A3(r?), com o fundamento dado pelo nimero tensorial r¥, em que r =
d(xz,y) = |y — x|, mas este mesmo fundamento pode ser obtido a partir de uma
composi¢ao resultante de uma cadeia morfica tal que:

Yy_ .Y T1,.%
TY=TY LT (204)

T Ty
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Estas cadeias podem, contudo, ser expandidas até distancias arbitrariamente
pequenas, sendo que, tal como no limite de um somatoério se tem um integral, no
limite da composicao algébrica de fundamentos, no qual esta deixa de ser explici-
tavel em termos de uma notacao discreta, torna-se necessario trabalhar com uma
generalizacao da composicao de fundamentos a um continuo, tal como se assume
o integral para generalizar o somatorio.

Este limite continuo constitui uma questao de trabalho para a matemdtica das
categorias, nao sendo necesséaria e, logo, nao cabendo na tematica da presente
tese.

Tendo-se introduzido as nogoes da topologia categorial, relevantes para o tra-
balho subsequente acerca da computagao e da matemaética do risco, podemos,
agora, prosseguir para esse mesmo trabalho.
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Capitulo 5. Mdquinas de Turing, Categorias e
Caos

O problema central do presente capitulo é a relagao entre a computacao, a incom-
pressibilidade algoritmica e o risco. Tal como foi referido no capitulo 3., as
mdquinas de Turing permitem localizar estruturas aleatorias, no seio da matemé-
tica.

Chaitin (2006) trabalha esta questao, relacionando-a com os fundamentos da
matemética, mas limita-se a sinalizar a presenca dessas estruturas aleatorias, o
que é insuficiente para a matematica do risco.

No capitulo 3., ficou demonstrado que a teoria das categorias permite traba-
lhar essas mesmas estruturas aleatorias enquanto totalidades morficas, tendo sido
sublinhado o facto de que o argumento acerca da existéncia de estruturas aleato-
rias em Lcay, trabalhaveis enquanto totalidades mdrficas, constitui o ponto de
partida para uma matematica do risco a partir dos fundamentos categoriais.

Contudo, torna-se necessario ir para além do trabalho de Chaitin, e da sinali-
zacao da existéncia dos padroes aleatorios, e trabalhar com computagoes maorficas
passiveis de produzirem tais padroes, integrando este trabalho com a matematica
do risco, por via da formalizacao categorial da computacao com alfabetos discretos
e da hipercomputacdo de objectos categoriais gerais. E este o trabalho que seré
desenvolvido no presente capitulo.

Assim, na secgao 5.1., sao trabalhadas as mdquinas de Turing com alfabetos
discretos e é introduzido um jogo de mercado que permite conectar as nocoes de
incerteza e de risco com a computacao adaptativa dos payoffs alternativos num
jogo, computacao, esta, que é trabalhada a partir da formalizacao categorial das
mdquinas de Turing com alfabetos discretos, da matematica dos jogos quanticos e
da matematica financeira. A metodologia da quantum risk neutral valuation é,
deste modo, utilizada em conjugacao com as mdquinas de Turing bindrias para
ilustrar a modelagao de uma situagcao de risco e para trabalhar, em termos con-
ceptuais, os elementos estruturais de uma situacao de risco, os resultados obtidos
sao conectados com o trabalho de Savage (1972), acerca dos fundamentos da esta-
tistica.

Na seccao 5.2., por seu turno, trabalha-se com a hipercomputa¢ao e com o
caos, em particular, é trabalhado o argumento de que a dindmica cadtica introduz
um segundo nivel de incompressibilidade e de aleatoriedade algoritmica na compu-
tagao, pois trata-se de aleatoriedade algoritmica ao nivel da hipercomputa¢dao. As
nogoes de caos e de estocdstico sao trabalhadas a partir da linguagem sistémica
da ciéncia do risco e do formalismo categorial subjacente as mdquinas de Turing
(subsecgao 5.2.1.). E, também, exemplificada a eficicia da teoria do caos na
ciéncia do risco, ao nivel da captura, em modelo, de padroes estocdsticos, em par-
ticular, no que diz respeito aos efeitos de Malcolm e a turbuléncia multifractal
(subsecgao 5.2.2.).
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Dado que tanto o formalismo qudntico como o formalismo da dindmica nao-
linear sao capturaveis no seio do formalismo categorial de Lcat, evidencia o facto
de que o formalismo categorial constitui uma base comum aos dois ramos centrais
de modelacao da ciéncia do risco, referidos no capitulo 2, a saber: a modelagao
qudntica e a dindmica nao-linear.

5.1. Maquinas de Turing, jogos de mercado e risco

As mdquinas de Turing (mdquinas automdticas, ou mdquinas-a, na terminologia
utilizada por Turing (1936)) sdo objectos abstractos que tém por base um modelo
matematico de computador, introduzido pelo autor, para lidar com o problema
dos limites computacionais associados aos processos algoritmicos e com o pro-
blema dos limites computacionais e logicos da teoria dos nimeros.

As mdquinas-a sao assumidas como sendo compostas por uma fita infinita a
direita, dividida em quadrados ou células, conforme o esquema seguinte:

e por uma cabeca de leitura que 1é as células e insere informagao nas mesmas.

Cada célula pode encontrar-se em branco ou conter informacao inserida, a
qual, na formalizacao matematica de Turing, corresponde a um simbolo de um
determinado alfabeto simbdlico finito composto por n simbolos.

Um alfabeto simbolico é uma construcao abstracta de unidades elementares de
imformacgao sistémica, geralmente composto por nimeros.

No contexto categorial, os alfabetos simbolicos discretos sao primitivamente
capturaveis a partir das estruturas mais elementares da topologia categorial.

Assim, considere-se o 1-simplex A', apresentado no capitulo anterior, para o
espago topoldgico composto pelo ponto morfico originante Mop,:

P, (205)

Este 1-simplex pode ser utilizado para estrutura sistémica elementar, correspon-
dendo a unidade de informacao denotada por 0, correspondéncia que pode ser jus-
tificada considerando o ntimero de pontos sistémicos num simplex categorial, dis-
tintos do ponto geométrico originante.

No nivel sistémico seguinte de espacos de adjacéncia isomorfica universal,
temos as estruturas genéricas para os espagos Mp , para os quais o simplex cate-
/—L’
gorial correspondente, que passamos a denotar por Al(e), ¢ dado por:

o4
\ / (206)
IPM
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Cada espago Mp, tem um 2-simplex correspondente A*(;1) com a estrutura gené-
rica (206), em termos topologicos, quaisquer dois espagos Mp, e Mp, sdo iso-
morfos, de facto, seguindo o trabalho desenvolvido no capitulo anterior, temos:

M~ M, (207)

tal como os espagos, também A?(u) ¢ isomorfo em relagao a A%(v), o que conduz
a uma segunda questao, a do invariante topologico. O wnvariante topoldogico, neste
contexto sistémico categorial, pode ser considerado o niimero de pontos num sim-
plex categorial que sao distintos do ponto marfico originante e da propriedade sis-
témica emergente.

Entao, temos, para Al(e), 0, e, para A%(yu), 1. Seguindo a sequéncia de
espacos de adjacéncia isomorfica universal com um numero finito de pontos, e
denotando o invariante topologico por 7(.), temos:

T(AY(e))=0,7(A%(u))=1,7(A3(u,v))=2,... (208)

O que conduz ao conjunto dos nimeros inteiros nao-negativos, capturavel, em
termos categoriais, a partir de um espaco de adjacéncia isomorfica uniwersal My,
cujos pontos sistémicos sao os nimeros inteiros nao-negativos.

Esta introdugao dos inteiros nao-negativos, a partir da nocao de invariante
topoldgico é mais adequada & sistémica topologica categorial do que a proposta
conjuntista que comeca a partir da classe vazia e prossegue com as classes de equi-
valéncia de cardinalidade (Russel, [1919], 2007), embora seja possivel considerar,
em alternativa, no contexto categorial, a relacao entre os inteiros nao-negativos e
a cardinalidade das cadeias morficas, sendo uma alternativa de introdugao,
também, consistente com a sistémica categorial.

O espago My, constitui o universo sistémico categorial para os alfabetos for-
mais discretos que assumem uma forma numérica, alfabetos, estes, que foram
assumidos por Turing para a formalizacao da sua maquina.

Assim, temos, por exemplo, o alfabeto bindrio dado pelo espaco de adjacéncia

isomorfica universal Mpa, < mp, M, com 3-simplex correspondente:
LMA
2
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Relativamente as mdquinas-a, para cada célula da fita assume-se, no caso bindrio,
trés estados informacionais alternativos, a saber: a célula pode estar em branco ou
entdo conter um 0 ou um 1. Codificando o terceiro estado (em branco) pelo
numero 2, o alfabeto fundamental para as mdquinas-a é o ternario, logo, temos o
4-simplex com a seguinte projeccao bidimensional:

° 2 (210)

As

Sao trés as operagoes elementares que se assume que uma mdquina-a pode rea-
lizar sobre o estado de uma célula, a saber: insere 0 na célula, insere 1 na célula
ou coloca a célula em branco (se a célula ja estiver em branco esta ¢ mantida em
branco por esta ultima operagao).

Estas operacoes sao expressaveis, em termos categoriais, a partir de trés cate-
gorias alternativas 0, 1,, B,, cuja estrutura passamos a explicitar. Considere-se,
entao, a categoria 0,, que corresponde a operacao de insercao de 0 na n-ésima
célula, o espago topoldgico subjacente € Oy, , sendo que o simplexr subjacente tem a
seguinte projeccao bidimensional:

. 9 (211)

que denotamos por A*(n{, nj).

O movimento de inser¢ao de 0 na n-ésima célula é, deste modo, capturado, em
termos categoriais, por uma estrutura morfica com 0 como objecto terminal:

12052 (212)

A interpretacao sistémica pode ser explicitada considerando as correspondéncias
algébricas:

0=ni1 (213
0=njH2 (214)
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Assim, uma mdquina-a pode inserir na n-ésima célula um 0, um 1 ou colocar a
célula em branco. Neste caso, a operacao seleccionada ¢ a insercao do 0, o que é
capturado pela configuracao do campo ¥y, .1 que é tal que as rotatividades pro-
jectivas de 1 e de 2 sao direccionadas para 0 que é o centro e a informacao que é
introduzida pela mdquina-a na célula.

Do mesmo modo, para as restantes duas operacoes, temos, respectivamente:

que denotamos por A(nf, n3), e:

que denotamos por A*(nd, n?).

Para além destas trés operacoes elementares, assume-se que a cabeca de lei-
tura de uma mdquina-a pode deslocar-se para a direita ou para a esquerda k
casas, sem limite para o deslocamento para a direita, mas com limite a esquerda,
tal que: se a cabeca de leitura estiver a ler a n-ésima célula, entao, apenas pode
deslocar-se k =n — 1 células para a esquerda, chegando ao inicio da fita. Assim,
considerando um deslocamento para a direita, a célula seguinte a ser lida seréd a

n + k-ésima, enquanto que num deslocamento para a esquerda a célula seguinte a
ser lida serd a n — k-ésima.

Em cada passo computacional, assume-se que uma mdquina-a realiza uma das
trés operagoes elementares juntamente com um deslocamento de + k (se for para
a direita) ou de — k se for para a esquerda, com k > 0, sendo que se k =0 a
cabeca de leitura nao se desloca. Temos, entao, as seguintes estruturas genéricas
de 5-simplexr para um passo computacional:

o A3(n}, nl, L(jfk) — a mdaquina-a insere 0 na célula sob leitura e desloca a

cabeca de leitura £k células;
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o A’(nd, ni, (%) — a mdquina-a insere 1 na célula sob leitura e desloca a
cabeca de leitura £k células;

o A(nd ni 3% — a mdquina-a coloca a célula sob leitura em branco e des-

loca a cabeca de leitura + k células.

Introduzindo a notacao:

a( £ k)= A5(nd, nd, i) (217)
b(+ k) =A%(nj,n3, i) (218)
o(£k)=And n?, 5" (219)

Cada passo computacional constitui uma transicao entre aquilo que Turing
designou por configuragoes de mdquina ou configuragées-m. A transicdo entre
duas configuragoes-m q; e q; (de g; para q;) é condicional ao estado informacional
da célula e pode ser capturada a partir de um morfismo de g; para q;, os funda-
mentos, neste contexto, sao tomados como condicionais, assim, considerando s =
0,1,2, escrevemos a( + k, s) se, dado o simbolo s lido pela mdquina-a, esta realiza
as operagoes a( + k), do mesmo modo, para as restantes alternativas escrevemos

b(+k,s)ec(Lk,s).

Dadas as operagoes fundamentais temos os seguintes trés tipos de morfismos
genéricos alternativos:

a(tk,s)
9 = 4; (220)
b(+k,s)
qG = q; (221)
o(Lk,s)
ou, em termos de notagao de simplex categorial:
A3(a(+k,5)D) (223)
A3(b(+k,5)Y) (224)
A3(e(+k,5)D) (225)
de onde se seguem as equagoes algébricas:
q;=a(Ek,s)ga (226)
q;=b(xk,8)’q (227)
q;=c( £k, s)ga; (228)

a(+k,s) ' _
No primeiro caso, (q; = q;, A*(a( £k, s)y) e q; =a( £k, ) q;), a transi¢io da
configuragao-m ¢; para a configuracao-m ¢;, dado o estado de informacao da
célula sob leitura ser s, é feita por via da realizagao das operagoes a( + k).
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b(*k,s
No segundo caso, (q; (<:’ )qj, A3(b(+k,5)7) e q;="b(£k, 8)’q), a transicio
da configurag¢iao-m q; para a configuragao-m q;, dado o estado de informacao da
célula sob leitura ser s, é feita por via da realizacdo das operagoes b( £ k).
co(*+k,s
No terceiro caso, (q; (<:> )qj, A3(¢(+ k,s)gj) eqj=c(=E k,s)gfqi), a transicao da
configuracao-m ¢; para a configuracao-m ¢;, dado o estado de informacao da
célula sob leitura ser s, é feita por via da realizagdo das operagoes ¢( £ k).

Considere-se, agora, duas mdquinas-a alternativas, ambas com duas configura-
¢oes-m, que designamos por qo e g1, sendo o a configuragdo-m inicial e q; a confi-
guracao-m final. Assume-se que a cabeca de leitura se encontra a ler a primeira
célula de uma fita em branco.

Os morfismos correspondentes a cada uma das duas mdquinas-a alternativas
sao dados por:

A¥(a(1,2)%) (229)
A3(b(1,2)%) (230)
ou, equivalentemente:

a(1,2)
do = 1 (231)

b(1,2)
do < (232)

a(1,2)

No primeiro caso, (A%(a(l, 2)§) e qo & q1), a mdquina-a insere um 0 na célula
sob leitura, desloca a cabeca de leitura uma célula para a direita, entra na confi-
gura¢ao-m ¢p e para, no segundo caso, a mdquina-a insere um 1 na célula sob lei-
tura, desloca a cabeca de leitura uma célula para a direita, entra na configuracao-
m q; e para. Denotamos a primeira mdquina-a por 9y e a segunda mdquina-a
por ;.

Considere-se, agora, um jogo de mercado em que os jogadores desconhecem
qual das duas mdquinas-a serd implementada e a informagao disponivel aos joga-
dores se encontra sincronizada com a computagao da mdquina-a, tal que apenas
quando a mdquina para, entrando na sua configuracao final, € que os jogadores
tém acesso ao resultado final da computacao. Entao, estes jogadores encontram-se
num contexto de incerteza, em relacao a computagao a ser realizada pela
maquina-a.

Assuma-se, ainda, que cada jogador pode comprar um bilhete de aposta no
inicio da computacao da mdquina-a, bilhete, este, que paga um payoff igual a
¢(0), ao titular, se 0 for inserido na fita, e paga um payoff igual a ¢(1), se 1 for
inserido na fita, tais que ¢(0) >0 e ¢(1) >0, mas ¢(0) # ¢(1).

Assuma-se, também, que existe um mercado para a compra e venda destes
bilhetes, sendo o prego fixado no inicio da computacdo da mdquina-a (quando
esta se encontra na sua configura¢io-m o), correspondendo ao prego de equilibrio
entre a procura de bilhetes por parte dos jogadores e a oferta de bilhetes por parte
de uma agéncia emissora dos mesmos.
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Nenhum dos jogadores, nem a agéncia emissora dos bilhetes, conhecem qual a
mdquina-a a ser implementada, sabem somente que ou 9, ou M; serd implemen-
tada, restando-lhes esperar pelo resultado que é apenas conhecido quando a
mdquina-a entra na sua configuragcao-m final (q1).

Dado que ninguém, no mercado, sabe qual a mdquina-a que serd implemen-
tada, ninguém consegue antecipar qual o resultado que vai obter na aposta.

Para além dos bilhetes, considera-se, também, a existéncia de um seguro que
garante um payoff que paga um montante M tal que:

_fm(oy— o) se ¢(s)=¢_
M= { 0 e ols)— s (233)

em que ¢(s) ¢ o payoff para o bit resultante da computagdo da mdquina de
Turing do jogo, ¢, =max (¢(0), ¢(1)), ¢ =min ((0), ¢(1)) e:

m(6s— 6) < o (234)

Ou seja, o seguro compensa o jogador, por um montante de m(¢4 — ¢_), nao
superior a ¢, para o caso em que a mdquina-a implementada for aquela que
conduz ao valor de payoff mais baixo nos bilhetes de aposta. Tal como existe um
mercado para os bilhetes, existe, também, um mercado para os seguros.

Neste jogo, cada jogador pode, ainda, assumir uma posi¢ao compradora ou
vendedora, num activo sem risco a uma taxa de juro sem risco de r, em regime de
capitalizagao continua.

Os elementos relevantes, neste caso, sao o seguro e o pre¢o de mercado do
seguro, que definem um pricing para o risco. Procura-se, assim, uma metodologia
de avaliacao do seguro, tal que a estrutura do jogo e o risco sejam reflectidos no
preco de mercado do seguro.

Nesse sentido, considere-se, em primeiro lugar, os elementos do jogo sem o
seguro. Dado que os jogadores podem comprar o bilhete de aposta e financiar essa
compra por via do activo sem risco, torna-se possivel, a cada jogador, construir
apostas com diferentes perfis de payoffs.

Assumindo a divisibilidade de todos os activos transaccionados em mercado e
com base nesta possibilidade, segue-se que, considerando o preco de mercado ¢
para os bilhetes de aposta, preco, este, que constitui, por pressuposto, o preco de
equilibrio entre a oferta e a procura, pode ser identificado, neste preco, uma avali-
acao do mercado, subjacente ao custo computacional de um 0 e de um 1, este
custo designamos por preco de Turing, pois refere-se a computacao realizada por
uma mdquina de Turing.

Acerca dos pregos de Turing, importa considerar o seguinte teorema:

Teorema 1 (pregcos de Turing):
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Seja @ o preco de equilibrio de mercado para um bilhete de
aposta acerca de a computacao ser realizada por uma mdquina-a 9,
desconhecida, mas que pode, apenas, ser uma das duas mdquinas-a
My ou My, e seja r a taxa de juro sem risco, entao, sob o pressu-
posto de divisibilidade dos bilhetes, o preco de Turing do bit 0 é:

_o—¢()e"
=550 - o) 259
sendo, o preco de Turing do bit 1:
_ P —¢(0)e "
=50 - 60 230

Demonstracgao:

O preco de Turing do bit s constitui o custo da estratégia que
produz como payoffs a fungao:

f(s)z{é o gz% (237)

em que M é a mdquina-a do jogo.

Para o caso do bit 0, considere-se uma posi¢ao longa (compra-
dora) no bilhete de aposta e curta (vendedora) no activo sem risco,
tal que o montante do reembolso mais juros no final da computacao
da mdquina-a € igual a — ¢(1). Entdo, para esta estratégia, temos o
seguinte perfil de payoffs:

9(0) — ¢(1) se M=My
{ 0 se M= (238)

O custo desta estratégia é:
A0) =0 — ¢(1)e " (239)
em que 7 é o tempo de computacao entre qo e ¢; para uma

maquina-a.

Dado o pressuposto de divisibilidade, pode-se assumir uma

posicao numa parte deste activo artificial, dada pela quantidade

! ok de onde resulta o custo:

$(0) — &(
®—¢(L)e
T0)=——""+ 240
=50 - o) 240
para uma estratégia com payoff:
1 se M=M,
{0 se M=, (241)
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o que demonstra (235).

Para o caso do bit de interesse ser 1, assume-se um reembolso
com capital mais juros igual a ¢(0) tal que se obtém o perfil:

¢(1) — ¢(0) se M=,
{ 0 se M=IM, (242)

estratégia que tem um custo de:
A1) =P —¢(0)e "™ (243)

Dado o pressuposto de divisibilidade, pode-se assumir uma posicao

numa parte deste activo artificial, dada pela quantidade m,
de onde resulta o custo:

T(1)= 244
V=306 (244)
para uma estratégia com payoff:
1 se M=,
{o B — (245)

o que demonstra (236).
Q.E.D.

Em termos econémicos, os precos de Turing coincidem com a nocao de precos
Arrow-Debreu (Huang e Litzenberger, 1988; Lengwiler, 2004). Importa restringir
os precos de Turing a uma positividade, o que é garantido pelas desigualdades
6 <D< o,

A computacao adaptativa da situacao de risco, pelo mercado, permite conectar
os precos de Turing a uma probabilizagcao sistémica por via da formalizacao qudan-
tica financeira da situacao de risco.

Considere-se, assim, os morfismos subjacentes a cada uma das mdquinas-a
: = 3 q1 To
alternativas. Temos, entao, para 9y, o morfismo A (a(l, 2)q0), ou seja:
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em que Poy, ¢ a propriedade sistémica emergente a partir da mdquina-a 9y na
sua actividade computacional, e que permite sinalizar a computacdo como sendo
aquela que é realizada pela mdquina-a M.

Por seu turno, para a mdquina-a My, o morfismo correspondente A3(b(1,2)3)
tem a seguinte estrutura:

¢{/\<?®$ (247)

Para o sistema de jogadores, cada uma destas duas pirdmides mdrficas sintetiza
uma de duas historias sistémicas possiveis para a mdquina-a €, logo, para o jogo.
Existindo duas possibilidades, existe contingéncia no que respeita as historias sis-
témacas.

As historias possiveis podem ser, entao, reunidas naquilo que constitui uma
avaliacao da totalidade da situacao sistémica de risco, conduzindo a uma cate-
goria J, a categoria das historias sistémicas possiveis do jogo. A categoria J é
composta por dois morfismos com a mesma representagao de 3-simplex que (246)
e (247), com a tnica excepc¢ao de que o vértice da propriedade sistémica passa a
ser P 7.

A passagem da identificacao da categoria das historias possiveis & computagao
sistémica de probabilidades de jogo, resulta da expansao da categoria J para a
categoria qudntica Q, a qual resulta da expansao do campo ¥y, .} de J, para um
Novo campo \Iff{ uv} que atribui um valor a conectividade do ponto geométrico ori-
ginante a (o tal que se passa da categoria J com teia mdrfica subjacente:

N

a

~
—

)

)

1!

qo b(1,2) q1 (248)
=
a uma categoria Q:
N a(1,2)
_)
0200 10 N (249)
=

h
ou seja, existe agora um morfismo adicional e—=q, associado a conectividade entre

o ponto geométrico originante e qo. Em termos tensoriais, temos:

qo=h¥e (250)
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estando a lidar-se com uma categoria, torna-se necessario considerar os resultados
da composicao algébrica de fundamentos das seguintes duas cadeias:

h  a(1,2)

o =qy = 1 (251)
h  b(1,2)

O;)qo = q1 (252)

trabalhando com a notacao tensorial define-se, entao:

ad = a(1,2)Bp (253)
b = b(1, 2)qh’ (254)

em que a e b sao fundamentos morficos distintos. Assim, a transicao de J para Q

é tal que, em Q, ocorre uma computacao categorial das historias possiveis a partir
h
da conectividade morfica de q; com a origem sistémica, tal que, o morfismo e=q

permite distinguir os dois ramos alternativos na conectividade morfica entre e e
qi-

Esta computacao sistémica das alternativas, a partir do ponto geométrico ori-
ginante, é assumida como reflectindo a avaliacao sistémica, pelos jogadores, dos
payoffs associados a cada historia alternativa para a mdquina-a, avaliacao, esta,
que conduz aos precos de Turing.

Nesse sentido, torna-se necessario considerar a natureza de a e b. Seguindo a
teoria qudntica dos jogos (Gongalves e Gongalves, 2007) introduz-se um tensor °
com s =0, 1 tal que:

W=a (255)
Pr=b (256)

assumindo-se a e b como ntimeros complexos tais que:
it =la*+|b]*=1 (257)

onde se utilizou a notagao de soma de Einstein que soma o produto dos indices
repetidos, e assumiu-se 1; como correspondendo ao transposto conjugado de )°,
isto é: Y =°t.

Deste modo, os fundamentos morficos a e b podem ser considerados como

valores de um tensor de amplitudes de probabilidades, o que significa que a compu-
tacdo categorial esté a associar a categoria Q um bit qudntico.

142



Para que o bit qudntico reflicta os precos de Turing introduz-se um operador

Hamiltoniano financeiro H (Gongalves e Gongalves, 2007) e as seguintes duas
equacoes:

[FI—\/W@)]WZO (258)

exp(—7r7)
1/—p&,(g) =1 (259)

A primeira equacao define ¢° como um tensor proprio de H , sendo os valores pro-
prios dados por /e""%(s), a segunda equagao corresponde a uma restrigao de pro-
babilidade, que limita cada ° a tomar um valor na recta real, tal que temos:

Y= /"% (s) (260)

logo, ©° depende dos pregos de Turing. De (255), (256) e (260) seguem-se, entao,
as igualdades:

— \/e7%(0) (261)
= /e %(1) (262)

logo, para os morfismos de e para q:

/e %(0)

e = q (263)
EEE 6]

e = q (264)

A condi¢ao de normalizagao (257) é satisfeita como passamos a demonstrar:

af? + o=
=e"%(0) +e7E(1) =

e 20T B p(0)eT
- ( 50— o(1) <>—¢<0>)

:( — (e <I>—¢<o>e—”):
50— o()  60) — oD

— ¢(O)€_TT_¢(1)6_TT —eT e T =
— (St ) 2

Deste modo, |a|? e |b]? correspondem a probabilidades associadas a cada mdquina
de Turing alternativa, pela computagao adaptativa da situagao de risco, pelo mer-
cado, e reflectem, no valor da probabilidade, a avaliagao do mercado em relagao
ao preco do bilhete ® e a estrutura de payoffs ¢g e ¢ que determinam os precos
de Turing, enquanto custos associados a cada um dos dois bits alternativos.

‘ 2
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Considerando, agora, o operador de payoffs 11 satisfazendo a seguinte equag¢ao
de valor proprio:

(1= ¢(s) Jue=0 (266)
(1) = (0O + H(1) [0 (267)
segue-se que:
d=e "7 (11), (268)
De facto, temos:
e T (f[} =
gy @ ST @ G(0)e "
=S my —amy T WD = 600)
b= g(1)e T ()
Y050 — o WS - 600)
D((0) — 6(1) — H(0)$(1)e + $(1)$(0)e "
- 5(0) — o(1) - 2

Assim, o preco de mercado do bilhete de lotaria coincide com o payoff esperado,
calculado a partir do bit qudntico do jogo, e descontado a taxa de juro sem risco.

Com base nestes resultados, podemos, agora, introduzir pricing do seguro,
através do seguinte teorema de nao-arbitragem, demonstrado no anexo A.:

Teorema 2 (nao-arbitragem):

Seja S o prego do seguro, com payoff:

[ (s —6) se dls)=o
M ‘{ 0 e ols)— br (270)

em que ¢(s) é o payoff para o bit resultante da computacio da
mdquina de Turing do jogo, ¢, = max (¢o, ¢1), ¢— = min (do, é1),

m(¢y — ¢-) < ¢4. Defina-se s, tal que ¢(s1) = ¢4 e s_ tal que
¢(s_) = ¢_, entdo dado o operador M tal que:

M= =m(¢y — ¢ )b (271)
Myps+ =0 - p+ (272)

na auséncia de oportunidades de arbitragem, S é tal que:

S=e"(M)y (273)
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Deste modo, o risco ¢ avaliado pelo sistema, a partir das amplitudes de probabili-
dade, resultantes dos precos de Turing. Trata-se, neste caso, de uma avaliacao do
valor adaptativo de uma estratégia que protege o jogador no cenério adverso
(veja-se 0 anexo A. para uma explicacao deste facto).

O presente exemplo permite conectar trés bases conceptuais centrais para a
matemaética do risco, a saber: a teoria qudntica dos jogos; a matematica financeira
e o trabalho de Savage (1972) acerca dos fundamentos da estatistica.

Podemos considerar uma base de nomenclatura, adaptada a partir de Savage
(1972) e combinada com a terminologia sistémica da ciéncia do risco, para traba-
lhar, de modo matematico, um modelo geral de uma situacdo de risco, assim, con-
sidera-se os trés elementos descritivos centrais de uma situacdo de risco:

e A situacao sistémica;
e O espaco de possibilidades de historias da situagao sistémica;
e A historia actualizada da situagao sistémica.

No caso do jogo trabalhado acima, a situacdo sistémica inclui dois sistemas com-
putacionais, a saber: a mdquina de Turing; o mercado de apostas.

A computacao da mdquina encontra-se determinada pelo programa implemen-
tado, o mercado de apostas constitui um sistema adaptativo complexo que, na
auséncia de conhecimento acerca da historia final da situacdo sistémica, trabalha
em contexto de incerteza.

Existem, neste caso, duas historias sistémicas para o jogo, correspondentes as
duas madquinas de Turing alternativas MM, e 9M;. Os agentes adaptativos
conhecem o funcionamento das mdquinas de Turing e sabem que, se entrarem no
jogo, comprando o bilhete de aposta, existem apenas duas alternativas de payoffs,
a saber: ¢(0), resultante da histéria computacional em que 9%, é implementada, e
¢(1), resultante da historia computacional em que 9y é implementada.

O espago de possibilidades do jogo, tal como este é computado pelo sistema
adaptativo, é, entao, dado pela categoria J. A computagcao do risco pelo mercado
faz emergir um preco de equilibrio de mercado para os bilhetes de apostas, o qual
pode ser conectado a um sistema de precos de Turing, conectaveis, por seu turno,
a uma computacao qudntica adaptativa do mercado, sintetizada pela categoria Q.

O bit inserido na fita ¢ um resultado necesséario, pois a maquina é determinis-
tica e limita-se a correr o programa que a caracteriza, enquanto tal. Deste modo,
existe uma necessidade sistémica, associada as condicoes iniciais e a estrutura
computacional que determinam toda a histéria do jogo, mas os jogadores, que
estao no mercado, nao tém acesso, nem as condigoes iniciais, nem a estrutura
computacional, o tnico conhecimento que possuem é o facto de que se apostam,
entao, estao a apostar num contexto de incerteza, acerca de duas histérias alter-

nativas, de tal modo que apenas J e os payoffs sao conhecidos, enquanto possibi-
lidades.
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Estes contextos decisionais foram trabalhados por Savage na sua investigacao
acerca dos fundamentos da estatistica. O problema central, para Savage, foi o pro-
blema das probabilidades e da relacao entre as probabilidades e a cognicao adap-
tativa dos jogadores, num jogo em que existe incerteza quanto ao resultado, incer-
teza, esta, que se relaciona com a posicao sistémica do jogador que nao lhe per-
mite aceder, antes do final da situacao sistémica de risco, ao resultado da mesma.

No seio da ciéncia do risco, que constitui o substrato cientifico para o trabalho
matematico, desenvolvido na presente tese, o risco é inseparavel da incerteza, isto
é, incerteza e risco ocorrem em correlacao perfeita nas dinamicas das situagoes de
risco, sendo o risco aplicavel, enquanto nocao, a qualquer situacao sistémica em
que exista incerteza, ameagas e oportunidades.

O trabalho de Savage pode ser sinalizado enquanto referéncia central, para a
investigacao acerca dos fundamentos sistémicos da teoria das probabilidades, pois
o autor procurou, a partir do reconhecimento da presenca de incerteza cognitiva,
numa dada situacao sistémica, formalizar, em termos matemaéticos, os elementos
decisionais que conduzem a uma computag¢ao do risco por parte dos agentes adap-
tativos, computagao, esta, que conduz a uma dada avaliacao probabilistica.

Assim, o trabalho de Savage pode, também, ser sinalizado como referéncia
central para uma matematica do risco que vise eficacias cientificas para o trabalho
de investigacao, fundamental e aplicado, desenvolvido no seio da ciéncia do risco.

O trabalho matematico desenvolvido acima, para o exemplo do jogo, parte de
uma posicao anédloga a de Savage, trabalhando num contexto semelhante ao de
Savage. Em particular, tanto em Savage, como no exemplo acima, trabalha-se
com uma nocao de processo de probabilizacao adaptativa por parte de jogadores
num dado jogo.

Existe, contudo, uma diferenca central entre o trabalho desenvolvido acima e a
proposta de Savage, a saber: Savage trabalhou a partir de ordenacoes de preferén-
cias e de probabilidades para capturar a probabilizacdo adaptativa conducente a
uma formacao de juizos probabilisticos, acerca de alternativas em contextos de
incerteza, no exemplo acima, trabalhou-se com um mercado de apostas e com um
principio de nao-arbitragem para capturar a probabilizacao adaptativa.

Trata-se, no exemplo apresentado, de trabalhar, num contexto matematico,
uma economia de jogo em que se torna central a interaccao entre agentes adapta-
tivos e a capacidade dos mesmos em identificarem oportunidades no seio da situ-
acao, em particular, oportunidades de arbitragem e oportunidades de adaptacao
antecipadora ao risco por via de processos de proteccao contra resultados, avali-
ados como sendo adversos (o seguro, vendido/construido artificialmente via repli-
cating portfolio (ver demonstragdo no anexo A.)).

A diferenca de abordagem, em relacao a Savage, é de ordem sistémica, pois,
Savage considera uma coincidéncia de ordenagoes de preferéncias e probabilisticas
constitutivas de cada agente adaptativo e, logo, embora individuais, comuns a
todos os agentes.
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Em Savage nao existe, primitivamente, um processo interactivo entre os
agentes, a ordenagao impoe-se a cada um por via da sua natureza individual. No
caso acima, a computacao do risco ¢ uma computacao sistémica resultante da pro-
pria auto-organizacao e adaptabilidade do colectivo de agentes adaptativos que
compoe o mercado, enquanto sistema adaptativo complexo, enquadramento que é
vantajoso para a base conceptual da ciéncia do risco, vinda da ciéncia dos sis-
temas.

Por outro lado, o facto de a computacao das probabilidades resultar, nao de
uma ordenacao, mas de uma avaliacao adaptativa que busca oportunidades e se
adapta as mesmas e que procura proteger-se do risco, utilizando uma racionali-
dade estratégica, permite incorporar, na teorizagao matemética do processo de
probabilizacao adaptativa, a problematizacao sistémica e procura activa dos sis-
temas por mecanismos de adaptacao ao risco que tirem partido das oportunidades
identificadas e procurem proteccao contra as ameacas.

As amplitudes de probabilidades 1° resultantes da computacdo categorial
qudntica, permitem formalizar um processo de computacao adaptativa do mer-
cado, conducente a uma avaliacao do preco de cada activo, tal que nao existem
oportunidades de arbitragem, o que significa que qualquer desvio, em relagao aos
precos resultantes da computacao do mercado, seria rapidamente sinalizado pelo
mesmo mercado e eliminado. O resultado final é semelhante aquele que leva os
cosmologos a introduzirem uma funcao de onda para as historias do universo, sin-
tetizando um célculo conducente a uma amplitude de probabilidades para dife-
rentes historias possiveis alternativas.

Esta semelhanga com a cosmologia quantica é reforcada pela equacao de
Schridinger independente do tempo (time independent Schrédinger equation), para
o Hamiltoniano financeiro, semelhante ao que ocorre na cosmologia quantica com
o uso da equagao de Wheeler-DeWitt (Hartle e Hawking, 1983; Hawking, 1984).
A diferenga é que, no caso dos cosmologos, a teorizacao é top-down, enquanto que,
neste caso, a equagao (258) e a condi¢ao (259) resultam de uma sintese matemé-
tica acerca de um processo de auto-organizacao de mercado do qual emerge uma
avaliacao de risco, capturavel a partir da categoria Q, enquanto estrutura mate-
mética, adequada a descricao da situa¢do do mercado, logo, no contexto finan-
ceiro, trabalha-se no seio de uma abordagem bottom-up.

A abordagem bottom-up constitui uma posicao central da teoria qudntica dos
jogos e da econofisica qudntica, quando sao trabalhados os contextos de sistemas
adaptativos complexos (Gongalves e Gongalves, 2007; Saptsin e Soloviev, 2009).

A presenca de incerteza e contingéncia quanto as histoérias sistémicas, junta-
mente com uma computagao de ameacas e oportunidades constituem, assim, os
elementos sistémicos necessarios a uma conceptualizacao de uma situagao de
risco, na qual a teoria das categorias e a econofisica qudntica se tornam ferra-
mentas tuteis. Esta é a primeira ponte que pode ser estabelecida entre a base teo-
rica computacional e categorial da matemética do risco e a modelagao de sistemas
em situacoes de risco, a segunda ponte é estabelecida a partir do trabalho das
nogoes de estocdstico e de caos, ao qual passamos seguidamente.

147



5.2. Hipercomputacao e caos

A nocao de caos assume, na ciéncia do risco, uma operatividade associada aquilo
que, nas dindmicas dos sistemas, ¢ sinalizado como ordem no aleatorio. Neste sen-
tido, a nocao de caos encontra-se relacionada com a nocao de estocdstico.

Poincaré expandiu a nocao de aleatoriedade para niveis operacionais, relacio-
nando-a com os termos gregos stochos, com o significado de alvo, e stochastikos
com o signficado de habil no objectivo, ou alvo (Madeira e Gongalves, 2009).

A diferenca entre as duas nocgoes, aleatdrio e estocdstico, localiza-se ao nivel
conjectural dos padroes sistémicos, sinalizados e configurados a partir da per-
cepcao de padroes de ritmicidade rotativa que emergem da dindmica aleatoria,
sempre dependente das condigoes iniciais (Madeira e Gongalves, 2009).

A eficacia operativa, que torna vantajoso o uso do termo estocdstico, resulta
do reconhecimento da presenca de estruturas estatistizaveis/probabiliziveis em
padroes sinalizaveis como aleatorios. A mnocao de estocdstico aplica-se, deste
modo, quando sao localizadas, no aleatorio, estruturas apreensiveis a partir de fer-
ramentas matemaéticas, em particular, de ferramentas estatisticas.

A nocao de caos é, entao, aplicada em sistemas cujas dinamicas fazem emergir
padroes aleatorios para os quais a nogao de estocdstico assume uma vantagem
operativa, logo, o caos pode ser definido a partir da estocasticidade, em padroes
aleatorios, emergentes da dinamica dos sistemas, enquanto estrutura no aleatorio
(Prigogine e Stengers, 1986; Stewart [1989]|, 1991; Day, 1998; Madeira e Gon-
calves, 2009).

O caos foi identificado na fisica, pela primeira vez, por Poincaré como resul-
tado da analise da dinamica gravitica para o problema das 6rbitas de trés corpos
(Stewart, [1989], 1991). Poincaré sinalizou, na sua analise, a existéncia de dina-
micas com padroes intrincados que se interpenetram transformando-se numa
ordem feita de ordens exponenciadas em teia (Stewart, [1989], 1991).

O termo caos foi conceptualmente assumido e trabalhado, a partir do grego
khaos, para um referente paradigmético cognitivo, sinalizado como uma estrutura
primordial originante (Madeira e Gongalves, 2009).

A nocao grega de khaos sintetiza uma nocao de vacuidade, trevas, indetermi-
nacao, desordem e totalidade indiferenciada. A raiz genética do termo, cosmogoni-
camente trajectada, permitiu um desenvolvimento do mesmo termo, para novos
significados, agilizados por eficicias de ordem pragmaética no seio da matematica,
em particular, no que respeita a uma sintese conceptual para niveis de operaciona-
lidade na captura de uma semantica de ordem no aleatdrio cuja acessibilidade
computacional enfrenta limites fundamentais associados & capacidade dos sistemas
em lerem as condi¢Oes iniciais formativas e calcularem as leis de estrutura passi-
veis de uma apreensao preditiva dos padrées no aleatorio (Madeira e Gongalves,

2009).
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A nocao de caos, definida como ordem no aleatorio, foi introduzida, na dind-
mica nao-linear, por Li e Yorke (1975), acerca da ocorréncia de padroes com-
plexos na dindmica do mapa logistico. A mesma nocao foi introduzida por via de
uma adjectivacao da dinamica do mapa que, para determinados valores do para-
metro de controlo, produz padroes de turbuléncia e de aleatoriedade que se pen-
sava apenas poderem ocorrer em sistemas com um numero elevado de graus de
liberdade, mas nao em sistemas com um pequeno numero de graus de liberdade
(Li and Yorke, 1975).

Em termos matematicos, o formalismo da dindmica nao-linear, em particular
no que se refere aos mapas nao-lineares, pode ser trabalhado, a partir de uma
outra estrutura computacional abstracta com a mesma estrutura de uma mdquina
de Turing, mas com a diferenca de que pode inserir, em cada célula, uma qual-
quer totalidade sistémica categorial. Isto é, uma qualquer estrutura categorial
pode fazer parte da computacao desta mdquina de Turing expandida, a qual é,
assim, capaz de hipercomputacao. Passamos, deste modo, a trabalhar estas
mdquinas-a para a teorizagao matematica de sistemas dindmicos, conectando a
mcompressibilidade algoritmica a nocao de caos.

5.2.1. Sistemas dindmicos, (in)compressibilidade e nao-periodicidade
Seguindo o trabalho desenvolvido no capitulo anterior, considere-se um espaco
métrico Op,, tal que X é a categoria da métrica. Seja B.(fi) a bola composta

pelos morfismos A3(rh), com i fixo e p tal que r=d(pu, i) <e.

Um mapa sobre B.(ji) ¢ um auto-functor:
_\ ¥ _
B.(in)=B.(fx) (274)
ou, em termos de notacao de simplex categorial:

a3 (o) (275)

®E

em que ¢ é tal que define, para as estruturas mononodais, uma fungao sobrejec-
tiva, mas nao necessariamente injectiva.

Seja S um sistema dindmico cujo espaco de fases Es pode ser capturado, em
termos geométricos e topoldgicos, por uma bola BS(j1), tal que:

55“’@5?(@ Bg(ﬂ) (276)

€s
isto ¢, Es e BE(j1) sdo isomorfas sob o isomorfismo de fundamento ps.
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Entdo, se um mapa sobre BS(j1), de fundamento ¢, captura, em termos mate-
méticos, a lei dinamica de transicao de estado do sistema, assumindo passos dis-
cretos de tempo, de magnitude 7, segue-se que: se o estado do sistema no
momento t for o ponto de fase (ponto sistémico do espaco de fases) g (i),
entdo, o estado seguinte ¢ dado por ¢35 (¢(u)).

Na pratica, pode-se investigar a dinamica do sistema a partir de BS(j1) e da
lei dinamica capturada, em termos abstractos, por ¢, o que explica a préatica sim-
plificadora de se designar BS(fi) por espaco de fases, correspondendo & estrutura
geométrica e topoldgica cujos pontos sistémicos constituem uma representacao
mateméatica abstracta dos estados concretos do sistema. Seguimos esta pratica e
designamos os pontos de BS(ji) por pontos de fase, sendo o estado do sistema
num dado momento ¢ descrito por um ponto de fase.

A lei dindmica de transicao de estado emerge a partir das relagoes sistémicas
fundamentais que determinam, em termos estruturais, a ligacao temporal causal
entre dois estados, logo, entre dois pontos de fase, esta ligagao temporal causal é
expressa por um functor de situs, determinado pela lei dinamica capturada, em
termos abstractos, por ¢ tal que: se pu é o estado do sistema em t e v = ¢(u),
entao, temos o functor de situs de fundamento i}, = L:f(“), para a ligacao entre o
estado do sistema em t e em ¢t + 7. Por seu turno, entre ¢t e ¢t 4+ 27 a ligagao é tal

que:

Py _ oPl(u) o(n)
v =0 e (277)
em que p2(u) = o(¢(p)) corresponde a segunda iterada do mapa, em pu, sendo a
primeira iterada ;1) = (). Assim, para n-itera¢ées temos:
. [n]
Py =1y (278)

Uma sequéncia de iteragoes, a partir de um ponto de fase inicial p, determina
uma trajectoria ou orbita no espago de fases.

Uma abordagem computacional da dindmica do sistema, utilizando a abor-
dagem de Turing, trabalha com a estrutura BS(ji), enquanto alfabeto informaci-
onal, sendo uma drbita inserida na fita, de tal modo que uma sequéncia de n ite-
ragoes € introduzida em n + 1 células, tais que: a primeira célula da fita contém o
ponto de fase inicial, a segunda célula contém a primeira iterada, e assim sucessi-
vamente até a n + 1-ésima célula que contém a n-ésima iterada.

Assim, torna-se necessario rever o alfabeto de uma mdquina-a. Trabalhando-se
com as estruturas BS(ji) enquanto alfabetos, torna-se necessario convencionar um
simbolo para a célula em branco, que nao 2, pois o nimero 2 poderé figurar como
ponto de fase em algum espaco de fases. Por seu turno, utiliza-se o simbolo B
para sinalizar a célula em branco. Do mesmo modo, para os deslocamentos da
cabeca de leitura das mdquinas-a, devido ao mesmo problema, passa-se a utilizar
o simbolo Dy, para um deslocamento da cabeca de leitura por +k células.
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As trés estruturas genéricas para um passo computacional denotadas, na
seccao anterior, por a( £+ k), b( £ k), ¢( £ k), tém, deste modo, de ser revistas,
assim, para um ponto de fase p, a inser¢ao do mesmo na n-ésima célula, sob lei-
tura, seguida de um deslocamento da cabeca de leitura da mdquina-a por =+ k
células, ¢ dada por uma categoria p*( + k), cujo espago de adjacéncia isomorfica
universal coincide com o espaco de adjacéncia isomorfica universal subjacente a
BE (i) (O;psg(m) e com Dy e B enquanto estruturas nodais adicionais. A cate-

goria p*( L k) é, entdo, composta pelos seguintes morfismos:

A5<n5, k. Lfﬂ) (279)
em que g é tomado como fixo e v pode assumir qualquer valor em OPBS@’
excepto u, e a composi¢ao algébrica de fundamentos é tal que: :

JDer— Lfiknﬁ (280)
Lt = Lfi’“n‘é (281)
logo:
Dip=1"%y = Lfiknl’;‘y (282)
Dyip=13*"B=1,*"niB (283)

Por seu turno, a operagao de colocar a n-ésima célula, sob leitura, em branco e
deslocar a cabeca de leitura £k células é dada pela categoria o( + k), cujo espago
de adjacéncia isomdrfica universal coincide com o espago de adjacéncia isomdrfica
universal subjacente a p*( £ k), e cujos morfismos sao:

A4<n§ , Lgﬂ) (284)

em que v pode assumir qualquer valor em O;psgm e a composicao algébrica de
fundamentos é tal que:
Pk = Dk B (285)
logo:

Dap=D%y =5 by (286)
Dadas as categorias p*( + k) e o( £ k), correspondentes as operagoes fundamen-

tais, temos os seguintes dois tipos de morfismos genéricos alternativos para um
passo computacional:

o(Lk,s)
g9 = q; (287)
pH(tk,s)
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em que o( £ k, s) significa que o( + k) é implementada pela mdquina-a na tran-
sicao da configuragao-m q; para a configura¢ao-m q;, quando o estado da célula
sob leitura é s, e, de modo analogo, p*( £ k, s) significa que p*( + k) é implemen-
tada pela mdquina-a na transicao da configuragdo-m q; para a configuragao-m q;,
quando o estado da célula sob leitura é s.

Assumindo uma fita em branco e uma cabeca de leitura sobre a primeira
célula, a mdquina-a, para n iteragoes a partir de p, denotada por M(yp, u, n), é
dada pela cadeia:

pH(1,B) p?(MW(1,B) p*’[n](“)(l,B)
o = d1 & G2-0n = dptl (289)

ou, em termos do simplex categorial correspondente:

qo’ q1?

Am3(pr(1, B3 (L, B, 92 (1, B (290)

esta mdquina-a introduz, assim, nas primeiras n + 1 células a sequéncia de pontos
de fase 1, p(), ..., ©"(1), ou seja, a drbita sistema a partir de p, sob o, para n
iteragoes.

O namero n + 3 é obtido do seguinte modo: existem n + 2 vértices correspon-
dentes as configuracoes-m, mais um vértice para a propriedade sistémica P , p
que caracteriza as configuragoes-m como resultando das n iteragoes a partir de p,
sob ¢, mais um vértice para o ponto geométrico originante o, de onde resultam
n + 4 vértices, logo, estamos perante um n + 4 — 1-simplex categorial, isto €, um
n + 3-simplex categorial.

Considerando a possibilidade de continuar indefinidamente, e trabalhando com
cadeias infinitas de iteracoes, temos:

PU(LB)  p?0(1,B)
do &= 1 = (qa.. (291)

que corresponde a um simplex categorial, cujo nimero de faces triangulares é a
cardinalidade Ny dos niimeros inteiros, ou seja, o primeiro cardinal transfinito can-
toriano, assim, temos:

AN (pr(1, B)I p?W(1, B)®,...) (292)

q0’ q1’

As cadeias infinitas tornam-se importantes na investigacao de propriedades
assimptoticas e na investigacao acerca da (in)compressibilidade e do caos, como
veremos mais adiante na presente subsecgao.
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Considere-se, agora, como exemplo, o caso da familia parametrizada dos
mapas logisticos sobre a bola no espaco métrico dos niimeros reais B55(0.5), ou
seja, o intervalo [0, 1]:

Pa(p)=a- p(l—p) (293)

A din&mica resultante para estes mapas depende do valor do parametro a.

Um modo eficaz de visualizar a dindmica consiste em considerar, para uma
cadeia finita de n iteragoes, um cronograma que represente a sequéncia de valores
presentes na fita da mdquina de Turing, apés a maquina parar.

Assim, por exemplo, para n = 100 iteragoes, se a = 2 (figura 1(a) do anexo
C.), a dinamica tende para um valor final fixo apo6s algumas iteragoes, trata-se de
uma dindmica de ponto fixo. Por seu turno, para o mesmo nimero de iteragoes,
quando a = 3.2 (figura 1(b) do anexo C.) a dinAmica do sistema é atraida para
uma dindmica periodica. Para a =4 (figura 1(c) do anexo C.), por seu turno, a
dinamica é cadtica.

Li e Yorke (1975) trabalharam esta ultima dindmica para o mapa logistico, a
partir da nogao de caos, tendo assumido a mesma nocgao para sintetizar um com-
portamento nao-periédico e irregular no padrao dinamico, gerado pela propria
computacao sistémica, e nao por uma diversidade de choques exdgenos (Day,
1998). Day (1998) define, assim, caos dindmico, no seu sentido mais geral, como
estocasticidade intrinseca, logo, trabalhando, em termos sistémicos, a nocao de
caos a partir da nocao de estocdstico e localizando, no proprio sistema, a fonte de
estocasticidade, logo, de padrao apreensivel no aleatorio.

O elemento central da nocao de Li e Yorke, conforme defendido pelos autores,
é a nao-periodicidade dindmica, que é satisfeita para qualquer numero de itera-
¢oes, ou seja, a existéncia de nao-periodicidade nao-transiente, logo, nao se trata
de uma dinamica asstmptoticamente periodica.

Em termos computacionais, a consequéncia imediata é a incompressibilidade
da cadeia morfica infinita para uma mdquina-a que computa as iteracoes do
mapa.

Trata-se de uma incompressibilidade algoritmica de ordem superior, pois cons-
titui um limite & hipercomputagcao. Assim, por exemplo, no caso do mapa logis-
tico, o numero de Chaitin, {2 (que se encontra no intervalo [0, 1]) pode ser inserido
por uma mdquina-a na fita, por outro lado, tomando pu =2, a mdquina-a das ite-
ragoes do mapa logistico, para um valor do pardmetro conducente a um ponto fixo
assimptdtico, vai computar a orbita a partir de {2 e conduzir a esse ponto fixo.

A aleatoriedade de €2, sinalizada por Chaitin a partir da nocao de incompressi-
bilidade algoritmica, aleatoriedade, esta, que constitui um limite para a compu-
tacao bindria, nao constitui um limite para a hipercomputacao que esta a ser tra-
balhada na presente secgao.
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Contudo, a dinamica cadtica conduz a cadetas incompressiveis, com a incom-
pressibilidade definida a partir de um tipo de mdquinas-a que designamos por
mdquinas ciclicas. Para explicitar, neste contexto, o sentido da compressibili-
dade/incompressibilidade, considere-se o caso das drbitas periddicas.

Dada uma cadeia infinita A™(p#(1, B)E, pP(1, B)®, ...), para uma dinmica
de ponto fixo, apds alguns passos, cada célula passa a ter o mesmo valor impresso,
o que significa que a partir de uma dada célula n,, até a qual é identificavel uma
dindmica transiente, para todo o n > ny, tem-se a mesma informacao a ser inserida

pela cadeia, a saber: o ponto fixo.

Como exemplo, no caso do mapa logistico sy, para pu = 0.2512343, uma cadeia
de dez iteragoes, calculada pelo software Efchaos, apresenta um transiente até
ne = 4, com ¢4(0.2512343) = 0.499993, sendo °(0.2512343) = 0.5 que é o valor
do ponto fixo. Note-se que, neste caso, o fim de um transiente pode ser definido
pelo primeiro valor igual a 0.5 ou a 0.49999..., ou a um valor suficientemente
aproximado, de 0.49999..., no caso, g0[4](0.2512343) poderia ser considerado como
j& nao pertencendo ao regime transiente, sendo o transiente definido até n = 3,
para o qual o software calculou o valor ¢PPl>0.4981227.

Regressando a analise da compressibilidade, no caso da o6rbita de ponto fixo, a
cadeia infinita pode ser reduzida a uma mdquina de Turing, definida por uma teia
morfica finita dada pelo seguinte morfismo:

Antr+4<p (1, B)2, p? (1, B)E, ., p# "W (1, B)gret pra(l, B)C'"““) (294)

90’ q17 " Onge+1

em que fy ¢ o ponto fixo, ou seja, ¢(u1) = 1. A mdquina-a segue a sequéncia de
iteracoes até nyg, depois desloca a cabeca de leitura para a direita, e entra num
ciclo computacional, em que insere, em cada célula, subsequente o valor do ponto
fixo .

O ntmero ny + 4 é obtido do seguinte modo: existem ny, + 2 vértices para as
configuracoes-m necessarias para computar a dindmica transiente, por outro lado,
para o ciclo computacional, estamos perante um automorfismo, logo, necessitamos
de um wvértice adicional para g, +1, de onde resultam n, + 3 vértices para as con-
figuragoes-m, mais um vértice para a propriedade sistémica P, , que caracteriza
as configuracoes-m como resultando das iteragoes a partir de p, sob ¢, mais um
vértice para o ponto geométrico originante o, de onde resultam ng + 5 vértices,
logo, estamos perante um n, + 5 — 1-stmplex categorial, isto é, um ny, + 4-simplex
categorial.

Por seu turno, para uma cadeia finita correspondente a N > ny, iteracoes, a
mdquina-a € dada pelo seguinte morfismo:

Antr+5
(p (1 3)2(1)7. .’pﬁo["tr](ﬂ)(N — N, B)EZZYH>
pri(—1, B)grrt P (N — e+ Lm)ﬁ',zgjf) (295)
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Esta mdquina-a segue o mesmo programa que a mdquina-a anterior, computando,
primeiro, o transiente. No final do transiente (em ny, iteragdes), a mdquina-a
encontra-se a ler a célula ny + 1 e existem N — ny, iteragoes que falta computar,
deste modo, a mdquina-a desloca a cabeca de leitura N — ny, vezes para a direita,
entrando na configura¢ao-m q,,.+1. Nesta configuracao-m, se a célula sob leitura
estiver em branco a mdquina-a insere p; na célula sob leitura, desloca-se uma
célula para a esquerda, mantendo-se nesta configuracao-m, assim, encontrando-se
num ciclo computacional, até encontrar a primeira célula com contetdo informaci-
onal pi, neste ultimo caso, a mdquina-a mantém o contetido informacional da
célula e desloca a cabeca de leitura N — ny + 1 células para a direita, entrando na
configuragcao-m qn,.+2 a qual é uma configuragio-m de paragem.

Apo6s o fim do transiente, quer no caso finito, quer no caso infinito, a cadeia é
compressivel a uma computacgao ciclica.

Considere-se, entao, para qualquer sequéncia de iteracoes, as sequéncias pos-
transiente, e introduza-se uma mdquina-a que comeca com a fita em branco e
escreve na primeira célula ™ +U(p), a mdquina-a prossegue, indefinidamente, no
calculo daquilo que é a dindmica pds-transiente, logo, para uma dindmica de
ponto fixo, ¢(u1) = p1, esta mdquina-a, que denotamos por M (p, py), é definida
pelo automorfismo:

A3(pm(1, B)®) (296)

A dinamica de ponto fixo corresponde a uma dindmica de periodo 1. Em termos
gerais, temos a definicao de uma dinamica de periodo p > 1:

SO[HXP}(NQ = Mp (297)

em que p, ¢ designado por ponto de periodo p e n > 1. Sendo p, um ponto de
periodo p, segue-se que as p — 1 iteradas de p, sao também pontos de periodo p.

Uma madquina-a, capaz de capturar uma dindmica pos-transiente de ciclo de
periodo p>1, é, assim, dada pelo morfismo:
[p—1]

AP (pe(1, B, 0?01, B ) (208)

denotamos este tipo de maquina por M (¢, p,). De (298) resulta que a mdquina-a

M(p, up) introduz, na fita, p, seguido das p — 1 iteradas de p,, num ciclo compu-
tacional que repete essa sequéncia indefinidamente.

O namero p+ 1, para o simplex categorial, € obtido do seguinte modo: existem
p vértices para as configura¢ées-m, mais um vértice para a propriedade sistémica
P, ., que caracteriza as configuragoes-m como resultando das iteragoes, a partir
de pp, sob ¢, mais um vértice para o ponto geométrico originante e, de onde
resultam p 4+ 2 vértices, logo, estamos perante um p + 2 — 1-simplex categorial, isto
é, um p+ l-simplex categorial.

Cada uma destas maquinas permite uma compressao computacional da
mdquina de Turing das iteragoes naquilo que sao ciclos computacionais.
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Com base neste tipo de compressibilidade, pode-se introduzir aquilo que desig-
namos por numero de ciclo, denotado por CN (Cycle Number), tal que:

CN[D(@, pp)l=p (299)

Considerando a mdquina-a para a cadeia infinita das iteragoes, a partir de pu, sob
¢, definida pelo simplex categorial (299), que denotamos por M(p, 1, Rp), pode-se
definir uma compressao algoritmica em limite:

limeomp {9, 11, No)} = M, 1) (300)

em que limcomp (limite em compressao) é definido, tal que: a igualdade (300) é
satisfeita se, e somente se os seguintes limites forem satisfeitos simultaneamente

(Gulick, 1992): lim, oo @™ (p) = pp, limyyoo @ PH(0) = o(p1p),..
limy, - oo @I (11) = P~ H(12y).

Importa relevar que, dado um ponto de periodo p, i, temos:

limcomp{M(p, pp, No) } =M (e, pp) (301)

Considerando o nimero de ciclo, define-se, entao, para M(p, u, Ny), satisfazendo
(300):

CNIN (e, g, Ro)] = CN[limcomp{M(p, 1, Ro) }] = CN[M(p, 1)} = p (302)
por seu turno, para (301) temos:
CN[”“@? Mp, N0)] =p

E importante relevar que o numero de ciclo coincide com o nimero de configura-
¢oes-m das mdquinas-a M(p, wp).

A nao-periodicidade pode ser definida a partir desta nocao de limite, tal que a
orbita, a partir de u, sob ¢, é nao-peridgdica se, e somente se, para todo o p, for o
caso que nao existe limite em compressao limcomp{M(p, p, Ng)}, ou seja, nao
existe nenhum ponto periodico, para um qualquer periodo finito p, em que (300)
seja satisfeita, deste modo, qualquer tentativa para capturar uma dindmica peri6-
dica, apds o transiente, para um numero finito de morfismos, seria initil, ou seja,
a dindmica contida na parte que se encontra para além do transiente, qualquer
que seja o niamero de iteracoes, é constituida por uma cadeia morfica intermi-
navel, isto é, uma cadeia para a qual o nimero de ciclo se torna nao comparavel a
qualquer dos ndmeros inteiros nao-negativos (finitos), de onde resulta que o
numero de ciclo coincide com a cardinalidade de uma cadeia infinita, isto é, para
dindmicas nao-periodicas:

CN[M(p, 1, No)] =Ro (303)
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logo, o numero de configuracoes-m da mdquina-a é infinito,, coincidindo com o pri-
meiro cardinal transfinito de Cantor.

Este tltimo resultado expressa uma perspectiva acerca de uma dindmica nao-
periodica que considera esta dinamica como se fosse um ciclo infinito, para o qual
nunca chega a ocorrer um momento de repeticao e, logo, o encerramento do ciclo
num tempo finito. O trabalho de Cantor torna-se, neste contexto, util, pois, con-
forme os resultados da seccao 3.2, permite trabalhar uma cadeia mdrfica nao-
terminével enquanto totalidade morfica transfinita, de tal modo que a nao-periodi-
ctdade, enquanto propriedade dindmica, pode ser apreendida enquanto ciclo trans-
finito, ou seja, um ciclo que nunca se chega a encerrar numa periodicidade finita
p. Importa considerar, pois, o seguinte teorema:

Teorema 3 (nao-periodicidade):

A dinamica resultante das iteracbes pl™(p) é nao-periddica se, e
somente se:

CN[D (0, 1, R0) ] = Ro (304)

Demonstragao:
Suficiéncia:

Seja CN[MM (¢, w1, Ng)] = Ny, se a dinamica fosse periddica com
periodo p > 1, entao, CN[IM (¢, 1, Ng)] = p, o que contradiz a hipo-
tese de que CN[M(¢p, w1, Ro)] = Ny, logo, nado pode ser o caso que a
dinamica seja periodica.

Por outro lado, também nao é o caso que a dindmica seja
assimptoticamente periodica, pois, entao, ter-se-ia um ponto de
periodo p, p,, tal que:

limeomp{IM(, 1, No)} = M, 1) (305)

o que significaria que ter-se-ia necessariamente, para o niumero de
ciclo de M(p, w1, No), CN[IM (¢, u, Vo)] = p, logo, sempre que & o
caso que CN[IM(p, u, No)] = Ny &, também, o caso que a dindmica
nao pode ser periodica. Pelo que CN[D (¢, u, Ro)] = Xy é uma con-
dicao suficiente de nao-periodicidade.

Necessidade:

Assuma-se que a dindmica é nao-periddica e que nao é o caso
que CN[9N(p, u, Ng)] = Vo, entao, existe uma mdquina-a com um
numero finito de morfismos para os quais a méquina computa um
ciclo de computacao, logo, existe uma dindmica perioédica, o que
viola o pressuposto de nao-periodicidade. Assim, sempre que nao é
o caso que CN[9M(p, u, Ny)] =Ny, ndo pode também ser o caso que a
dindmica seja nao-periddica, logo, CN[9N(p, p, Np)] = Vg é uma con-
dicao necessdria de nao-periodicidade
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Q.E.D.

Deste modo, a relacao entre a nocao de uma dindmica nao-periodica, enquanto
dindmica de periodo transfinito, tem uma expressao natural no formalismo catego-
rial das mdquinas de Turing capazes de hipercomputacao.

No caso, o numero de ciclo da mdquina de Turing, composta pela cadeia infi-
nita das iteragoes de @, a partir da condi¢ao inicial pu, é igual ao primeiro cardinal
transfinito de Cantor, Ny, logo, estamos perante o caso de periodicidade transfi-
nita, nao compressivel em nenhum ciclo computacional com numero de ciclo
finito, por maior que seja esse nimero.

Para que uma dinamica seja cadtica a nao-periodicidade tem de conduzir a
uma estrutura irregular que seja sinalizavel como estocdstica. Esta constitui uma
definicao genérica para uma dindmica cadtica, isto é: dindmica sistémica nao-
periodica, sinalizdvel como estocdstica. Tendo sido a base para a introducao da
nogao por Li e Yorke (1978). Contudo, os autores sinalizaram, também, proprie-
dades suficientes para a ocorréncia de uma dindmica cadtica, o que conduz a uma
nocao de categoria de dindmicas caoticas, no sentido de Li e Yorke, a saber:

Categoria de dindmicas cadticas, no sentido de Li e
Yorke (1978):

Seja A?’(gogggg;) um mapa sobre BS(ji), com ¢ continua, consi-
dere-se a categoria V), tal que V <,x BS(ji) (isto &, V é uma subcate-
goria de BE(j1)) e tal que o espago de adjacéncia isomdrfica uni-
versal Op,, é nao-contdvel. Defina-se Z(V) %ngg BS(ji), cujo espago
de adjacéncia isomdrfica unwersal Op,, € tal que: para cada ponto
p de Op, ), existe um n’ finito tal que, para todo o n >n/, oMl(p) e
um ponto de Op,. Entao, diz-se que V é uma categoria de dind-
micas cadticas, no sentido de Li e Yorke, se, e somente se, as
seguintes condigoes se verificam:

e Nao-periodicidade: Para todo o ponto de fase p de Op,,,:
CN[E)JI(QO, I, No)] =Ny (306)

e Dependéncia sensivel a desvios nas condigoes iniciais:
Para todo o par de pontos de fase distintos de (’)]pz(v), W, v, é
0 €aso que:

limsup d("(p), () >0 (307)

n— oo

em que d(.) é a medida de distancia para o espago métrico
subjacente a BS(f1).
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e Mistura: Para todo o par de pontos distintos de Op,,, {1,
v, € 0 caso que:

liminf d(o™ (1), o™(v)) =0 (308)

n—oo

e Instabilidade das oérbitas periddicas: Para todo o ponto
p de Op,,, e para todo o ponto de fase periddico jiy:

limsup d(@"(p), () >0 (309)

n— —+o0o

Li e Yorke identificaram, deste modo, quatro propriedades centrais que caracte-
rizam dinamicas sistémicas sinalizaveis como cadticas.

A primeira propriedade é a nao-periodicidade, tal que as orbitas em ) apre-
sentam, todas elas, um periodo transfinito, ou seja, nunca podemos encontrar um
periodo p finito, para o qual se encerra um ciclo. Deste modo, para cada p em
Or,, (espago de adjacéncia isomdrfica universal de pontos de fase cujas drbitas
sao atraidas para V), a mdquina-a M(p, pu, Ry) € tal que CN[EUI(cp, i, NO)] = Ny.

A segunda propriedade é a dependéncia sensivel das condicoes iniciais. A
nocao de dependéncia sensivel das condicoes iniciais diz-nos que dois sistemas que
sigam a mesma regra dinamica ¢, mas cujas condigoes iniciais se encontrem
numa vizinhanca muito préxima, por mais proxima que seja essa vizinhanca, as
orbitas tendem a divergir.

A nocao de condigoes iniciais, neste contexto, devera ser tomada com algum
cuidado. Em termos sistémicos, as condicoes iniciais formativas de um sistema
acompanham esse sistema durante o seu periodo de existéncia, no contexto da
matemdtica categorial, essas condigoes iniciais formativas sao formalizadas pelo
ponto geométrico originante.

Assim, se um sistema S, é tal que o seu espaco de fases pode ser capturado,
em termos abstractos, por uma bola BE(ji), segue-se que se i é o ponto de fase da
bola Bf(ﬂ), que caracteriza o estado do sistema em ¢, entao, para um passo tem-
poral de 7, assumindo estabilidade da lei dindmica, p constitui aquilo que na
matematica dos sistemas dinamicos se costuma designar por condi¢ao inicial dind-
mica em t de uma drbita p(u), P2 (1), YP(p), ..., contudo, nao se pode designar p
por condicao inicial formativa do sistema, pois o sistema ja existia antes de t.

O ponto geométrico originante permite capturar, na geometria topologica da
situagao sistémica, a relagao com aquilo que constitui a origem sistémica nas suas
condigoes iniciais formativas, origem, esta, permanentemente recomputada e que
acompanha o sistema, (re)computagao, esta, que é capturada no modelo matemé-
tico por via da representagao de simplex conducente a mdquina-a M (e, 1, Vo).

Neste contexto, u é a condicao inicial dindmica, enquanto estado sistémico
wictal da sequéncia de pontos de fase, a qual cada ponto de fase subsequente se
encontra causalmente ligado.
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A dependéncia sensivel das condi¢oes iniciais dindmicas constitui uma instabi-
lidade na dindmica do sistema, tal que uma leitura limitada do estado sistémico
num qualquer momento do tempo, por parte de um segundo sistema, conduz a
uma imprevisibilidade de longo prazo, mesmo que esse segundo sistema fosse
capaz de aceder a uma mdquina de Turing, capaz de hipercomputacao e de
simular a oJrbita futura do sistema nessa maquina, diferencas no registo inicial
conduziriam a divergéncias futuras entre a simulagao e a oJrbita efectiva do sis-
tema.

A terceira propriedade — mistura —, juntamente com a dependéncia sensivel
das condigoes iniciais dindmicas, conduz ao padrao irregular tipico das drbitas
cadticas. A terceira propriedade indica que, para cada par de condigoes iniciais
dindmicas, as orbitas futuras vao aproximar-se arbitrariamente uma da outra.
Assim, a instabilidade dindmica e a mistura podem explicar, ao nivel dos efeitos,
os processos que tendem a fazer emergir oJrbitas com uma aparéncia irregular,
sinalizdvel em termos de uma leitura imediata e preliminar, como aleatorias e,
posteriormente, sob aplicacao de ferramentas mateméticas e estatisticas, como
estocdsticas.

A quarta propriedade é um elemento adicional que contribui para a irregulari-
dade dinamica que caracteriza uma dindmica cadtica, a saber: as oOrbitas perio-
dicas, para qualquer periodo p finito, sao instaveis, de tal modo que as trés
ultimas propriedades tendem a produzir o comportamento irregular e o padrao
complexo dificil de capturar em schemata adaptativos simples, sinalizado pela
nocao de caos, tal como esta é utilizada no seio da dindmica nao-linear.

E neste ponto que a capacidade explicativa da teoria do caos terminou. A
teoria matematica foi capaz de sinalizar os efeitos e de se desenvolver para a cons-
trucao de ferramentas adaptativas, relacionadas com a caracterizacao quantitativa
e qualitativa do caos, mas a causalidade permanece inacessivel.

A ciéncia matematica explorou os efeitos, mas a causalidade fundamental que
faz emergir o caos nao é capturada por aquilo que constitui a actual teoria do
caos.

E possivel antecipar, para alguns sistemas, a presenca de caos, a partir da
identificagao de expoentes de Lyapunov positivos, que permitem sinalizar a pre-
senca de uma dependéncia sensivel das condigoes iniciais, calculo que permite
perceber a existéncia de uma relacao entre a ocorréncia de caos e a estrutura fun-
damental de uma lei dindmica, emergente a partir da estrutura de um sistema
dindmico. Li e Yorke encontraram uma demonstragao de existéncia de drbitas
cadticas para mapas sobre um intervalo com periodo 3. Sabe-se, no contexto de
sistemas conservativos, que o caos também pode ter origem nos processos de des-
truicao de tori, correspondentes a dindmicas quase-periodicas.

Mas nao existe, correntemente, uma teoria do caos capaz de ir para além dos
efeitos. A evidéncia mais forte desta conclusao é o facto de que, para se investigar
os padroes produzidos por modelos abstractos de sistemas dindmicos, se torna
necessario recorrer ao computador e simular os resultados. Os padroes emergentes
sao, em geral, desconhecidos até se obter os resultados das simulagoes.
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Contudo, devido ao facto de os softwares humanos apresentarem limites no
nimero de casas décimais, apenas aquilo que sao estruturas emergentes gerais é
que pode ser capturado, diferentes softwares conduzem a diferentes resultados, se
trabalharem com diferentes niveis de precisao. Dois softwares que simulem o
mesmo mapa, a partir das mesmas condi¢oes iniciais dindmicas, vao diferir, com o
tempo, entre si quando as drbitas sao cadticas (Gongalves e Madeira, 2009).

Embora se possa considerar uma correspondéncia computacional com uma
mdquina de Turing capaz de hipercomputa¢ao, nao é, contudo, o caso que esta
correspondéncia seja legitima, pois, devido aos limites de aproximacao das ferra-
mentas de simulacao informaticas humanas a hipercomputacao nao é possivel, o
que conduz a limites de previsibilidade e limites adaptativos quanto ao uso da
modelacao matematica para prever o comportamento de sistemas com dinamicas
caoticas.

Uma implicacao fundamental é que mesmo que a dindmica concreta de um sis-
tema seja capturavel por um modelo matematico, se a dinamica for cadtica, a pre-
visibilidade seré sempre limitada devido a acumulacao de erros, quer na leitura do
estado concreto do sistema no inicio da simulagao, quer nas computagoes reali-
zadas pelo software de simulacao.

No contexto de dindmicas cadticas, a eficacia é obtida a partir da estocastici-
dade, isto é, de padroes estatisticos emergentes e generalizaveis, passiveis de cap-
turarem uma estocasticidade concreta nos sistemas. Esta é a eficacia da teoria do
caos na ciéncia do risco, o facto de, a partir de uma modelagao de uma estrutura
sistémica relacional, se capturar padroes estocdsticos, presentes num determinado
sistema. Um exemplo, em particular, é o caso da turbuléncia multifractal.
Exemplo que passamos a rever.

5.2.2. Turbuléncia multifractal, efeitos de Malcolm e risco num modelo
de dois mapas nao-lineares acoplados

Como exemplo de turbuléncia multifractal, emergente a partir de um mapa nao-
linear, trabalhamos com um modelo de dois mapas nao-lineares acoplados intro-
duzidos por Madeira e Gongalves (2009), os quais foram posteriormente adap-
tados por Gongalves (2010), para a proposta de um modelo de economia artificial
com um mercado financeiro.

As mdquinas de Turing de uma so6 fita, capazes de hipercomputacao categorial,
trabalhadas acima, conseguem capturar a dindmica computacional de um sistema
complexo com uma dindmica descrita por mapas nao-lineares acoplados, contudo,
torna-se mais ttil trabalhar com mdquinas de Turing de multiplas fitas, aproxi-
mando o modelo de computagao, daquilo que sao os softwares de simulacao, utili-
zados para a simulacao de sistemas complexos.

Uma revisao aprofundada, das diferentes dinamicas e da teoria dos mapas nao-
lineares acoplados, encontra-se para além dos objectivos da presente tese, assim,
na presente sec¢ao, pretendemos, somente, exemplificar alguns padroes de risco
associados a sincronizagao dindmica e emergéncia de turbuléncia multifractal.
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Considere-se, deste modo, uma mdquina-a com duas fitas, a computacao em
cada fita é capturada, para N iteracoes, a partir de uma mdquina de iteragoes
M(pi, i, N) em que ¢; é a regra dindmica para a i-ésima fita e j; € o ponto de
fase inicial para a i-ésima fita.

Tome-se © = p; € y = po como assumindo valores no intervalo | — 1, 1].
Tomando o momento inicial £t = 0 e 7 = 1, a drbita pode ser indexada ao tempo
pelo nimero de iteragao, assim, u;(n) corresponde ao ponto de fase resultante da
n-ésima iteragao, inserido na n + 1-ésima célula da i-ésima fita.

A estrutura fundamental de relacoes dindmicas assumida, no presente
exemplo, é a seguinte:

#(n) = (1~ &) fuliln — 1)) + ey(n 1) (310)
y(n) = (b+z(n)?) (r —y(n —1)) +2(n)*y(n —1)° (311)
falx(n—=1))=az(n—1) = (a+1)z(n—1)3 (312)

A primeira equacao (equagao (310) introduz um acoplamento entre o mapa cibico
(equagao (312)) e o valor de y(n — 1), com constante de acoplamento . Assim,
temos:

z(n) = pi(x(n—1)) = (1 —¢) fa(z(n —1)) +ey(n —1) (313)

Para a variavel dinamica y, estao a ser adicionadas duas componentes dindmicas,
a saber: z(n)?- (r —y(n — 1)+ y(n —1)3) eb- (r — y(n —1)). A segunda compo-
nente introduz um efeito de reversao em relagdo a um valor central (mean-rever-
sion effect), enquanto que a primeira contém a componente dindmica nao-linear.
Assim, g € tal que:

y(n) = @a(y(n —1))
z(n)*(r—y(n—1)+y(n—1)*) +b(r —y(n—1)) (314)

Em 9, 2(n) funciona como se fosse um parametro adaptativo.

Na figura 2 do anexo C., apresentamos os diagramas de bifurcagoes para
z(n) e y(n), com a=3,b=0.5 e r=0.001, variando ¢.

Os diagramas evidenciam que: enquanto o comportamento das bifurcacoes,
para x(n), apresenta uma estrutura de duplicagcao de periodo e caos com janelas
periodicas (figura 2(a)), os dados para y(n), obtidos para valores de € na regiao
de caos com janelas periddicas em x(n), evidenciam um padrao de turbuléncia
nas bifurcagoes com a presenca de regioes de uma dindmica cadtica, proxima de
uma linha central e estruturas irregulares com saltos, correspondendo a dinamicas
de elevada variabilidade nos valores assumidos por y(n) (figura 2(b)). Estas
regioes de elevada variabilidade apresentam, no entanto, uma dindmica mais
estruturada do que as regioes centrais, como é evidenciado pelas estruturas identi-
ficaveis nos diagramas de desfasamento (delay plots) para y(n) (figura 3).
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Na figura 3(a), ¢ apresentado um diagrama de desfasamento para um valor
de € que conduz a uma regiao de elevada variabilidade para a dinamica de vy,
enquanto que na figura 3(b) é apresentado um diagrama de desfasamento para
um valor de € que conduz a uma regiao de baixa variabilidade para a dinamica de

Y.

Existe, em cada um dos casos, uma estrutura heterosceddstica com a forma de
um duplo cone, contudo, esta estrutura de duplo cone adquire padroes com maior
estrutura, no caso da dindmica com maior variabilidade, do que no caso da dina-
mica com menor variabilidade.

Considerando a representacao bidimensional dos pares (z(n), y(n)), apresen-
tada na figura 4, do mesmo anexo, pode ser identificada uma estrutura complexa
de atractor para a dindmica cadtica em cada um dos casos de maior (figura
4(a)) e menor variabilidade para a dinamica de y (figura 4(b)).

Ambos os atractores sdo tais que um valor de y(n), perto de um dos extremos
de variagao, positivo ou negativo, ocorre em simultineo com um valor de z(n),
perto de um dos extremos de variacao, também positivo ou negativo.

Por outro lado, para valores z(n), perto de um dos extremos de varia¢do (posi-
tivo ou negativo), y(n) tende a ocorrer numa regiao de elevada variabilidade. Esta
estrutura dos atractores permite sinalizar o risco de ocorréncia de um efeito de
Malcolm sincronizado (Madeira e Gongalves, 2009).

O efeito de Malcolm corresponde a uma transicao subita no comportamento
de uma dindmica cadtica para uma fase turbulenta, marcada por saltos subitos e
elevada variabilidade, comparativamente com aquilo que constitui o intervalo de
variagao normal do sistema, sendo esta transicao e o risco de ocorréncia da
mesma, uma consequéncia da estrutura nao-linear do préoprio sistema. O nome foi
proposto por Crichton (1991), referindo-se ao seu personagem: o matemético lan
Malcolm.

O efeito de Malcolm constitui uma nocgao eficaz na analise do comportamento
do caos multifractal, sendo observaveis efeitos de Malcolm na forma de saltos
repentinos que se destacam em relagao as variagoes mais frequentes da dinamica
sistémica (Madeira e Gongalves, 2009; Gongalves, 2010).

Regressando a figura 4, é de relevar que quando y(n) apresenta valores pro-
ximos dos extremos de variacao, parecem existir apenas duas, no maximo quatro,
regides alternativas concentradas de valores para z(n), todas longe de 0 (este
resultado é visivel, em particular, no caso da figura 4(a)), o que significa que o
risco de ocorréncia de um efeito de Malcolm em x(n) é bastante elevado.

Na figura 5, apresentamos um cronograma para y(n), obtido a partir de uma
simulagao do sistema para parametros situados na regiao de baixa variabilidade.
E visivel a presenca de turbuléncia nesta regido, concentracoes de volatilidade e
saltos repentinos com valores para y(n) que se destacam em relacao as regioes de
variagdo mais frequente3? (efeitos de Malcolm).
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A dindmica de y(n), apresentada na figura 5, revela a presenga de efeitos de
escala multifractais, conforme pode ser confirmado pelo espectro multifractal,
apresentado na figura 6 e estimado sobre os dados da figura 5. O espectro apre-
senta evidéncia de multiscaling, com uma moda proxima de 0.4, e uma amplitude
elevada do espectro com oy, acima de 0.85 e ay,, abaixo de 0.1.

Estes resultados sao significativos, pois, com um sistema de equagdes com
apenas duas variaveis, consegue-se produzir turbuléncia multifractal, com um cro-
nograma que visualmente demonstra uma forma bastante irregular, tipica de um
processo de elevada dimensao. Para capturar este tipo de turbuléncia, os modelos
de spin glass e os modelos qudnticos sao computacionalmente mais complexos.

Que, a partir de uma dinamica com apenas duas variaveis, se consiga replicar
turbuléncia multifractal, constitui evidéncia a favor da eficacia dos mapas cadticos
na modelagao dos sistemas e na analise do risco, em particular quando se colocam
questoes de limites a capacidade computacional.

A extensao do modelo de mercado financeiro de Gongalves (2003), a multiplos
activos, por exemplo, é mais pesada em termos computacionais, do que este
modelo, o que explica a proposta e testagem empirica de um modelo de mercado
financeiro com multiplos activos (Gongalves, 2010).

39. A dinamica apresenta risco de cauda elevado, pois o parametro de curtose, estimado empirica-
mente para os dados da figura 5, é de 8.616094, o que indica a presenca de caudas mais pesadas que as
da distribuicao normal.
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Capitulo 6. Conclusoes

A presente tese, que procurou contribuir para a expansao e autonomizacao da
matematica do risco, a partir dos seus fundamentos categoriais, foi colocada
perante dois niveis discursivos, um primeiro nivel que visa a propria matemética
do risco, trabalhada a partir do substrato légico do cdlculo categorial, e um
segundo nivel que visa o proprio risco, objecto de investigacao da matematica do
risco.

Quando se trabalha a matemética do risco, a partir dos fundamentos, tra-
balha-se a partir da causalidade formativa do risco nos sistemas, é o pensamento
cientifico acerca desta causalidade formativa e o pensamento ontologico e sisté-
mico da ciéncia do risco que suportam toda a estruturacao do trabalho, condicio-
nando-o, assim como a reflexdo acerca dos resultados e avaliagao das consequén-
cias dos mesmos.

A mateméatica do risco, enquanto ramo autéonomo da matematica, visa, desde
logo, uma ligagdo com objectos concretos, a saber: os sistemas. O referente sisté-
mico das redes de relagoes sistémicas em situacoes de risco nunca pode ser per-
dido, pelo que, na investigacao acerca dos fundamentos da matematica do risco,
torna-se necesséario trabalhar a partir de uma légica sistémica, pois é a partir da
mesma que se pode estruturar o discurso formal da matemética do risco.

Existem, assim, trés niveis de consequéncias a considerar, quando se investiga
nos fundamentos da matemaética do risco, a saber: as consequéncias para a propria
matematica do risco; as consequéncias para a ciéncia do risco; as potenciais con-
sequéncias para os problemas aplicados da ciéncia do risco, em que a mesma
ciéncia e a mateméatica sao utilizadas com valor instrumental.

Quando se trabalha a matematica do risco e a ciéncia do risco, qualquer resul-
tado constitui, por si s6, um contributo disponivel para um agente adaptativo que
necessite de o utilizar enquanto ferramenta.

Deste modo, um qualquer trabalho na matemaética do risco constitui um con-
tributo disponivel para as aplicacoes da ciéncia do risco. Nos contextos de investi-
gacao que visem uma expansao da matematica do risco, enquanto ramo da mate-
méatica subjacente & ciéncia do risco, os contributos instrumentais apenas podem
ser avaliados em termos de linhas gerais de ferramentas disponiveis.

No presente capitulo, trabalha-se de um modo integrado os contributos, as
conclusoes, as conjecturas, tracadas a partir do trabalho desenvolvido, e linhas de
investigacao futura.

Assim, na secgao 6.1., revé-se os principiais contributos do cdlculo categorial
para os fundamentos da ciéncia do risco. Na secgao 6.2., sao trabalhadadas as
principais implicacoes do trabalho desenvolvido para a investigacao acerca do
risco nos sistemas. Em conjunto, nestas duas secgoes sao abordados os problemas
de investigacao identificados no capitulo 1., os contributos do trabalho desenvol-
vido para a resolucao desses problemas e as linhas de investigacao futura.
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Na seccao 6.3., ¢ abordada a questao da relagao entre a criticalidade auto-
organizada e a turbuléncia multifractal, questao que constituiu, no presente tra-
balho, um campo de ilustracao aplicativa do formalismo.

Na seccao 6.4. apresenta-se uma breve reflexao acerca dos contributos do
capitulo 4. para a topologia categorial.

6.1. O cdlculo categorial e os fundamentos da ciéncia do
risco

Conforme foi relevado no capitulo 1., o desenvolvimento de um corpo conceptual
matematico, unificado e construido a partir dos fundamentos conceptuais da
ciéncia dos sistemas, constitui um problema central para a matematica do risco.

O trabalho desenvolvido na presente tese d4 um primeiro passo para a reso-
lugao desse problema pois:

e Identificou-se que as categorias sao estruturas matematicas comuns as dife-
rentes estruturas formais com que trabalha a matemaética do risco;

e Foi proposto o uso da linguagem formal Lca € do cdlculo categorial para o
desenvolvimento de um formalismo de base para a matematica do risco;

e Tendo a linguagem Lca sido, originalmente, introduzida como linguagem
formal para uma logica de base conceptual sistémica, subjacente a teoria
das categorias (Gongalves e Madeira, 2009), o seu uso, na investigacao
acerca dos fundamentos da matemaética do risco, permite resolver o pro-
blema central da ligacao entre o formalismo e os fundamentos conceptuais
da ciéncia dos sistemas.

Enquanto a logica cldssica visa uma eficacia ao nivel do problema da validade do
discurso, independentemente dos critérios de verdade cientifica, a ldgica categorial,
da qual o cdlculo categorial faz parte, visa uma ontologia sistémica ao nivel das
relagoes que nao é independente dos critérios de verdade considerados pela ciéncia
dos sistemas.

Nao se trata de uma validade discursiva apenas, trata-se, também, de consi-
derar uma validade cientifica para critérios e valores de verdade, assim, as deriva-
¢oes logicas, no cdlculo categorial, sao acerca de relagoes, processos e padroes sis-
témicos.

A eficacia e a vantagem da ldgica categorial relativamente & ldgica cldssica € a
de compatibilizar, com o discurso formal, um valor de verdade considerado pela
existéncia concreta e factual sistémica.

Por seu turno, qualquer derivacao légica, no seio da ldgica cldssica, pode ser
trabalhada a partir das relagoes sistémicas do cdlculo categorial, tratando-se,
neste caso, de relacdes morficas entre as premissas, trabalhadas enquanto origens,
e a conclusao, trabalhada enquanto alvo.
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Assim, a derivagao logica da ldgica cldssica, e a propria ldgica cldssica podem
ser trabalhadas no seio do cdlculo categorial, de tal modo que se pode considerar
a logica categorial como tendo um nivel de generalidade maior.

No cdlculo categorial qualquer derivacao logica é internalizavel a partir de um
morfismo. A natureza do morfismo de derivagdo formal, no seio da [dgica cldssica
¢é capturéavel a partir de uma implicagao material, conducente a uma tautologia.

De facto, se se considerar a [dgica cldssica, e sendo (o1, 09, ..., 0,) uma
sequéncia de proposigdes, e 0,1 uma conclusao logica derivavel de (o4, 09, ..., 0y,),

no seio de um sistema formal F, segue-se que:

(0’1,0’2,...,0’n) l_]-‘O'n_;_l (315)

em que o martelo sintactico Fx assume o sentido de uma derivabilidade logica
sob F. Sendo 0,1 derivavel a partir de (o1, 09, ..., 0,,), sob F, e, logo, valida em
F, segue-se que a ligacao semantica também tem de ser o caso, isto é:

(0-170-27 "'7Un) ':Un+1 (316)

Num sistema de logica cldssica, que contenha o cdlculo proposicional ou o cdlculo
de predicados, o sentido de Fx ¢é tal que a implicagao material:

(01/\02/\.../\0n)—>0n+1 (317)

tem, necessariamente, de conduzir a uma tautologia.

Assim, na ldgica cldssica, a derivagao logica, introdutora de uma validade
formal, pode ser internalizada a partir de uma tautologia, logo, a partir de um
discurso de wverdade que afirma uma werdade formalmente determinada como
necessaria, sendo o discurso o objecto e o discurso valido o objectivo da [ldgica
classica, o resultado acima permite relevar que o discurso valido pode ser traba-
lhado a partir de uma tautologia que pode ser verificada, por exemplo, a partir de
uma tabela de verdade para (317), tal que qualquer instanciagdo das premissas e
da conclusao torna (317) necessariamente verdadeira.

Considerando, agora, o caso mais geral da deriva¢ao logica, no seio do cdlculo
categorial, esta pode ser trabalhada a partir da relagao sistémica entre as pre-
missas, que assumem a posi¢ao de origem, e a conclusao, que assume a posi¢ao de
alvo. Esta internalizacao formal do martelo sintdctico, em termos de um mor-
fismo, captura, conforme referido acima, a derivacao no seio da ldgica cldssica.

Seguindo o trabalho do capitulo 4., e usando a notacao da topologia catego-
rial, se se considerar a subcategoria Mgy, o, o, de Mnod, tal que os pontos sisté-
micos o1, 09, ..., 0p, sa0 fbfs de Lcat, entao, se 0,1 pode ser derivada de o4, 09, ...,
On, NO seio do cdlculo categorial, essa derivacao pode ser introduzida a partir de

n

: 3( ,Ont1 ; : N
um functor de situs A <LM01’02““70”>, o qual liga a categoria M, 5, o, & cate-
goria mononodal 0y 4.
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O cdlculo categorial é, deste modo, um cdlculo que trabalha com relacoes sisté-
micas morficas, logo, com uma computagcao categorial, subjacente a cada mor-
fismo, e, simultaneamente, a propria derivacao ldgica € capturavel a partir da
computacgao sistémica categorial morfica.

Uma outra diferenga entre o cdlculo categorial e a ldgica cldssica reside no
modo como a auto-referéncia é computada pelo proprio cdlculo logico. A auto-
referéncia, necessaria a autonomia sistémica na sua individuacao e identidade,
conduz a dificuldades para o cdlculo de predicados, pois, sendo este acerca de pro-
posicoes predicativas, a auto-referéncia conduz a paradoxos irresoliveis dentro do
sistema logico. Pelo contrario, na matematica das categorias, a auto-referéncia é
uma parte integrante de cada individuagdo sistémica (capitulo 4.).

Nao se lida, primitivamente, com predicados, nem com relagoes de exemplifi-
cagao, lida-se, sim, com sistemas, mesmo um paradoxo logico, pelo facto de poder
ser pensado e referido num acto de referéncia discursivo, pode ser tomado
enquanto objecto no cdlculo categorial (Gongalves e Madeira, 2009).

Permitindo ligar o formalismo matematico & sua base conceptual, a partir do
nivel logico, a linguagem Lca permite expandir a eficicia da matemaética do risco
para a ciéncia do risco, potenciando a principal base de suporte ao pensamento
fundamental da ciéncia do risco, a saber: a ontologia do risco, enquanto ramo da
filosofia do risco que investiga a origem sistémica do risco e a natureza do risco,
enquanto tal.

A logica filosofica e a logica matematica para a ciéncia do risco podem ser,
assim, trabalhadas, no seio de uma logica matemaética, sem perder a base de pen-
samento sistémico. Este facto constitui um contributo fundamental para a ciéncia
do risco, naquilo que é a sua necessidade de operacionalizacao formal de um pen-
samento fundamental acerca do risco. Operacionalizacao, esta, que, devido &
natureza sistémica do cdlculo categorial, permite uma ponte directa entre formali-
zagao e modelacao. Esta ligagao entre logica categorial e modelagao de sistemas
em situagoes de risco foi trabalhada, a partir da abordagem categorial para a
computacao sistémica, desenvolvida no capitulo 5., cujos conteudos permitem
sinalizar trés pontos fundamentais, a saber:

e A capacidade da matemaética categorial para lidar com a modelagao de
situagoes de risco, em que intervém diferentes tipos de computagoes sisté-
micas (secgao 5.1.);

e A capacidade da matemaética categorial para trabalhar, a partir da hiper-
computagao, no seio do formalismo categorial, as noc¢oes centrais de acaso,
aleatorio, estocdstico e caos (secgao 5.2. e secgao 3.2. capitulo 3.);

e A capacidade da matematica categorial para trabalhar, no seio do mesmo
formalismo, com a modelacao de sistemas, para uma maior eficicia na cap-
tura de padroes de risco na dindmica dos sistemas (subsecgao 5.2.2.).
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Para esta eficacia, contribui nao somente o formalismo l6gico mas, também, a pro-
posta para a topologia categorial, trabalhada no capitulo 4., a qual pode ser
autonomizada enquanto contributo para a propria matemética das categorias.

Ao permitir desenvolver esta conectividade entre a mateméatica do risco e o
corpo conceptual da ciéncia do risco, lidando com eficacia com o objecto e objec-
tivos de investigacao e aplicacao da ciéncia do risco, a linguagem L, constitui
uma ferramenta formal eficaz e disponivel para a investigacao acerca dos funda-
mentos da propria da ciéncia do risco, para a investigacao acerca dos fundamentos
da matematica do risco, para o trabalho de expansao da matemética do risco e
para o trabalho aplicado no seio da ciéncia do risco.

6.2. O risco nos sistemas

Acerca da origem do risco nos sistemas, no trabalho desenvolvido e nas linhas de
investigacao futuras, que podem ser tragadas a partir dos principais resultados
obtidos, podem ser sinalizadas trés questoes que importa destacar, a saber: a
questao da relacao entre a investigacao dos limites da computacao algoritmica e a
nogao de risco (subsecgao 6.2.1.), a questao da formalizagdo matematica da
situagao de risco (subsecgao 6.2.2.), a questao da modelagao e das origens sisté-
micas do risco (subsecgao 6.2.3.). Passamos, assim, a primeira questdo: a
relagdo entre a investigacao dos limites da computac¢ao algoritmica e a nocao de
risco.

6.2.1. Limites da computac¢ao algoritmica e a nogao de risco

Conforme a revisao conceptual do capitulo 2., a ciéncia do risco trabalha o risco
a partir da sua raiz primitiva em resicum, sendo o risco sinalizavel a partir da
presencga de incerteza e de oportunidades e ameacas numa situagao sistémica.
Esta natureza sistémica do risco é capturada a partir do trabalho realizado no
capitulo 5..

Conjuntamente com o capitulo 3., o trabalho realizado no capitulo 5. per-
mite estabelecer as bases mateméticas para um trabalho fundamental, no seio da
ciéncia do risco, acerca da origem do risco nos sistemas.

Em termos da estrutura conceptual e resultados que a ciéncia dos sistemas dis-
ponibiliza & ciéncia do risco para trabalhar, conforme referido acima, o risco pode
ser sinalizado numa situacao sistémica em que existem ameacas, oportunidades e
incerteza, sendo que essa incerteza nao pode ser removida a partir de uma compu-
tacao das condigoes iniciais formativas da propria situacao, o que significa que
a(s) causa(s) permanece(m) desconhecida(s), logo, a nogao de acaso pode ser efi-
cazmente aplicada (secgao 3.2.).
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A computacao do risco passa, assim, pela computacao, a partir dos efeitos
daquilo que sao padroes no aleatério, computagao que é sintetizada pela nocao de
estocdstico (secgao 5.2.). O caos, por seu turno, constitui uma estocasticidade
intrinseca (secgao 5.2.), ou seja, gerada pelo proprio sistema no modo como a
computacao dindmica produz padroes, cuja estrutura nao é facilmente capturéavel
em schemata antecipatorios.

E neste ponto que ocorre uma interseccio entre as ciéncias da complexidade e
a ciéncia do risco. Primitivamente, um problema de complexidade de um padrao
espacio-temporal é, também, um problema de risco, sempre que da estrutura
desse padrao dependa a sobrevivéncia de um sistema, tal que o sistema tem de
computar o padrao, activar mecanismos adaptativos e sintetizar schemata que
promovam a sobrevivéncia do sistema, na situacao sistémica em que o mesmo se
encontra.

Este problema é matematizavel, primitivamente, a partir daquilo que sao
limites & computacao de um padrao, limites, estes, que podem ser trabalhados, no
contexto do cdlculo categorial, a partir do trabalho desenvolvido no capitulo 3. e
do trabalho desenvolvido no capitulo 5..

De facto, considerando o ntimero de 2 de Chaitin, enquanto objecto categorial,
o que pode ser feito, dada a natureza hipercomputacional do cdlculo categorial
(capitulo 3.), e trabalhando a partir da topologia categorial, cuja base foi intro-
duzida no capitulo 4., a expansao bindria do ntmero ) é uma estrutura mate-
mética conectavel com €2 por um simplex categorial, tal que cada face corresponde
a um morfismo dado pelo 3-simplex categorial:

A3<w§’g) (318)

em que b; é o 1-ésimo bit de 2, e w é o fundamento mdorfico para cada morfismo
de expansao bindria de €.

Logo, para a expansao bindria de (), temos o simplex categorial:
AN‘)(wgl,w%,...,wg”,...) (319)

Um qualquer padrao ¢ é capturavel pela estrutura binaria de 2 se, e somente se,
seguindo o trabalho desenvolvido nos capitulos 3., 4. e 5., a estrutura do padrao
puder ser capturada por um simplex categorial:

ANo( B2, B2, L 55, L) (320)

isomorfo em relacao a AN()(wgl, w, ... Wi )

40. Um exemplo deste problema foi trabalhado no capitulo 2. nas secgdoes em que se procedeu a
revisdo da turbuléncia multifractal nos mercados, e no modo como o pensamento cientifico e financeiro
acerca desta mesma turbuléncia evoluiu.
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Neste caso, nem {2, nem g sao algoritmicamente compressiveis, logo, nao se
pode construir um algoritmo finito capaz de computar €2 ou @, pelo que, se s,
Sg, ... for uma estrutura temporal, nao existe forma de se obter uma regra diné-
mica finita para capturar .

Existe uma computagao sistémica categorial, quer para g, quer para ), con-
forme demonstrado no capitulo 3. (seccao 3.2.), mas nao existe uma regra
dindmica finita que seja convertivel num programa com um numero finito de bits,
capaz de computar, para um qualquer momento n, os valores futuros do padrao
©. Trata-se de um caso limite de caos, pois, embora exista uma computacao sisté-
mica do padrao, o mesmo nao é capturavel num algoritmo, com um ntmero finito
de passos, assim, nao é possivel introduzir uma férmula para a lei dinAmica, como
ocorre no contexto dos mapas nao-lineares.

A existéncia destes padroes, demonstrada pela investigacao acerca dos funda-
mentos da matematica, é recuperada na presente tese, no capitulo 3., como
ponto de partida para uma matematica do risco, na analise das cadeias morficas
infinitas (secgao 3.2.).

Conectando os resultados do capitulo 3. com as financas qudnticas traba-
lhadas no capitulo 5., no contexto das mdquinas de Turing bindrias, segue-se
que, para este tipo de estruturas, o risco pode ser computado a partir do jogo dos
bilhetes de aposta, repetido para cada bit da estrutura bindria, tal que, se ®; é o
preco de mercado, por bilhete de aposta, acerca do valor do i-ésimo bit da
expansao bindria de €2, e assumindo payoffs constantes, entao, sob as condigoes
quéanticas de equilibrio de mercado, trabalhadas no capitulo 5., temos, para o i-
ésimo bit qudntico:

Wo(i) = /T (5,17) (321)
N P, — qb(l)e_”

0D =0 — o (322)
N D ¢(0)6—r7

=5~ 00) 32

com s =0, 1.

Logo, nao sendo computavel por via de uma abordagem algoritmica, o pro-
blema é abordavel por via de uma computacao qudntica dos payoffs pelo mercado.

No caso de as condi¢oes de mercado serem tais que a sequéncia de valores de
®; pode ser capturada por um mapa dindmico, entao, existe a possibilidade de se
redobrar a complexidade do problema, pois pode-se obter dindmicas cadticas para
os precos ®;, o que permite resolver o problema da compatibilidade da turbuléncia
multifractal com a avaliagao neutra ao risco referido no capitulo 2.. Um mapa
dindmico, ou um sistema de mapas acoplados, ou um autémato celular, todos eles
constituem abordagens passiveis de capturar uma dinamica emergente complexa
de mercado.
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Assim, neste exemplo, o risco pode ser redobrado, pois nao é apenas o caso
que um jogador se pode expor ao risco, comprando o bilhete de apostas, como a
dindmica dos precos de mercado, emergente a partir do comportamento de mer-
cado, pode ser cadtica.

Este exemplo permite explicitar uma ponte conceptual entre os diferentes capi-
tulos da tese. A incerteza quanto aos valores da estrutura do padrao temporal de
©, juntamente com a existéncia de payoffs alternativos nos bilhetes de aposta con-
duzem a uma situacao de risco para cada alternativa, por seu turno, o préprio
mercado pode produzir uma dindmica de mercado para os pregos dos bilhetes tal
que, nesta, pode ser, também, sinalizada a presenca de risco.

A capacidade do cdlculo categorial para lidar com multiplas situagoes de risco
interconectadas da resposta a um problema central para as aplicagoes da ciéncia
do risco, conforme sinalizado no capitulo 1..

Por seu turno, a eficacia da linguagem formal Lc.i, em capturar multiplas situ-
acoes de risco, é potenciada pela natureza hipertextual da linguagem Lca € do
cdlculo categorial que permite lidar com relagoes sistémicas que cruzam diferentes
niveis hieradrquicos, e que permite, também, trabalhar com padroes sistémicos
sinalizados como aleatorios, enquanto estruturas categoriais.

A natureza hipertextual do cdlculo categorial, por seu turno, abre a possibili-
dade de se expandir a inteligéncia artificial hiperteztual (HAI — Hiperteztual Arti-
ficial intelligence), com aplicagbes na ciéncia e na gestao do risco. Esta constitui
um exemplo de uma possivel linha futura de investigacao com eficacias ao nivel da
teorizacao acerca do risco nos sistemas e dos problemas aplicados da ciéncia do
risco.

6.2.2. A situacao de risco

No capitulo 5., na secgao 5.1., foram identificados os seguintes trés elementos
descritivos centrais de uma situacao de risco:

o A situacgao sistémica;
e O espaco de possibilidades de historias da situagao sistémica;
e A histoéria actualizada da situacao sistémica.

No caso do jogo trabalhado na secgao 5.1., a situagcao sistémica € composta por
dois sistemas computacionais, a saber: a madquina de Turing e o mercado de
apostas.

No contexto da seccao 5.2., a situacao de risco resulta da computagao sisté-
mica, o sistema encontra-se em 7risco pela propria natureza dindmica das drbitas
sinalizadas como cadticas. Os trés elementos descritivos, centrais de uma situagao
de risco, continuam a aplicar-se no contexto dos mapas dindmicos.
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A situacao sistémica, juntamente com a natureza do sistema, fazem emergir
uma lei dindmica tal que o espaco de possibilidades de historias da situacdo sisté-
mica é dado por uma subcategoria de Myoq, que denotamos por Mg, cujos pontos
sistémicos sado as mdquinas-a das iteragcoes M(p, u, Ny), para cada ponto de fase
@ no espaco de fases BE(ji). Se p for a condicdo inicial dindmica, entdo, o ponto
sistémico M(p, 1, Vo) de Mg é a historia actualizada da situagao sistémica. Se se
estiver a lidar com uma situacao sistémica, descrita por n-iteragoes, entao, tra-
balha-se com M(yp, p,n) em vez de M (¢, u, Vo).

Assim, existe, entre a secgao 5.1. e a secgao 5.2., uma unidade de pensa-
mento matematico e sistémico acerca da situacao de risco, no que respeita aos
elementos centrais. Contudo, existe também uma diferenca fundamental, no que
respeita as probabilidades, a saber: enquanto que na seccao 5.1. emerge uma
probabilidade em termos de computacao de equilibrio de mercado, resultante da
avaliagao dos payoffs do jogo, na secgao 5.2. as probabilidades emergem a partir
da dindmica do sistema e uma medida de probabilidades (dinamicamente estéavel)
podera emergir se existir uma medida invariante ergodica para o mapa.

Em condicoes de ergodicidade, pode ser estabelecida uma ligagao com a teoria
qudntica dos jogos, seguindo o trabalho de Beck (2002) e o trabalho desenvolvido
na secgao 5.1., e tomando |¢*|*> = p(u) (Beck, 2002), sendo p a medida invari-
ante ergodica, pode-se calcular os valores esperados para um operador de payoffs,
cuja estrutura é analoga a de um observdvel na linguagem da mecdnica qudntica
(Beck, 2002).

Assim, se p for ergddica, temos, deste modo, para uma funcao de payoff sobre
BS(fi), ¢:BS(fi)— R (Badii e Politii, 1999; Beck, 2002):

1o .
= lim — W) = P2, = d 324
(o(p)) nmn; Pl ()] /Bf(ﬂ) () [+ *dp /Bf(ﬂ) o(p)p(p)dp — (324)

isto é, a média temporal lim,,_, % Z’Z:_ll d[pl(1)] coincide com a média espacial,

sob *.

A ergodicidade, para medidas invariantes, é o campo de investigacao da teoria
ergddica. Uma linha de investigacao futura, no seio da teoria qudntica dos jogos,
acerca da ligacao entre as wnvariantes ergodicas de mapas dindmicos e as ampli-
tudes de probabilidade qudnticas, utilizando o formalismo categorial do capitulo
5. e combinando o trabalho das duas sec¢oes desse capitulo, podera conduzir a
uma ponte entre a modelacao que aplica a dindmica nao-linear, enquanto ferra-
menta, e a modelacao que aplica teoria qudntica dos jogos, enquanto ferramenta?!,
Os resultados do capitulo 5. permitem estabelecer essa ponte a partir do forma-
lismo categorial, podendo-se utilizar a linguagem L, para explorar uma abor-
dagem de modelagao de sintese que combine a teoria qudntica dos jogos e a dind-
mica nao-linear.

41. Uma ligacao entre dindmica nao-linear e teoria qudantica dos jogos também pode ser estabele-
cida a partir do trabalho de Gongalves e Gongalves (2007).
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A matematica da medicao do risco tradicional pressupoe a probabilizacao
(capitulo 2.), assim, por exemplo, o calculo de medidas de risco como o Value-at-
Risk (VaR) ou o Conditional Value-at-Risk (CVaR) dependem dessa probabili-
zacao. O uso da avaliagcao neutra ao risco, ou risk neutral valuation, também
depende da possibilidade de se probabilizar acerca de um espago amostral compu-
tavel. Contudo, a natureza do numero €2 de Chaitin, enquanto probabilidade de
paragem de uma mdquina-a, que computa com alfabetos discretos, conduz a pro-
blemas para a probabilizacao de uma situagao de risco.

De facto, o argumento pode ser apreendido, primeiramente, a partir de um
exemplo ilustrativo de uma situacao de risco, tal que as historias possiveis podem
levar a um de dois resultados, a saber, ao colapso do sistema ou, em alternativa, a
continuidade do sistema no jogo, assumindo-se uma possibilidade adaptativa de
expansao indefinida do tempo de permanéncia do sistema no jogo, e que as histo-
rias sao tais que existe um isomorfismo categorial entre o espaco das historias e o
espaco das mdquinas-a de alfabeto de fita discreto.

Assumindo, também, que o colapso sistémico é capturado pela paragem da
mdquina-a, ou Seja, se uma mdquina-a para em n-passos computacionais, o sis-
tema colapsa, entao, o trabalho de Turing tem uma implicagao directa sobre o
cenario, a saber: o problema do colapso sistémico é indecidivel, ou seja, nao existe
nenhum procedimento algoritmico capaz de resolver o problema, pois, nao existe
nenhuma mdquina-a que pare apdés um niamero finito de passos, capaz de res-
ponder a questao de se saber, se uma dada mdquina-a vai parar, o que significa
que, neste cenario, o sistema adaptativo nunca conseguird determinar, utilizando
uma mdquina-a, se se encontra numa histéria que o conduz ao colapso ou que lhe
permite escapar ao colapso®2.

A indecidibilidade, sinalizada por Turing (1936), conduz, no cenario acima, a
um problema de incerteza quanto as historias sistémicas. Perante esta incerteza, a
questao que de imediato se coloca é a de saber se é, ou nao, possivel o calculo da
probabilidade de sobrevivéncia sistémica.

A resposta a esta questao é negativa, a probabilidade de sobrevivéncia é 1 — €2,
sendo €2 a probabilidade de paragem de uma mdquina-a, que € incompressivel
(Chaitin, 2006), assim, a probabilidade de sobrevivéncia nao ¢ computéavel. A
incerteza estende-se, por esta via, as proprias probabilidades.

Uma alternativa para a utilizacao de um célculo probabilistico seria a abor-
dagem quéantica apresentada no capitulo 5., na sec¢ao 5.1., mas mesmo essa
abordagem teria problemas, pois o jogo pode ser convertido, em termos matema-
ticos, num derivado binario sobre um activo subjacente: as mdquinas-a. O calculo
dos Arrow-Debreu prices dependeria de uma capacidade de avaliacao calculatoéria
das historias alternativas e do problema da paragem, de tal modo que este calculo

42. Este jogo matemético pode ser utilizado para abordar a questao do doomsday argument, um
argumento tedrico desenvolvido no seio da ciéncia do risco acerca da possibilidade de sobrevivéncia de
uma civilizagdo, apresentado por Gott ([2001], 2007).
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dependeria do problema da paragem ser recursivo, isto é, da existéncia de uma
maquina de Turing capaz de computar de modo algoritmico*3, para cada
mdquina-a, se esta para ou nao. Contudo, conforme Turing demonstrou, o pro-
blema da paragem nao é decidivel, isto é, trata-se de um problema recursivamente
enumeravel, mas nao recursivo, o que conduz a problemas na proépria definicao e
calculo do espaco de probabilidades.

Este cenéario tem implicacoes mais gerais, a saber: sempre que as historias sis-
témicas forem isomorfas em relacao as mdquinas-a com alfabetos discretos e o
problema adaptativo tiver uma correspondéncia directa com o problema da
paragem, entao, as metodologias probabilisticas encontram limites fundamentais,
devido a indecidibilidade do problema da paragem.

Esta reflexao acerca da indecidibilidade das historias sistémicas pode ser
conectada com uma linha de investigacao acerca da relacao entre as linguagens
formais computacionais e a formalizagao computacional das historias possiveis de
uma situacdo de risco, linha, esta, que pode ser expandida a partir do trabalho
desenvolvido no capitulo 5..

A indecidibilidade conduz a outros limites, nomeadamente, em relacao a and-
lise de risco e em relacao & modelagao de sistemas em situagoes de Tisco, no que
respeita a estocasticidade intrinseca, sinalizada pela nocao de caos, retomaremos
este ponto na préxima subsec¢ao, & qual, agora, passamos.

6.2.3. Modelacao e origens sistémicas do risco

Os resultados do trabalho desenvolvido abrem uma linha de reflexao critica, no
seio da matemaética do risco, associada ao problema da modelagao dos sistemas
em situagoes de risco, conforme relevado na subseccao anterior.

A modelagao dos sistemas em situagoes de risco € um ramo aplicado da mate-
matica do risco (capitulo 2.), contudo, a partir do trabalho desenvolvido na pre-
sente tese, algumas questoes podem ser colocadas relativamente & relacao entre os
modelos e os padroes que estes visam modelar, relativamente aos limites da mode-
lacao e a natureza do risco nos sistemas, questoes que interessam a ciéncia do
risco, enquanto ciéncia fundamental, pois permitem reflectir acerca da natureza do
risco nos sistemas, a partir das origens sistémicas do mesmo.

A questao dos limites e abordagens para a modelacao coloca-se a partir do
momento em que se considera que estruturas como o nimero {2 de Chaitin
possam ter uma correspondéncia num sistema dindmico concreto, correspon-
déncia, esta, que foi abordada na subsecgao 6.2.1. e que foi, explicitamente, tra-
balhada na subseccao 3.2.2., a proposito da incompressibilidade morfica de
cadeias morficas.

43. Considerando, para este caso, uma nogao de algoritmo em termos da nogao de recursividade.
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Esta linha de reflexao que pode ser tragada a partir do trabalho desenvolvido
na presente tese, conecta-se com o trabalho de Moore (1991), conduzindo a uma
linha de investigacao acerca dos limites da modelacao com elevada relevancia para
a matematica do risco, pois trata-se de considerar as consequéncias de uma estru-
tura de caos mais complexa do que aquela que foi trabalhada no seio da dindmica
nao-linear.

Moore (1991) sinalizou, a partir da relagdo entre mdquinas de Turing e os
generalized shift maps, estruturas incompressiveis ligadas a indecidibilidade com-
putacional algoritmica.

Os padroes sinalizados por Moore nao sao capturaveis no seio das ferramentas
mateméticas tradicionalmente utilizadas para quantificar os sistemas din&micos,
aproximando-se de um limite de estocasticidade, cuja apreensao estatistica é, ela
propria, limitada e condicionada pela indecidibilidade.

Embora estes padroes abstractos sejam sinalizaveis no seio da matematica a
questao de terem uma correspondéncia sistémica concreta ainda se encontra em
aberto. Chaitin (2006) reflectiu acerca desta questdo, em termos filosoficos,
embora tenha assumido duas linhas conjecturais menos extremas, a saber: uma
linha que defende a ocorréncia de padroes estatistizaveis nao apreensiveis por
mecanismos formais simples; uma linha que defende a aleatoriedade dos sistemas
como sendo sempre apreensivel a partir de estruturas matematicas simples.

A segunda linha conjectural é defendida por Wolfram (Chaitin, 2006; Wol-
fram, 2002). Wolfram identificou, a partir da investigacao acerca dos padroes
espacio-temporais gerados por autématos celulares, a capacidade de programas
simples gerarem padroes sinalizaveis como estocdsticos. Assim, Wolfram conjec-
tura que, na natureza, qualquer padrao sinalizavel como estocdstico podera ter
origem em estruturas relacionais dindmicas simples, as quais podem ser apreen-
didas a partir do formalismo categorial. O exemplo da subseccao 5.2.2. cons-
titui um exemplo da linha conjectural defendida por Wolfram.

A primeira linha conjectural, referida por Chaitin (2006) conduz as aborda-
gens probabilisticas e, em particular, & abordagem de modelacao quantica. No
anexo A., os resultados reforcam a possibilidade de se generalizar esta abor-
dagem ao nivel da modelacao de sistemas com a conexao com a teoria financeira,
pois pode-se conectar a estrutura de um observdvel com a nocao de replicating
portfolio, e assumir uma relacao entre aquilo que constitui uma economia sisté-
mica e a amplitude de probabilidade, tal que as probabilidades sistémicas efectivas
possam ser apreendidas a partir de uma correspondéncia com uma formulagao
generalizada de um problema financeiro.

Contudo, os resultados de Moore, se conectados com o trabalho desenvolvido
na presente tese**, abrem uma terceira linha conjectural, e conduzem a um
cenario mais extremo do que a primeira linha conjectural considerada por Chaitin.
Os generalized shift maps, trabalhados por Moore, recuperam o problema da inde-
cidibilidade e da incompressibilidade conectando-o com a nocgao de caos.

44. Em particular, nos capitulos 3. e 5..
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O caos, sinalizado por Moore, que o autor designou por caos algoritmico é tal
que apresenta as seguintes propriedades (Moore, 1991):

e Nao é possivel caracterizar ritmos de divergéncia em relagao as condigoes
iniciais, em particular, expoentes de Lyapunov, pois, uma tal quantificagao
é indecidivel,

e Existe dependéncia sensivel das condi¢oes iniciais dindmicas, contudo a
incerteza nao depende somente de desvios na computacao dessas condicoes,
o comportamento de longo prazo € algoritmicamente indecidivel, o mesmo
se passa com as condi¢oes que permitem determinar a presenca de depen-
déncia sensivel, isto é, embora se possa introduzir uma demonstracao de
existéncia de dependéncia sensivel das condigoes iniciais dindmicas, nao é
algoritmicamente decidivel se um conjunto de condigoes iniciais dindmicas
exemplificam esta propriedade, o mesmo, conjectura Moore, poderd ser o
caso da ergodicidade;

e E indecidivel a natureza das drbitas, a partir de um dado ponto de fase, se
estas conduzem a uma odrbita eventualmente periddica, se se localiza numa
determinada bacia de atrac¢ao, nenhuma destas propriedades é algoritmica-
mente decidivel. Os conjuntos de pontos periddicos e os atractores sao con-
juntos nao-recursivos, sem que seja possivel definir uma estrutura de invari-
ancia de escala do tipo fractal ou multifractal, nao existe um comporta-
mento de escala bem definido;

e Nao existe nenhum modo de determinar a natureza das bacias de atraccao
ou conjuntos de pontos peridédicos a partir de uma qualquer sequéncia
finita de observagoes, por maior que esta seja.

Estes resultados permitem sinalizar um tipo de caos que nao é facilmente apreen-
sivel por uma nocgao de estocasticidade, pois, os padroes sao de tal modo com-
plexos que as principais ferramentas utilizadas pela matematica do risco, seja por
via teoria do caos, seja por via da teoria qudntica, para capturar os padroes no
aleatorios, nao permitem apreender o caos algoritmico.

A ferramenta abstracta, introduzida por Turing, para investigar os funda-
mentos e limites da matematica e da logica, conduz a limites fundamentais para a
propria matematica do risco, em particular, ao nivel da modelagao de sistemas em
situagoes de risco.

Se o caos algoritmico ocorrer na natureza, ou em algum momento for produ-
zido por um sistema, nao poderemos inferir nenhum algoritmo, que permita
replicar o padrao e antecipéa-lo, a partir da observagao empirica do mesmo.

Pode-se, numa conjectura de caso limite, estar perante uma aleatoriedade para
a qual a nocao de estocasticidade perde qualquer eficacia por auséncia de ferra-
mentas capazes de apreender padroes no aleatdrio.

Moore (1991) conjectura que o caos algoritmico poderé estar presente na natu-
reza e que podera ser produzido por estruturas computacionais em rede, em parti-
cular, por redes neurais.
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A investigacao futura do caos algoritmico é uma linha de investigagao central,
quer para um pensamento fundamental acerca do risco nos sistemas, quer para a
matematica do risco, aplicada & modelacao de sistemas em situacoes de risco.

Os resultados do trabalho de Moore e as conjecturas apresentadas pelo autor
conduzem a uma consequéncia imediata para a modelacao, a saber: a modelacao
matematica devera partir da estrutura relacional do sistema concreto, relevante
para a modelacao matematica, e nao da proposta ad hoc de um modelo, apenas
porque este é capaz de replicar determinados padroes, observados empiricamente.

Se se estiver perante caos algoritmico podera ser estrutural a faléncia rapida
de um modelo que vise replicar determinados padroes estatisticos e que tenha sido
especificamente introduzido para replicar sempre e somente esses padroes, sem
que se considere a natureza das relagoes sistémicas.

Assim, por exemplo, um modelo de passeio aleatério multifractal, introduzido
para o mercado financeiro e estimado a partir de um espectro multifractal empi-
rico, logo, ajustado a um determinado espectro multifractal, podera nao ser a
melhor abordagem, pois, no caso de os sistemas econdémicos e financeiros serem
exemplos de caos algoritmico, a presenca de invaridncia de escala multifractal
poderé ser um fenémeno local em termos temporais.

A evidéncia de alteracoes no espectro, detectadas na analise realizada aos mer-
cados no capitulo 2., podera ser indicativo de uma dinamica sistémica evolutiva
em que ocorrem mudancas estruturais nas estruturas de escala, de tal modo que
podera ser o caso que a dindmica sistémica nao tenha uma invaridncia de escala
estdvel, conforme sinalizado por Moore, como uma das caracteristicas do caos
algoritmico. Embora mais décadas de observacoes empiricas dos mercados possam
vir a ser acumuladas, permitindo expandir a analise por décadas das rendibili-
dades logaritmicas do indice S&P 500, realizada no capitulo 2., os resultados de
Moore indicam que nao existe modo de determinar, somente a partir da analise de
dados, se uma instabilidade do espectro multifractal resulta de dinamicas transi-
entes e/ou de transigdes de Markov elementares, ou se é o caso que as redes finan-
ceiras estao a produzir caos algoritmico.

E necessaria mais investigacdo acerca da relacio entre turbuléncia multifractal
e 0 caos algoritmico, em particular em contextos de caos acoplado, para se poder
teorizar mais acerca das alteragoes nas estruturas dos espectros multifractais em
sistemas complexos.

Presentemente, a evidéncia acerca dos mercados financeiros, resultante da ana-
lise desenvolvida no capitulo 2., é mais favoravel a uma relagao entre os espectros
multifractais e a natureza das estruturas financeiras e econémicas, tal que, em
periodos de transigcoes estruturais, os espectros tendem a ter uma maior ampli-
tude do que em periodos de maior estabilidade das estruturas econémicas e finan-
ceiras. Os elementos fundamentais, determinantes do espectro, estao relacionados
com a conectividade da rede, com a natureza da circulagao de fluxos de infor-
macao e de fluxos monetarios e com os padroes de investimento, em particular, no
que respeita & constituicao de carteiras.
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Uma outra linha conjectural, acerca da natureza do risco, defende que os sis-
temas complexos tendem a organizar-se em termos de padroes de invaridncia de
escala, capturaveis a partir de modelos matematicos produtores de criticalidade
emergente, sendo, neste contexto, a fractalidade ou a multifractalidade uma con-
sequéncia da propria computacao sistémica, trata-se da SOC (teoria revista no
capitulo 2.).

Se a conjectura de base, subjacente a SOC, estiver correcta, o caos algoritmico
apresenta uma aplicabilidade limitada, pois a auto-organizagao das redes sisté-
micas tende a fazer emergir leis de invaridncia de escala. Passamos a rever as
implicagoes, para a SOC, do trabalho desenvolvido.

6.3. Criticalidade auto-organizada e turbuléncia multifractal

A teoria da criticalidade auto-organizada, conforme a revisao efectuada no capi-
tulo 2., é, tradicionalmente, incorporada no seio das ciéncias da complexidade
(Bak, [1996], 1999), contudo, trata-se de uma teoria interdisciplinar em que as
ciéncias da complexidade se intersectam com a ciéncia do risco.

Um regime dinamico resultante de SOC é um regime simultaneamente expan-
sivo das oportunidades de organizacao de estruturas sistémicas e das ameagas a
essas mesmas estruturas. Assim, um regime dindmico resultante de SOC é um
regime em que a nogao de risco assume uma eficicia conceptual constitutiva na
teorizacao da estruturagdao sistémica na criticalidade (Madeira e Gongalves, 2009).

O projecto de investigacao de Bak visa um pensamento fundamental acerca da
criticalidade auto-organizada, isto é, o objecto de investigacao ¢ a SOC, enquanto
tal (Bak, [1996], 1999). Assim, procura-se um discurso cientifico e uma matema-
tica capazes de capturar aquilo que sao os mecanismos sistémicos interactivos fun-
damentais dos sistemas que fazem emergir a criticalidade nestes ultimos e os
mantém nessa mesma criticalidade.

Tal como a ciéncia do risco, ao investigar o risco, enquanto tal, abre uma
oportunidade de eficacia aplicativa em diferentes ciéncias, a partir de modelos e
formalismos gerais, também os resultados da teoria da SOC sao passiveis de ser
aplicados aos sistemas complexos, cuja dinamica faz emergir leis de invaridncia de

escala (Schroeder, 1991; Bak, [1996], 1999).

A relagao desta teoria com a ciéncia do risco é de uma dupla ordem, a saber:

e A ciéncia do risco é uma ciéncia auxiliar & teoria da SOC na investigagao
acerca das dindmicas das situagoes de risco que fazem emergir estruturas
fractais ou multifractais;

e A teoria da SOC auxilia a ciéncia do risco na producao de modelos de sis-
temas cujas dinamicas apresentam assinaturas fractais ou multifractais.
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No contexto dos mercados financeiros, conforme revisao e andlise desenvolvida no
capitulo 2., a MSOC, ou criticalidade auto-organizada multifractal, é um pro-
blema fundamental, pois, a evidéncia empirica é favoravel a hipotese de que os
padroes de turbuléncia, as bolhas e os crashes sao devidos a um processo de auto-
organizacao sistémica num regime dinamico resultante de MSOC.

Embora os modelos tradicionais da SOC sejam modelos de sistemas com um
elevado niamero de graus de liberdade, mapas nao-lineares simples podem também
produzir FSOC (criticalidade auto-organizada (mono)fractal) ou MSOC, por via
da estrutura da dependéncia nao-linear (Kaplan e Glass, 1995; Badii e Politii,
2003; Madeira e Gongalves, 2009).

O exemplo apresentado na subsecgao 5.2.2., em particular, foi introduzido
para ilustrar o caso da MSOC produzida por um sistema com uma dindmica cad-
tica, trata-se de um caso de caos multifractal (Madeira e Gongalves, 2009). Os
resultados obtidos na subsecgao 5.2.2. permitem ilustrar a aplicacao do forma-
lismo na modelagao de sistemas e na captura de padroes de risco, em particular,
no que respeita a sincroniza¢ao dindmica, aos efeitos de Malcolm e & MSOC.

A MSOC, a FSOC e a sincroniza¢do nos sistemas complexos fazem parte de
linhas de investigacao futura de elevada relevancia para a ciéncia do risco, assim
como para as diferentes areas de aplicagao da mesma.

Estes sao os contributos e principais problemas e linhas de investigacao que
podem ser tracados a partir do trabalho desenvolvido na presente tese, directa-
mente relacionados com a matematica do risco, para além destes contributos
importa, contudo, referir alguns contributos adicionais do trabalho desenvolvido
no capitulo 4. para a topologia categorial.

6.4. A topologia categorial

O trabalho desenvolvido no capitulo 4. permite trabalhar a topologia categorial a
partir da raiz conceptual da nocao de topos. Tal que cada categoria pode ser tra-
balhada na sua estrutura topoldgica, superando-se as insuficiéncias e problemas
conceptuais da teoria do topos, referidos no capitulo 4..

A base sistémica da matemdtica categorial é, por esta via, aprofundada, pois
as categorias podem ser trabalhadas a partir dos espacos topoldgicos de adjacéncia
1somorfica universal e os morfismos a partir de estruturas sistémicas na forma de
estruturas de simplex, em que sao conectadas origem sistémica (ponto geométrico
originante), propriedade sistémica emergente e ligagoes morficas. A abordagem
tensorial, por seu turno, permite operacionalizar estas estruturas categoriais e
tornar explicita a natureza topologica e algébrica da composicao algébrica de fun-
damentos e a natureza sistémica do morfismo, conforme demonstrado no trabalho
desenvolvido no capitulo 4..

No capitulo 5., na seccao 5.1., com a introducao do campo de amplitudes de
probabilidades abre-se uma via para uma abordagem para categorias qudnticas em
que as amplitudes de probabilidades sao relacionadas com as ligagoes sistémicas
com O ponto geométrico originante.
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Uma investigacao futura no seio da topologia categorial poderd tornar expli-
citas estas e outras linhas de investigagao.

Para a matemdtica do risco, a representagao a partir da topologia categorial é
util, em particular, na abordagem quéantica e nas ligagoes entre a dimensionali-
dade do simplex e as teias mdrficas das iteragoes.
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Anexo A. — Demonstracao do Teorema 2

No presente anexo, é demonstrado o seguinte teorema, assumido no contexto do
jogo apresentado na secgao 5.1.:

Teorema 2 (nao-arbitragem):

Seja S o preco do seguro, com payoff:

M:{ m(¢y —d-) se ¢(s)=¢- (325)

em que ¢(s) € o payoff para o bit resultante da computacio da

mdquina de Turing do jogo, ¢+ = max (¢o, ¢1), ¢— = min (¢o, ¢1),
m(¢r — ¢-) < ¢4. Defina-se s, tal que ¢(s1) = ¢4 e s_ tal que

$(s_) = ¢_, entdao dado o operador M tal que:

M= =m(¢y — ¢_) b= (326)
Myps+ =0 - 1p+ (327)

na auséncia de oportunidades de arbitragem, S é tal que:
S=e (M), (328)

Para se demonstrar este teorema, considere-se as estratégias de investimento apre-
sentadas no teorema 1., da mesma sec¢ao, com os seguintes perfis de payoffs:

1 se 9M=IM,
{0 se M=y (329)
e
0 se M=IM,
{1 se M=y (330)

Do teorema 1., segue-se que o preco de Turing T(0) é o custo da estratégia de
investimento, conducente ao perfil de payoffs (329) e o preco de Turing T(1) é o
custo da estratégia de investimento, conducente ao perfil de payoffs (330).

Cada uma destas estratégias pode ser considerada em termos de um operador.
De facto, temos, para (329) o projector Py e para (330) o projector Py tais que:

Py =1-9° Pyp®=0-° (331)
Ppt=0-9, Pypl=1-" (332)
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Designamos as apostas a que correspondem estes projectores por Turing securi-
ties. No seio da teoria financeira qudntica, as Turing securities correspondem a
Arrow-Debreu securities, enquanto que os precos de Turing correspondem aos
precos de Arrow-Debreu das Arrow-Debreu securities.

Dado que, para o jogo financeiro, o bit qudntico é tal que:

Y= \/E7T(s) (333)

temos:
e (P = (1 [0 40- [0 ) = e e E(0) = T(0) (334)
e (P = (0 [P+ 1[0 ) = e e E(1) = T(1) (335)

Considere-se, agora, um activo financeiro genérico com payoffs contingentes a
computacao realizada pela mdquina-a do jogo, tal que:

X:{ x(O) se m:mo (336)

z(l) se M=9

este sistema de payoffs pode ser capturado por um operador de payoffs X com a
seguinte expansao:

X =2(0)Py+z(1) P, (337)

Em termos financeiros, a relagdo (337) significa que o activo financeiro pode ser
replicado por uma compra de x(0) unidades da Turing security correspondente a

P, e por uma compra de x(1) unidades da Turing security correspondente a P,
existe, assim, uma correspondéncia directa entre a expansao em termos dos pro-
jectores e a formacao de replicating portfolios, trata-se de uma correspondéncia
central para a teoria financeira qudntica.

Dado o custo da primeira Turing security ser igual a %(0), e dado o custo da
segunda Turing security ser igual a T(1), segue-se que o custo total do replicating

A~

portfolio, que denotamos por m(X ), é dado por:
(X)) =2(0)%(0) + z(1)ZF(1) (338)
Por seu turno, 7(X) é tal que:

(X)) =2(0)T(0) + z(1)F(1) =
=e " (2(0)e"Z(0) + z(1)e"E(1)) =
= (@) + 2 (V)$!?) = e (X ), (339)
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ou seja, na auséncia de oportunidades de arbitragem, o custo do replicating port-
folio tem que coincidir com o seu preco de mercado, assim, o preco de mercado do

activo contingente correspondente a X tem que coincidir com m(X)=e "7 (X ).

Considere-se, agora, que ¢_ = ¢(0), entdao, a expansao, para o seguro, é dada
por:
M =m(¢1— ¢o)- Po+0- Py (340)

Na auséncia de oportunidades de arbitragem, seguindo os resultados obtidos
acima, o preco de mercado do seguro é dado por:

~

S=m(M)=e"""(M)y=m(¢1~ ¢0)T(0) (341)
por seu turno, se ¢_ = ¢(1), entdo, a expansao ¢ dada por:
M =0-Py+m(po—¢1)-Pr (342)

Na auséncia de oportunidades de arbitragem, seguindo os resultados obtidos
acima, o preco de mercado do seguro é, neste segundo caso, dado por:

~

S=n(M)=e"""(M)y,=m(d— ¢1)F(1) (343)

o que demonstra o teorema 2.

Importa relevar, acerca destes resultados, o modo como o risco esta a ser ava-
liado pelo mercado. Tratando-se de um processo adaptativo, a auséncia de opor-
tunidades de arbitragem e, logo, o equilibrio de mercado sao propriedades emer-
gentes do comportamento adaptativo do sistema adaptativo complexo (neste caso,
o mercado). Estando reflectido, no prego de mercado do seguro, a avaliagdo do
risco pelo mercado, entao, de (341) e (343), na auséncia de oportunidades de arbi-
tragem, resulta que:

S=m(d: — 6 )%(s ) (344)

Logo, a avaliacado do mercado reflecte, por um lado, T(s_), isto é, o prego de
Turing da Turing security para o cenério adverso, e m(¢4 — ¢_), isto é, o payoff
do segquro que compensa o jogador no cenario adverso por um montante de
m(¢4 — ¢-). Trata-se, assim, de uma avaliacdo do valor adaptativo de uma estra-
tégia que protege o jogador no cenario adverso.
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Anexo B. — Analise Empirica
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Large deviation spectrum with (cst) precision: Eﬂ=0'042609 and (min) scale: q=nn=0.001 9569

o
o
T

am

=
<)
T

spectrum: €%, ()

0.4

0.2 . R ' [ P h R .

o

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Hoelder exponents: o

Fig.9 — LDS para S&P 500, com subdivisdo do periodo de 1986 a 1989: de 02-01-1986
a22-12-1987 (linhaazul); de 23-12-1987 a 31-12-1989 (linha vermelha).

14

200



Anexo C. — Dinamica Nao-linear — Exemplos
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Fig.1 — Cronogramas de 100 iteragdes do mapa logistico, com g = 0.2512343454 e
para 0s seguintes valores do parametro de controlo: (a) a=2; (b) a=3.2; (c) a=4.
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Fig.2 — Diagramas de bifurcacgtes para: (a) x(n) e (b) y(n), por variagdo de &, quando: a
=3,b=0.5,r =0.001. Os pontos a azul correspondem a uma condicéo inicial positiva,
enguanto que os pontos a vermelho correspondem a condicéo inicial simétrica.

Fonte: Madeira e Gongalves (2009).
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Fig.3 — Diagramas de desfasamento para y(n) (y(n-1) nas abcissas e y(n) nas
ordenadas), coma =3, b = 0.5, r = 0.001 e (8) &=0.056 (proximo de uma regido de
elevada variabilidade), (b) &=0.01 (proximo de umaregido central).
Fonte: Madeira e Gongalves (2009).
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Fonte: Madeira e Gongalves (2009).
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Fig.5 — Sucessdo cronologica com 20,000 iteracbes para y(n), resultante de uma
simulacdo com 30,000 iteracOes, as primeiras 10,000 iteracOes tendo sido removidas
paratransiente. Parémetros. a =3, b = 0.5, r = 0.001, £=0.01.

Fonte: Madeira e Gongalves (2009).
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