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Resumo

Os modelos de volatilidade estocastica revelam, como contrapartida do seu maior re-
alismo, uma maior dificuldade em estabelecer formulas simples para o preco de opgoes
europeias. O problema de encontrar o preco destes derivados pode ser formulado por uma
equagao diferencial parcial de segunda ordem. Através da perturbacao do driver de vola-
tilidade do modelo, é possivel alterar ligeiramente o problema por forma a encontrar uma
aproximacao simples da sua solu¢cao como uma soma de poténcias de um dado parametro
perturbativo. Nesta tese procuramos, seguindo resultados conhecidos da teoria de per-
turbacao, desenvolver férmulas simples de aproximacao do preco de opcoes put e da curva
de volatilidade implicita no contexto do modelo a-hipergeométrico.

Para desenvolver estas aproximagoes para o modelo a-hipergeométrico, comecamos
por estudar o seu driver de volatilidade. Encontramos uma distribuicao invariante para
esse processo e provamos a sua unicidade e reversibilidade dentro do conjunto das medidas
que admitem uma fun¢ao densidade suave. Foram estas propriedades que permitiram a
utilizagao de resultados conhecidos para as derivagoes das aproximagcoes do preco.

Pela relevancia que o espectro de um operador tem para o entendimento da sua acao
no espaco em que opera, iniciamos também o estudo espectral do gerador infinitesimal do
processo de volatilidade. Dai, estabelecemos uma férmula geral para as fungoes préprias
desse gerador e derivamos algumas desigualdades com vista a tentar enquadrar o seu
espectro real num determinado intervalo.

Por fim, determinamos féormulas simples de primeira e segunda ordens para o prego
das opgoes e da volatilidade implicita do modelo, como pretendiamos, oferecendo também
representacoes graficas ilustrativas para um dado conjunto de parametros. Discutimos
ainda de forma breve a aproximagcao do preco de opcoes americanas através de um método
de aleatorizacao da maturidade, que se torna possivel apos a ja referida determinacao da

distribuicao invariante para a volatilidade deste modelo.






Abstract

Stochastic volatility models are more realistic, yet the difficulty of establishing a sim-
ple pricing formula for european options is a major drawback. The problem of pricing
this derivatives can be formulated by a partial differential equation of second order. By
perturbing the model’s volatility driver it is possible to slightly alter the problem in order
to find a simple approximation of its solution as a finite power series of the perturbation
parameter. In this thesis, following known results of perturbation theory, we tried to
develop simple approximations for both put option prices and implied volatility curves in
the a-hypergeometric model.

With the development of this approximations for the a-hypergeometric model in sight,
we started by studying its volatility driver. We found an invariant distribution for that
process and proved its uniqueness and reversibility within the set of measures which admit
a smooth density function. Those were the properties which allowed the use of known
results for the derivation of price approximations.

Because of the relevance that an operator’s spectrum has to the comprehension of its
action in the space where it operates, we initiated the spectral analysis of the volatility
process’ infinitesimal generator. From these study we established a general formula for
the eigenfunctions of that generator and derived some inequalities in the intent of finding
an interval which contained its real spectrum.

Finally, we derived simple formulas for the first and second order approximations of
the european put’s price and the model’s implied volatility curve, as we intended. Also,
we offer illustrative graphical representations for a given set of parameters. As an exten-
sion we discuss briefly the price approximation for american puts through a maturity’s
randomization procedure which is possible after determining the invariant distribution for

these model’s volatility.
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CAP{TULO 1

Introducao

O modelo de Black-Scholes (1973) apresentado em [5] parte de pressupostos que ne-
gligenciam algumas das complexidades reais da dinamica evolutiva dos ativos financeiros.
A sua base simples de modelizacao é simultaneamente fonte da sua beleza e sucesso, como
das suas desvantangens. Algumas das principais fraquezas deste modelo, que serao expli-
cadas posteriormente, tém origem na assuncao de que a evolugao dos ativos é regulada
por uma volatidade constante. As fragilidades que esta particularidade levanta motiva-
ram a investigacao cientifica subsequente para o desenvolvimento de diversas extensoes
ao modelo de Black-Scholes, no sentido da introducao de uma dinamica estocastica para
a volatilidade dos ativos financeiros.

O modelo de volatilidade estocdstica mais proeminente é o modelo de Heston (1993),
apresentado pela primeira vez em [10]. Neste modelo, o driver da volatilidade evolui

respeitando a seguinte equagao diferencial estocéstica:
dvy = a(b — v)dt + o/ dW;

onde b é a média de longo prazo da volatilidade instantanea, a é a velocidade de reversao
para a média e o é o parametro de volatilidade do processo v;. Para que o modelo se
revele adequado, este processo deve verificar a positividade. Para garantir que o processo
se mantém positivo ao longo do tempo, os parametros devem verificar a condicao de Feller
(1951) (vide [11]):

2ab

o2
Contudo, a evidéncia empirica parece mostrar que frequentemente a condi¢ao nao é verifi-

> 1.

cada e que o parametro de reversao para a média ¢é de dificil estimacao. Estas sao algumas
das probleméticas levantadas em [4] e as quais o mesmo procura responder através da
proposicao de um novo modelo de volatilidade estocastica: o modelo a-hipergeométrico
(2014).

No ambito deste modelo, o objectivo do presente estudo incide principalmente sobre a
avaliac@o de opgoes europeias (sendo que as opgoes americanas também serao discutidas).

Neste contexto, os modelos de volatlidade estocéstica enfrentam duas grandes dificuldades:

e A incompletude do mercado, o que obriga a assumir uma dinamica de risco neutro
a priori;
e Apds a escolha de uma medida de risco neutro, a dificil dedugao de uma féormula

fechada para o preco de opgoes.



Por causa do segundo ponto, o desenvolvimento de técnicas tedricas e/ou computaci-
onais de aproximagao eficiente dos pregos para estes derivados ganha um grande interesse
nestes modelos mais complexos. O objectivo desta dissertacao é pois, seguindo de perto

a teoria perturbativa de primeira ordem apresentada em [7]:

1. Encontrar e provar a unicidade (dentro do espago das medidas que admitem
uma fungao densidade suave) da distribuigao invariante do processo do driver de
volatilidade do modelo a-hipergeométrico;

2. Iniciar o estudo espectral do gerador infinitesimal do processo do driver de vola-
tilidade;

3. Estabelecer uma aproximacao de primeira ordem para o preco de opcoes put no
modelo a-hipergeométrico;

4. Estabelecer uma aproximacao de primeira ordem para a curva de volatilidade
implicita do modelo a-hipergeométrico;

5. Estender os resultados anteriores, apresentando as aproximacoes de segunda or-
dem do preco e da volatilidade implicita neste modelo;

6. Discutir a utilizacao da abordagem de aleatorizacao da maturidade seguida em

[3] para a aproximagao de opgdes put americanas neste modelo.

O estudo das aproximacoes assintoticas do prego de opgoes no modelo a-hipergeométrico
(em particular, no caso em que o = 2) ja havia sido iniciado em [8], contudo, o termo
perturbativo que Privault introduz na componente estocastica do driver de volatilidade
para o calculo dos termos de correcao de primeira e segunda ordens faz com que o modelo
deixe de estar na classe dos modelos 2-hipergeométricos. A metodologia de aproximacgao
apresentada neste documento esta toda contida no ambito do modelo a-hipergeométrico.

Este documento esta organizado em 7 capitulos, sendo o primeiro a introducao. No
segundo capitulo, apresentamos brevemente os aspectos mais relevantes do modelo de
Black-Scholes, no que diz respeito a avaliacao de opcoes europeias. O modelo serd formu-
lado e serao apresentados o operador diferencial e as férmulas do preco de Black-Scholes
tanto numa 6tica de estratégias de replicacao, como pela via da medida de risco neutro.

No terceiro capitulo sao abordadas as problematicas do modelo de Black-Scholes rela-
cionadas com a superficie de volatilidade implicita, apds o que se apresentam os modelos
de volatilidade estocéstica. Comega-se por uma discussao desta tipologia de modelos de
forma abstrata e, depois sao apresentados brevemente o modelo de Heston e o modelo
a-hipergeométrico. Por fazer a ponte entre o modelo classico e o modelo de volatilidade
estocéstica que serd objecto de estudo desta dissertagao, este capitulo é bastante relevante
para um bom enquadramento do tema principal.

No quarto capitulo, é explorada a teoria da perturbacao de primeira ordem. Definem-
se conceitos centrais como o de gerador infinitesimal de um processo de Markov, o de
medida invariante e o de reversibilidade; de seguida sao apresentadas as derivagoes da

expansao de primeira ordem de [7] com base nestes conceitos.



No quinto capitulo encontramos a distribuicao invariante do driver da volatilidade,
provando a sua unicidade. Adicionalmente, é provada a reversibilidade do processo e é
iniciado o estudo dos valores proprios do gerador infinitesimal do mesmo.

No sexto capitulo é encontrada a expansao de primeira e segunda ordens do preco de
opcoes europeias no modelo a-hipergeométrico. Adicionalmente, sao discutidos processos
aproximativos para opgoes americanas e a sua aplicacao neste modelo.

Por fim, apresentamos um capitulo de conclusoes, consideracoes finais e onde coloca-
remos hipoteses relacionadas com o modelo estudado e que poderao motivar trabalhos

frutiferos no futuro.






CAP{TULO 2

O Modelo de Black-Scholes (1973)

Optou-se pela apresentacao do modelo de Black-Scholes, pois a compreensao geral dos
seus fundamentos é um requisito para um bom entendimento da investigacao subsequente
em matematica financeira. O objectivo desta seccao é a formulacao deste modelo cldssico
que revolucionou a teoria financeira moderna. Na sequéncia da formulagao do modelo pre-
tendemos apresentar os principais conceitos, resultados, e dedugoes relevantes do mesmo.

Pretende-se que esta seja uma apresentacao sucinta que sirva de ponto de partida para
a discussao dos modelos de volatilidade estocéstica.

2.1. Formulacao do Modelo

O modelo inicial proposto por Fisher Black e Myron Scholes em [5] assume um mercado

com dois ativos apenas:

e Um ativo sem risco - como, por exemplo, uma obrigacao do tesouro americano
- com preco By, t > 0, cuja dinamica evolutiva é definida a partir da seguinte
equacao:

dBy = rB; dt (2.1)
onde r > 0;
e Um ativo com risco - como, por exemplo, uma ac¢ao - com preco Sy, t > 0, que

evolui segundo a seguinte equacao diferencial estocastica:

onde p ¢ a média da taxa de retorno, o > 0 é a volatilidade instantanea dos
retornos que aqui assume-se constante, e (W;);>¢ ¢ um movimento Browniano

standard.

NoTA 2.1. Pondo By = 1, temos claramente By = €. Num mundo de risco neutro,
pela hipdtese de nao arbitragem, €™ devia ser o retorno esperado sobre qualquer investi-

mento.

NotA 2.2. Daqui em diante, utilizaremos sempre a notacao W, para representar um
movimento Browniano standard. No caso de, no contexto particular em que nos encon-
tremos, estarmos a trabalhar com mais do que um destes processos, utilizaremos indices
e/ou signos distintivos.

Como se pode ver pela forma da equacao (2.2), esta possui duas componentes: uma

componente deterministica e uma componente estocéastica. A introducao do termo o.5; dW;



traduz-se numa perturbacao do que seria uma funcao deterministica do tempo. Para re-
solver a equagao (2.2) é necessario recorrer a importante formula de It6, que recordamos

abailxo:

LEMA 2.1. Sejam X; um processo que satisfaca dX; = p(t, Xy) dt + o(t, X;) dW; e
g(t, X;) uma fungao duas vezes diferencidvel. Entdo temos que:

_ (99 dg 1, &g 9g

Considerando a fungao g(z) = log(z) e o processo S; definido em (2.2), apelando a
férmula de It6 (2.3), obtemos facilmente

dlog(S;) = <,u — %aQ> dt + o dW; (2.4)
Ou seja,
1
S, = Sy exp [(u — 502>t + O’Wt:| (2.5)

Diz-se que o racio S;/Sp ¢é lognormal, pois o logaritmo de S;/Sy tem distribuigao

normal de média (u — 10?)t e variancia 0%t para cada ¢ > 0.

2.2. Avaliacao de Derivados e Estratégias de Replicagao

Nesta subsecgao procuramos apresentar a deducao do prego de derivados de estilo europeu
de maturidade 7" > 0 no ambito do modelo de Black-Scholes. Comecamos por definir
conceitos intuitivos como o de estratégia de replicacao, de portfélio auto-financiado e de
estratégias de arbitragem, a partir dos quais conseguimos deduzir a equacao diferencial
de Black-Scholes.

DEFINIGAO 2.1. Uma estratégia é um par de processos adaptados (ag,by), tais que
E[fOT azdt] < +oo e E[f0T|bt|dt] < 400. Os processos a; e by representam, respecti-
vamente, o numero de unidades do activo com risco e do activo sem risco detidas no

momento t > 0.

NoTA 2.3. Subjacente a definicao anterior esta um pressuposto de liquidez infinita do
mercado, ou seja, de que € possivel adquirir qualquer quantidade positiva (inteira ou ndo)
de qualquer activo presente no mercado. Assim, 0s processos a; € by ndo se encontram

restringidos a tomar valores nos numeros inteiros positivos.

DEFINIGAO 2.2. Seja h(z) a fungao de payoff do derivado de estilo europeu. Dizemos

que uma estratégia (as, by) replica o derivado em questdo se
apSr + bpe™ = h(Sr)
com probabilidade 1.
DEFINIGAO 2.3. Dizemos que uma estratégia (as, b)) € auto-financiada se:

d(CLtSt + btert) = atdSt + rbte”dt.



Isto significa que qualquer variagao no valor do portefolio é reflexo apenas das varia¢oes
do valor dos activos que constituem o portfolio (ndao existem diminui¢ées nem aumentos

externos de capital investido).

DEFINIGAO 2.4. Dizemos que uma estratégia (a.,by) € uma estratégia de arbitragem se
esta é auto-financiada e se, para algum t > 0, se verificam simultaneamente as sequintes

condicoes:
‘/0 = (loSo + b() =0

PV, > 0] > 1. (2:6)

O principio de nao-arbitragem, que nés assumimos, postula a nao existéncia de es-
tratégias de arbitragem neste modelo. Assim, o pre¢o de um derivado num momento ¢ > 0
fica bem definido pelo valor de uma qualquer estratégia de replicacao desse derivado nesse
mesmo momento, pois duas estratégias distintas devem ter o mesmo preco (caso contrario
haveria oportunidade de arbitragem).

No que se segue assumimos a possibilidade de escrever o preco de um derivado europeu
como fungao do tempo ¢ e do preco de ativo com risco nesse momento S; (que na verdade
pode ser provada):

P = P(t,5)).
Assumimos ainda a regularidade necessaria da fungao do prego do derivado P(t,z) de
forma a poder aplicar o lema de It6. Assim, temos:

P P 1 2p P
dp(t, St) = (86 +,U/Stgx —0'2822 ) dt+USta— th (27)

Ox
Ora, se (at, by) é uma estratégia de replicacao temos

dp(t, St) = d(atSt + btert) <~
opr oP 1, 282
oP

+ O'Sta— AW, = a; dSt + T’bte dt &

P P 1 2p
o (28 + usta 2528 dt+
8:6 b Ox?

—_ th = (at,l,LSt + Tbtert) dt + atO'St th

Daqui vem que
oP
= —(t,S 2.8

donde,

bt:(P(t,St) staap (t) st)> | (2.9)



Substituindo a; e b; na equacao de cima obtemos:

8P 1 2 0*P oP
SP— P-S 2.10
ot " t 92 ( t(?x) (2.10)
Assim, a funcao preco do derivado europeu, existindo, satisfaz a seguinte equacao
diferencial:
LpsP =0
(2.11)
P(T,z) = h(z)
onde o 1 0? 0
== 2y : 2.12
Los ot * 27" o2 r ( ox ) (2.12)

é o operador diferencial de Black—Scholes e h(x) é o payoff do derivado. Entao, no caso
de uma call europeia de strike K > 0, o preco é obtido a partir da resolucao do problema
(2.11) com h(x) = (x — K)T, enquanto que para uma opgao put se tem h(z) = (K —z)*.

As conhecidas solucgoes sao apresentadas de seguida:

TEOREMA 2.1. O pregco de uma opg¢ao call europeia de strike K > 0, maturidade

T >0 e sobre um activo Sy com pre¢o inicial x > 0, é dado por:
Cps(t,z) = xN(dy) — Ke " TN (d,) (2.13)

onde,

2

g log(z/K) + (r + % )(T — 1)
b oVT —t (2.14)
dg :dl—O'\/T—t

A férmula para opgoes put é muito semelhante.

TEOREMA 2.2. O preco de uma op¢ao put europeia de strike K > 0, maturidade

T >0 e sobre um activo S; com preco inicial x > 0, € dado por:
Pgs(t,x) = Ke "T"YN(—dy) — N(—d,) (2.15)
onde dy e dy sao definidos como em (2.14).

2.3. Avaliagao de Derivados na Medida de Risco Neutro

Vamos apresentar uma outra metodologia de avaliacao de opgoes. A ideia subjacente a
esta abordagem ¢é encontrar uma medida de probabilidade equivalente (chamada medida
de risco neutro), P*, na qual o processo do prego descontado do activo com risco seja uma

martingala, caso em que temos:
Sy = e ") B[Sy | F (2.16)

Estudando a distribuicao de St nesta medida, conseguimos deduzir o preco de Black-
Scholes das opcoes europeias.

O resultado que permite a aplicacao desta metodologia é o Teorema de Girsanov e
serd apresentado mais abaixo, depois de algumas defini¢oes preliminares.
8



DEFINICAO 2.5. Duas medidas de probabilidade Py e Py definidas sobre o mesmo

espago mensurdvel (2, F) dizem-se equivalentes se, para todo o A € F,
Ep,[xa] = 0 & Ep,[xa] =0 (2.17)

TEOREMA 2.3. Sejam (Q, F,Py) um espago de probabilidade e § uma varidvel aleatoria
positiva quase sempre (i.e. P(§ > 0) = 1) e tal que Ep,[{] = 1. Para qualquer A € F,

defina-se
P, = /A £(w) Py (w) (2.18)
Entao:

1. Py € uma medida de probabilidade.

2. Para qualquer varidvel aleatoria nao-negativa X,
Ep,(X) = Ep, (X¢)
3. As medidas P e Py sao equivalentes.
Este teorema permite-nos formular a seguinte definicao:

DEFINICAO 2.6. Nas condicoes do Teorema 2.3, a varidvel &, que passamos a denotar

por

dPy
dP,’
¢ a derwada de Radon-Nikodym de Py com respeito a Py.

Temos entao
dP,
Ep (X)=FEp, | X—=
Pz( ) P ( dP1>

dP,
Ep (X)) = Ep,| X—
Il:Dl( ) PQ( dPQ)

(2.19)

Enunciamos de seguida o Teorema de Girsanov:

TEOREMA 2.4. Sejam (W[ )o<i<r um Movimento Browniano standard definido no
espaco de probabilidade (2, F,P1) e (Fi)o<t<r a filtra¢ao gerada por este mesmo processo.

Se (M)o<t<r for um processo adaptado que satisfaca a condig¢do de Novikov, i.e., tal que

;(fOT A2 ds>
Ep, [ e } < 400, (2.20)

entao existe uma medida de probabilidade Py tal que:

1. Py € equivalente a IPy.

2. A derivada de Radon-Nikodym de Py com respeito a Py (no momento T') é dada

T 1 T
— e:z:p( —/ A dWET — §/ A2 ds) (2.21)
Fr 0 0

9

por:
dPs

Py




3 W = w4 fot As ds é um Movimento Browniano standard definido sobre a

medida Py, ou seja, em notagao diferencial:
AW = dW + \dt (2.22)
Definimos o processo do preco descontado do activo com risco:
SF=e"S, (2.23)
Queremos encontrar agora uma medida de probabilidade equivalente a medida fisica, PP,

sob a qual S} seja uma martingala. Temos, pelo Lema de Ito,

dS; = (u—r)S;dt + oS dW,

_ 2.24
=08} {%dt + th] (2:24)

Claramente, “— satisfaz a condigao de Novikov, donde vem que existe uma medida de

probabilidade equivalente, P*, tal que

W = cap( = (wy — ) — L (T T (2.25)
dP T e o T 0 2 o '

e na qual dW;} = dW, + (’%)dt é um movimento Browniano standard. Assim, pegando

em (2.24) obtemos que, na medida P*,
dS; = oS;dW}. (2.26)

Ou seja, S} é uma martingala na medida de risco neutro, P*.
Considere-se uma estratégia de replicacao auto-financiada de um derivado europeu,

(ag, b)) com payoff H. O valor do portfélio associado a esta estratégia é:
Vi = a;Sy + bee™. (2.27)
Defina-se V;* = e7""V;. Vamos ver que V;* é uma martingala na medida de risco neutro:
AV} = —re "V, dt + e " dV;, =
= —re "(a;S; + be™) dt + e " (ay dSy + rbe™ dt) =
= —re "aq.S, dt +e "a, AW, =
=a; dS] =
= oa,S; AW
Ou seja, V,* também ¢ uma martingala. Temos entao que
Vi* = Ep« [V} | F. (2.28)
Para um payoff H, temos que
Vi = Ep[e " TVH|F. (2.29)

10



Isto mostra que existindo um portfélio auto-financiado que replique um derivado eu-
ropeu de payoff H, nés temos uma formula de derivagao do seu prego, (2.29). Resta
mostrar que existe esse mesmo portfélio. Enunciamos o seguinte teorema, usualmente

denominado como teorema da representacao martingala:

TEOREMA 2.5. Seja M, , 0 <t < T uma martingala com respeito a filtra¢ao (F;), que

€ a filtracao natural do movimento Browniano W . Entao existe um processo adaptado
(n:) com Eps {fOT n? dt} < 400 e tal que
t
M, = M, +/ ns dW;. (2.30)
0
Definindo M; = Ep- [e_TTH |ft], temos pelo teorema anterior que

t
Ep-[e7"TH|F,] = My + / ns dW? (2.31)
0

em que 7); possui as propriedades enunciadas no respectivo teorema. Assim, pondo a; =

Urg: e by = M, — a;S;, construimos o portfélio (a;, b;) que é auto-financiado e cujo valor

no momento T’ é o do payoff do derivado: e"” My = H. Estamos entdo em condicoes de

usar a férmula de célculo (2.29).

Temos, para uma op¢ao de payoff h(Srt),
P(t,z) = Ep [e " T Dh(Sy)|F]
= E]p* [B_T(T_t)h(ST)|St = l’]

2

_ @0, [h (:1: < exp [(r — )T — 1) + o (Wi — W:ﬂﬂ

onde usadmos a propriedade de Markov e a férmula (2.5) na medida de probabilidade P*.
Como W; — W} tem distribui¢ao normal de média 0 e variancia 7' — ¢, podemos ainda

escrever
e—r(T—t) +00 o2 2
P(t,z) = —— h(me(’“_ﬂ(T_tH‘”)e AT=0 dz (2.32)

Vo=
No caso de uma call europeia temos h(z) = (r — K)*, donde é ficil de ver que a
férmula (2.32) se reduz a férmula de Black-Scholes, (2.13). A férmula da put europeia,
(2.15), é deduzida de forma anéloga.
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CAP{TULO 3

Modelos de Volatilidade Estocastica

Como ja foi referido, apesar das férmulas simples que permite deduzir para a avaliacao
de opgoes, o modelo de Black-Scholes mostra-se inadequado para refletir determinados
aspectos do comportamento real dos mercados financeiros. Neste capitulo o objectivo sera
explicar em maior detalhe estas problematicas e apresentar os modelos de volatilidade
estocastica. Estes modelos serao apresentados de forma abstrata, a partir da qual se
podera avancar de modo mais estruturado para os casos particulares do modelo de Heston

e do modelo a-hipergeométrico.

3.1. Problematicas do Modelo de Black-Scholes

As principais problemaéticas que o modelo classico enfrenta podem ser enumeradas como

se segue:

e Os estudos empiricos sobre os dados histéricos da volatilidade dos activos finan-
ceiros mostram uma evolugao aparentemente aleatéria da volatilidade, o que vai
contra o pressuposto de volatilidade constante do modelo de Black-Scholes.

e O modelo classico tende a subvalorizar a probabilidade de eventos extremos ne-
gativos no preco dos activos financeiros.

e Existe uma discrepancia verificada entre os precos de Black-Scholes e os precos

reais dos mercados de opgoes.

Os itens acima enumerados sao de ordens diferentes, na medida do seu impacto na uti-
lidade préatica do modelo. O primeiro ponto poderia ser negligenciavel se o modelo, nao
obstante a simplificacao do pressuposto de volatilidade constante, previsse eficazmente os
retornos dos activos financeiros que pretende modelar, assim como os precgos dos derivados
sobre esses mesmos activos. Ja os pontos subsequentes afirmam que o modelo é ineficaz no
seu proposito pratico, o que torna mais urgente a demanda por modelos mais complexos
(e realistas). Claro que estes problemas nao sao independentes entre si e a introducao da
aleatoriedade na volatilidade dos activos com risco procura responder a todos eles.

As discrepancias entre o modelo de Black-Scholes e a realidade dos mercados podem ser
melhor apreendidas do ponto de vista do estudo da volatilidade implicita e da distribuicao
implicita dos retornos, conceitos esses que serao explicados de seguida (para uma discussao

mais detalhada destes temas, vide [6]).

DEFINIGAO 3.1. Seja C° o preco observado de uma opcio call de strike K e ma-
turidade T, sobre um activo S; de preco inicial So = x. A wvolatilidade implicita de
Black-Scholes associada a estes parametros € o valor I que a volatilidade deve tomar na
formula de Black-Scholes (2.13) de modo a que o pre¢o dado pelo modelo seja igual ao
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observado:

Cps(0,2,K,T,0 = 1) = C° (3.1)

Nota 3.1. A férmula de Black-Scholes (2.13) é mondtona crescente em ordem d vo-

latilidade: )
9Cps xe U2\ /T —¢

do V2r

Assim, quanto maior € o preco observado, maior a correspondente volatilidade implicita

> 0. (3.2)

e vice-versa. Em particular, os precos observados determinam uma volatilidade tmplicita

positiva se e S0 se se tiver:
C > Cpg(0,2, K, T,0 = 0). (3.3)

NOTA 3.2. E sabido que o principto de nao arbitragem implica, independentemente
do modelo ou mercado em que estejamos a trabalhar (model free), a chamada paridade
put-call:

(0,8, K, T)— P(0,S,, K,T) = S, —e " (3.4)
onde C' e P representam, respectivamente, o preco de uma opcao call e o preco de uma
op¢ao put. Ora, este resultado implica que as volatilidades implicitas para opgoes call e

put sobre o mesmo activo e com as mesmas condigoes saGo 1guais.

Segundo o modelo de Black-Scholes, independentemente do strike e da maturidade
de um determinado derivado europeu, o seu preco deve ser avaliado sempre com base
no mesmo valor de volatilidade, ou seja, o grafico de volatilidade implicita em fungao do

strike, I(K), devia representar uma fungao constante como na figura abaixo:

Implied Volatility

Strike

Ficura 1. Volatilidade Implicita segundo o Modelo de Black-Scholes

A evidéncia experimental mostra porém que esse gréafico tende a tomar uma de duas

formas:

e Forma de U - Volatility Smile
e Forma tendencialmente decrescente - Volatility Skew

14



Implied Volatility

Strike

F1GURA 2. Smile de Volatilidade Implicita

Implied Volatility

Strike
FiGUurA 3. Skew de Volatilidade Implicita

O mais comum nas opgoes sobre agoes é uma tendéncia decrescente na curva de vola-
tilidade implicita em funcdo do strike (vide Fig. 3), o que se traduz em valores elevados
de volatilidade implicita para OTM puts ou ITM calls. Estas constatagoes podem ser jus-
tificadas como um efeito da propriedade dos retornos lognormais dos activos no modelo
Black-Scholes, sendo que estes subvalorizam a probabilidade de movimentos negativos
extremos, um fenémeno usualmente designado por crashophobia.

Esta crashophobia do modelo Black-Scholes pode ser melhor explicada através da nocao

de funcao de densidade de probabilidade implicita do preco futuro do activo com risco:

DEFINIGAO 3.2. Seja C° o preco observado de wma opcao call de strike K e maturi-
dade T, sobre um activo S; de prego inicial Sy = x. Definimos a func¢ao de densidade de
probabilidade implicita associada a estes parametros como sendo a fun¢ao de densidade

de probabilidade fr,, que verifica a sequinte igualdade:

“+o0o
Cos = e_TT/ (z — K)* frmp(z) do (3.5)
0
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Nota 3.3. A formula (3.5) € equivalente a dizer que fr.,, determina a distribui¢ao
de probabilidade que o prego futuro do activo com risco (no momento T') deveria ter na
medida de risco neutro de modo a que o preco de uma op¢ao no modelo va de encontro

ao preco real dessa mesma op¢ao:

Cobs — EIP* |:e—rT(ST o K)+:| —

=7 /+Oo(x — K)* frmp() dx
0

Comegamos por mostrar a forma de inferir a fungao de densidade de probabilidade
implicita utilizando o seguinte resultado, conhecido na sua forma mais geral como a Regra
de Leibniz:

LEMA 3.1. Sejam f(x,y) uma fungio de R? integrdvel em ordem a x e diferencidvel

em ordem a y, u(y) uma fungao real diferencidvel e 1(y) uma fungdo definida por:

+00
I(y) = f(z.y) de. (3.6)
u(y)
Entao temos que 1(y) € diferencidvel e
: e of :
)= [ - wt) x st 3.7)
uty) 9Y

NoOTA 3.4. Este ¢ apenas um caso particular da Regra de Leibniz, util para a dedug¢ao
que se seque, em que assumimos que a funcao a ser integrada satisfaz as condicoes ne-

cessdrias.
Temos:

+oo
Co = e”T/ (x — K)" frmp(z) do <
0

dCObS —rT oo —rT
T = ¢ B Jrmp(x) doz — e (K — K) fmp(K) < (3.8)
dCObs o7 +00

& i e i frmp(z) dz

onde usdmos o lema 3.1 aplicado & fungao f(z, K) = e (z — K) f1mp(z). Agora, deri-

vando uma vez mais em ordem a K obtemos a seguinte expressao para fr,,.

T d2cfobs
dK?

Através da estimacao da segunda derivada do preco observado das opcoes call europeias

frmplzx =K) =e

(K). (3.9)

em funcao do strike, obtemos a funcao de densidade implicita.

Queremos agora perceber como é que as fungoes de densidade de probabilidade assim
inferidas pelos dados reais dos mercados de opgoes revelam a crashophobia do modelo. A
seguinte imagem compara a distribuicao implicita pelos precos das opcoes sobre um deter-

minado activo com uma distribui¢ao lognormal com a mesma média e mesma variancia:
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Price

Ficura 4. Comparacao da Distribuigao Implicita dos Retornos com uma
Distribuicao Lognormal

Observamos que, para além da sua evidente assimetria, a cauda esquerda da distri-
buicao implicita ¢ mais grossa do que a correspondente cauda da distribuicao lognormal.
Isto significa que existe maior probabilidade do prego tomar valores abaixo de X; do que
a que o modelo de Black-Scholes preve.

Se tivermos uma put OTM de strike X; muito abaixo do par, temos que o preco real
da opcao deve ser mais elevado do que o previsto pelo modelo, pois este subestima a
probabilidade de receber um payoff positivo. Como o preco de Black-Scholes de uma
put é crescente com a volatilidade, isto implica uma maior volatilidade implicita. Este
argumento comprova a consisténcia entre as figuras 3 e 4.

Os modelos de volatilidade estocastica visam dissipar total ou parcialmente as dificul-

dades descritivas do modelo Black-Scholes.

NoTA 3.5. Uma exposicio mais pormenorizada destes raciocinios e das problemdticas

que os motivam pode ser encontrada em [6].

3.2. Formulagao Geral dos Modelos de Volatilidade Estocastica

Nesta seccao o objectivo serd apresentar uma formulagao abstrata dos modelos de volatili-
dade estocastica com um factor de volatilidade, i.e., o caso em que a componente aleatéria
da volatilidade do processo do preco do activo com risco é determinada por um processo
de Ito6 unidimensional. Casos particulares de modelos de um factor de volatilidade sao o
modelo de Heston e o modelo que sera objecto de estudo desta tese, o a-hipergeométrico.

Nesta classe de modelos a dinamica evolutiva do activo com risco é definida por duas

equagoes diferenciais estocasticas:
dS; = u(Y)S, dt + f(Y0)S; dw

3.10
4Y; = o(Y;) dt + B(Y;) aw . (10

. . o 1)
Aqui assumimos que f e f tomam apenas valores positivos. O processo VVt() ¢ um

movimento Browniano que regula o processo do driver.
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Normalmente os dois movimentos Brownianos estao correlacionados entre si. Por isso

devemos definir o coeficiente de correlagao instantanea, p € [—1, 1], entre os dois processos:
dWO Wy, = p at. (3.11)

E conveniente, para os nossos propositos, decompor o processo Wt em termos de

Wt(o) e de um movimento Browniano independente, que denotamos por W;t:

Wt(l) —_ th(O) + MWL‘J—‘ (312)

3.2.1. Avaliacao de Derivados Europeus: Estratégias de Replicacao

Definido o modelo, pretendemos, a semelhanca do que foi feito no ambito do modelo
de Black-Scholes, construir uma estratégia de replicagao de um determinado derivado
europeu, estabelecendo assim pelo principio de nao-arbitragem o preco justo do mesmo.
Ao contrario do que acontece no modelo de Black-Scholes, neste contexto mais com-
plexo é impossivel criar um portfélio que replique o payoff do derivado apenas com o activo
subjacente (podemos imunizar a carteira relativamente ao risco que advém de W(O),
nao o que provém de W). Por esta razao, a replicacdo serd feita a partir do ativo
subjacente e de uma outra opcao com diferente maturidade.
Sejam P (t,x,y) o prego de um derivado europeu com maturidade 717 e Py(t,z,y) o
preco de outro derivado europeu com maturidade T, > T7. Queremos encontrar processos

{N, Ay, 34} tais que o portfélio auto-financiado
Ht - NtPI(t7 Sta }/t) - Atst - ZtPQ(ta St7 }/t) (313)

seja sem risco para todo o t < T7.
Aqui vamos ter que usar a versao multidimensional da férmula de 1t6, que enunciamos

de seguida:

LEMA 3.2. Considere-se o sequinte sistema de equagoes diferenciais:

d
dSi = p(t, Sp) dt + 3 opj(t,8y) AW | i =1,2,...,d,

j=1
onde Wtj, 7 =1,....d sao Movimentos Brownianos independentes e
X, = (X} X2 .., XD.

Seja f(t,x) uma funcio duas vezes diferencidvel em R x R%. Entdo:

df (t, X,) = at tXt +Z tXt dXi+

) (3.14)

U O ) agx X,

8137;Ij

ij=1
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onde
d

(XX = ainlt, Xp)ow;(t, Xy) dt. (3.15)

k=1

Aplicando este lema temos, para qualquer funcao g(¢,x,y) duas vezes diferencidvel,

9]
dg(t7 Sta Yt) - <a_i + E(S,Y)g) dt+

dg

dg ©0)
(f(Yt)Sta +pﬁ(Yt)ay) AW, + (3.16)

B
41— pw(ma—z AW,

onde
1 , 0 0? 82
Lisyy =52 (W)2" 5= + pBy) f(y)x + 5 (y )
2 ox 0x0y
(3.17)
+uly >a:3 Foly) o
Y%, Y dy’
Como se pretende que o portfélio II; seja auto-financiado tem-se
dHt == Nt d,Pl(t, St, }/i) - At dSt - Et dpg(t, St, 1/15) (318)

e como tanto P, como P, sdo fungbes (assume-se) duas vezes diferencidveis, aplicando
(3.16), obtemos:

o 0
dll, = (Nt {8 + Lsy ] — Ay(Y) Sy — {8_ + E(&Y)] P2) dt+

0P, opr, 0P, 0P,
(SJ( >{Nt lox il At]—l—pﬁ(ﬁ){Nt—l—Zt 2D a4 (3.19)

dy Iy
0P, 0P,
V1=pB(Y) | Ny — % dW;-.
Pﬁ(t){tay tay]
De modo a imunizar a carteira em relagao ao risco proveniente de W, escolhemos

(R [(0P
s (2021, 320

NoTA 3.6. Aqui estd implicito o pressuposto de que %_1;2 # 0. No fundo ¢ o mesmo
que dizer que o pre¢o do sequnda opg¢ao (de maturidade Ty) depende do valor do driver
da volatilidade.

: : . 0
Para imunizar o risco de I/Vt( ) escolhemos agora

Ay =N, -3 : 21
! Y ox Y ox (3:21)
Agora, pelo principio de nao-arbitragem devemos ter dIl; = rll; dt, donde vem que
8P1 -1 A 8P2 -1 A
— LP = |— LP: 3.22
( dy ) 1 ( dy ’ (3:22)
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onde P 9
L= 5% + Lisyy — (uly) — r)x% —ar(.). (3.23)

Agora, o termo esquerdo da equagao (3.22) nao depende de T, e da mesma forma o
termo direito dessa equacao nao depende de 7. Daqui deduzimos que ambos os lados da
equacao tem de igualar uma funcao independente dos valores de T} e de T5. Essa funcao
é, por conveniéncia tanto explicativa como pratica, denotada por —a(y) + S(y)A(t, z,y)
onde:

Alt,z,y) = pwy_r) + (2, y)V/ 1 = p? (3.24)

e v é uma fungao arbitraria.
Conseguimos assim obter uma equagao diferencial para o preco P(t,z,y) de um deri-
vado europeu com maturidade 7"

oP ,0*P o?pP

St P el )y L

8_

—62( )

(550 - P) +(als) — S (La y))%]; 0

com condicao de fronteira P(T,z,y) = h(z).

(3.25)

Nota 3.7. Aqui, percebemos a maior complexidade que a introdug¢dao de uma compo-
nente estocastica na volatilidade do activo com risco impoe no processo de estimacao de
um preco:

e O operador diferencial da equacao do preco dos derivados europeus nao € unico,
dependendo antes da funcdo vy, que simboliza o prémio de risco de volatilidade
(que naturalmente tem de ser estimado).

e Em toda a generalidade, nao existe uma formula fechada para a solugcao da
equagdo do prego (3.25). Isto € o que motiva os desenvolvimentos de metodo-

logias de aproximagao do preco, como a que ird ser estudada nesta dissertacao.

3.2.2. Avaliagao de Derivados Europeus: Medida de Risco Neutro

Nesta subseccao estudamos a possibilidade de calcular o prego de um derivado europeu a
partir da passagem para uma medida de risco neutro que, veremos, nao serd unica. No
contexto de volatilidade estocastica em que trabalhamos, utilizaremos a versao multidi-

mensional do Teorema de Girsanov, ja enunciado num contexto unidimensional (Teorema
2.4):

TEOREMA 3.1. Sejam (thl’j)ogth, j=1,...,d, movimentos Brownianos independen-
tes definidos no espago de probabilidade (2, F,P1) e (Fi)o<i<r @ filtragdo gerada por estes
mesmos processos. Se (A,ﬁj))ogtg, j =1,....d sao processos adaptados que satisfazem a
condicao de Novikov, i.e., tal que

(f() Jj= 1 ’\(J)) >
E[pl |: (&

< +o0, (3.26)
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entao existe uma medida de probabilidade Py tal que:

1. Py € equivalente a IPy.
2. A derivada de Radon-Nikodym de Py com respeito a Py (no momento T') é dada

por:

T o1 T
—eap| =S ([ AD awP 4 —/ AG2 g 2
exp[ (/o s s 2 ) N s (3.27)

J=1

Fr

3. Wt]P’z,j = thl’j + f(f ,\§j> ds €, para todo o j = 1,...,d, um movimento Browniano

standard definido sobre a medida Py, ou seja, em notagao diferencial:
AW = awli 4 Dy, (3.28)
Mazis, os movimentos Brownianos sao independentes entre si.

Agora, fazendo o uso deste resultado, vamos tentar encontrar uma medida na qual
o processo S; = e 'S, seja uma martingala. Definimos dado 7, um qualquer processo
adaptado (suficientemente regular para que possamos usar o Teorema de Girsanov) os

seguintes processos:

* Y:) —
AW O — i ® 4 <M( t) )r) @t

f(Y: (3.29)
AW = dWi + v, dt
Defina-se P*Y como a medida cuja derivada de Radon-Nikodym é:
P [ 1 /T ((M(Ys) - 7’)2) 2
=exp| — = —— | + 5 ds—
dpP 2 2(Y, s
r ; FAY) (3.30)

r p(Ys) = o) ’ J_:|
|, i aw = [ e

. 0 ~ . . .
Ora, pelo Teorema de Girsanov, Wt( " e Wt sao movimentos Brownianos indepen-
dentes entre si na medida P*7. E facil de ver que pela forma como definimos estes processos

se tem que dS; = f(Y;)S; th(O)*, o que faz de S} uma martingala.

NotA 3.8. Aqui hd dois pontos importantes a real¢ar:

p(Ye)—r
F(Ye)
e Depreendemos das anteriores consideracoes que a medida de risco neutro nao

e Fstd implicito o pressuposto de que (rdcio de Sharpe) estd bem definido.

€ unica, antes dependendo da escolha de v, que é, como na subseccao 3.2.1, o
prémio de risco de volatilidade.
o Vemos que, dada uma determinada medida de risco neutro definida por v, a

dinamica dos objectos deste modelo passa a ser definida pelas sequintes equagoes:
S, = rS; dt + f(¥;)S, dw "
dY, = (a(Y;) = BY)A,) dt + B(Y,) dW” (3.31)
WO Z O 4 T
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onde Ay = p(”%)) D4y /1— p2.

Estimado o prémio de risco de volatilidade obtemos a medida de risco neutro que lhe

corresponde e calculamos o preco do derivado de payoff H como:
P, = e " Bp [H| F). (3.32)

3.3. O Modelo de Heston (1993)

Nesta secgao pretendemos apresentar brevemente o modelo de Heston sem aprofundar os
detalhes técnicos. Este modelo é definido directamente na medida de risco neutro pelas

seguintes equagoes diferenciais estocésticas:
S, = rS, dt + \/Y;S; dW”
dY, = k(0 — ;) dt + 0/, dw " (3.33)
dWO Wy, = p dt

Para garantir a positividade de Y;, é usual assumir a condicao de Feller:

2Kk0

o2

> 1. (3.34)

NoTA 3.9. E de notar que aqui se parte directamente da medida de risco neutro, nao
existindo nenhuma especificagcao explicita de ;. Sabemos contudo que, para termos a
dinamica de Y; dada como em (3.31) (i.e. para que o drift de Y; seja ainda uma fungdo

afim), v; tem de ser proporcional a \/Y;.

Nota 3.10. Fazendo um paralelo com as notagoes da seccao anterior temos:
FY) = VY,
BV = v/, (3.35)
a(Yy) = B(Y)A = k(0 = Y3).
A dltima das equacgoes acima pode ainda ser desenvolvida:

a(Yy) = B(Y)A = ff(@ -Y)e

) - oV T (o T ) = i

Y,
& aYy) —op(uYy) —r) —o/1— /Yy = K0 — kY,

Agora, pela nota anterior sabemos que devemos assumir v, = m~/Y; para um dado m € R,
donde se tem
a(Y;) = opu(Yy) + (k0 — op) + (mo/1 — p? — k)Y, (3.36)
O prego de Heston, Py, de um derivado europeu de payoff h(Sr) deve entdao, como
caso particular de (3.25) satisfazer a seguinte equagao:
(3.37)
PH(T7‘T7 y) = h(.f),
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onde

0 1 50 82 1
= — 4+ —yr'— x =
ot 27 PoYE oray T 27

= 0x?

(3.38)

3.4. O Modelo a-Hipergeométrico (2014)

O modelo a-hipergeométrico sera tratado nos capitulos subsequentes e com ele se prende
o principal objectivo desta dissertacao. Esta seccao ganha por isso importancia maior.
Ambicionamos dar uma visao geral do modelo, assim como apresentar resultados que nos
parecam relevantes para os nossos propositos.
Este modelo foi apresentado em [4] e visa ultrapassar as fragilidades do modelo de

Heston, que sao:

e Dificuldade de estimacao do parametro de reversao para a média.

e O parametro de reversao para a média é muito pequeno, o que faz com que a

volatilidade se mantenha demasiado perto de zero.
e Frequentemente, a condigao de Feller (que garante a positividade do processo de

volatilidade) néo é verificada.

Neste modelo a dinamica do activo com risco e do driver da volatilidade é dada na medida

de risco neutro por:
dS, = rS, dt + "3, dw”
dY; = (a — be®™) dt + o dW," (3.39)
dWO W, = p at

onde a > 0.

NoTA 3.11. Note-se que pela definicao da volatilidade como a exponencial de Y; te-
mos uma volatilidade positiva por definicdo, o que permite a ndao imposi¢cao de condigoes

artificiais sobre os parametros do modelo de forma a garantir a positividade da mesma.
Nota 3.12. Como no modelo de Heston, aqui nao existe uma especificacao de ;.

Nota 3.13. Como para o modelo de Heston, fazemos um paralelo com as notagoes da

subsecgao 3.2.1 temos:
Yy

f(Y)

B(Y2)
a(Yy) — YA, = a — be®™.

=<

I
o

<

I
Q

(3.40)

O preco do modelo a-hipergeométrico, P,, de um derivado europeu de payoff h(St)

deve entao, como caso particular de (3.25) satisfazer a seguinte equagao:
L,P,=0
(3.41)
Pa(T7 x’ y) = h<x>7
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onde

AR R g O 1, 0?
La= ot + 2¢ " o2 Tpoc xaxﬁy 27 0y?

5 (3.42)

_— _ ayy _—
T(xﬁx .)+(a be )ay.

Terminamos o capitulo apresentando uma curiosa particularidade do modelo a-hipergeométrico
que ¢é o facto deste possuir uma féormula fechada para a variancia do processo do preco do

activo com risco:
PROPOSICAO 3.1. O processo de variincia do pre¢o do activo com risco no modelo
a-hipergeométrico é dado por:
‘/% _ 62Yt _ YbeQat + QO_Wt(Q)
(1+ abVy? fot 60‘(““+"W752>)du)

2 .
«@
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CAP{TULO 4

Teoria da Perturbagao de Primeira Ordem

Como ja foi referido, os modelos de volatilidade estocdstica nao possuem, geralmente,
solugoes explicitas para o preco de opgoes europeias. Isto motivou o desenvolvimento
de métodos aproximativos para o preco desses derivados. A metodologia aproximativa
utilizada nesta dissertacao possui trés fases distintas que serao explicadas em detalhe ao
longo deste capitulo:

1. A perturbacao do processo driver de volatilidade, através da aceleracao do mesmo
por uma mudanca de escala temporal;

2. A expansao do preco em poténcias do fator perturbativo;

3. A deducao de férmulas para os primeiros termos da expansao, através da corres-

pondéncia entre termos de igual ordem da equacao do preco do modelo acelerado.

Ao expandir a fungao do prego em poténcias de um fator /e, procura-se dividir o
problema da resolucao da equacao diferencial do prego, num numero finito de equagoes
mais simples, resoliveis, e que juntas resultam numa boa aproximacao da equagcao original
do preco.

As férmulas das aproximacoes de 1* ordem do preco para um modelo abstrato de
volatilidade estocastica serao apresentadas neste capitulo, assim como os conceitos e re-
sultados auxiliares desta metodologia (apresentada de forma mais exaustiva em [7]). Nos
capitulos seguintes, estas formulas serao aplicadas para aproximar o pre¢o do modelo

a-hipergeométrico.

4.1. Geradores Infinitesimais e Semigrupos de Transicao

O foco desta seccao recai sobre dois conceitos centrais nesta teoria perturbativa: o de
gerador infinitesimal e o de semigrupo de transi¢ao de um processo de Markov homogéneo.

Comegaremos por definir de forma rigorosa o conceito de semigrupo de transigao:

DEFINIGAO 4.1. Seja (Y;)i>0 um processo estocdstico de Markov continuo e homogéneo.

Definimos o segmigrupo de transicao deste processo do sequinte modo:

Pg(y) = Elg(Y1)[Yo = y] (4.1)

para toda a funcao g limitada e mensuravel.

NotA 4.1. Usando a propriedade de Markov, € facil provar que de facto {P;}i>o define
bem um semigrupo, tendo-se P;Ps = Py, .

Dados um processo Y; e uma constante x > 0, definimos o processo Yt(@ =Y. No

fundo, Y;(”) é o processo Y; acelerado ou retardado pelo fator k. Serd interessante perceber
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)

que relacao existe entre o semigrupo de transicao de Y;, P;, e o de de Yt('€ , que denotamos

por Pt(ﬁ). Temos:
PPg(y) = Elg(v")|vy" =y) =
= Elg(Yie)[Yo = y] =
= Pig(y)

() d bé leracio d i
correspon e tam €111 a ulna ace era@ao (0] semlgrupo

O semigrupo de transi¢ao de Y,
de transicao de Y;.
A partir do semigrupo de transicao de um processo, podemos definir o seu gerador

infinitesimal:
DEFINIGAO 4.2. O gerador infinitesimal de (Yi)i>o € o operador Ly definido por

Lyo(y) = lim Bigy) — 9(y)

lim " (4.2)

LEMA 4.1. Seja (Yi)i>0 um processo de difusio definido por:
4Y; = p(Yy)dt + o (Vi)W

Entao, se p e o sao funcgoes continuas, temos que o gerador infinitesimal de Y; € dado

por
1 d> d
Ly == I — 4.3
v =50(y) e + u(y)dy (4.3)
DEMONSTRAGAO. Defina-se o operador £ = %a(y)zj—;g + u(y)%. Temos pelo Lema
de Ito6 que
dg(Yy) = Lg(Y3) dt + ' (Yy)o(Yy) dW;. (4.4)
Assim, M; = g(Y;) — f; Lg(Ys) ds define um martingale, donde vem que se Yy = y, entao
t
Elo(0)] = o) + B[ [ £o0v2) as] (4.5
0
Agora, pelo conhecido Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos:
d . Pgly) —gly)
LoVl = i 7Y ZIW)
ElgY)|Yy =y| —
~ Iim [9(Y?)] Ot yl—9ly) _
*)
L (4.6)
= limE{—/ Lg(Y;) ds|Yy = y} =
t—0 t 0
= Lg(y),
provando assim que o gerador infinitesimal de Y; é dado pela expressao (4.3). U

O Lema 4.1 permite encontrar uma expressao analitica para o gerador infinitesimal
de um processo, o que sera extremamente 1til para a aplicacao da teoria ao modelo a-
hipergeométrico. O lema seguinte apresenta a relagao entre os geradores infinitesimais de
um processo de Markov Y; e o correspondente processo acelerado Y;*.
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LEMA 4.2. Sejam Ly o gerador infinitesimal do processo Y; e Eg) o gerador infinite-

simal do correspondente processo acelerado Yt(ﬁ) por um fator k > 0. Entao
LY =KLy (4.7)

DEMONSTRAGAO. Temos, dada uma funcao g adequada, que

. _ P(y) - gly . Pugly) — gy
£§/>g(y):%g% t (2 UZ“%K% ] (t)ﬁ ():Myg@)

O

O gerador infinitesimal e o semigrupo de transi¢ao de um processo de Markov relacionam-
se do seguinte modo:

LEMA 4.3. Seja (Y:)i>0 um processo de Markov continuo e homogéneo. Entao tem-se:

d
d_yptg(y) = Ly Pig(y) (4.8)
DEMONSTRACAO. E consequeéncia da homogeneidade em relagao ao tempo. O

Terminamos a seccao apresentando o conceito de operador adjunto e um resultado
sobre o adjunto de um gerador infinitesimal.

DEFINIGAO 4.3. Seja L um operador sobre o conjunto L*(R). O operador adjunto de
L, que se denota por L*, é o operador que verifica:

[otvdy= [veroay (49)
para todas as funcoes ¢ eV adequadas.

LEMA 4.4. Seja L o operador definido por

1 d? d
L=— 2— —
50 () 07 + u(y)dy
para funcgoes continuas p e o. O seu operador adjunto é dado por
d 1 d
Lr=—[=0%(y).] — — ] 4.10
dy? [20 (y) } dy [M(y) ] (4.10)

DEMONSTRAGAO. Integrando por partes o lado direito de (4.9) e apelando ao rapido
decaimento das fungdes ¥ e ¢ (o que justifica que os termos sejam zero na fronteira)

obtemos a expressao (4.10) para o operador adjunto de L. U

NotA 4.2. Note-se que o Lema 4.4 dd uma expressao para o operador adjunto do
gerador infinitesimal de um processo de difusdo definido como no Lema 4.1.

NoTA 4.3. E fdcil de ver que (L™)* = kL*.

4.2. Distribuicao Invariante e Reversibilidade de um Processo

Comecamos pela definicao da distribuigao invariante de um processo:
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DEFINIGAO 4.4. Seja (Y;)i>0 um processo estocdstico de Markov continuo e homogéneo
com valores num conjunto S. Dizemos que uma distribuicao Il é invariante para o processo
Y, se, para qualquer t > 0,

d

| Elavivo =] = § [ Bl =] 1) =0 (411)

para toda a fungao g limitada.

O resultado seguinte estabelece uma condicao que permite o calculo da distribuicao

invariante de um processo.

PROPOSIGAO 4.1. Seja (Yi)i>0 um processo de Markov continuo homogéneo e seja L

o seu gerador infinitesimal. Uma distribuicao 11 € invariante para o processo Y, se e so

se
LI = 0. (4.12)
DEMONSTRAGAO. Tem-se que IT é uma distribuicao invariante se e sé se é tal que

d d

—FElg(Yy)]=— | Elg(Yy)|Yo=1y] lI(dy) =0

Pl = 5 [ Bl = o] Niay)
para toda a fungao g limitada. Pelo lema 4.3, isto é o mesmo que ter

d
/EPtg(y)H(dy) =0& /EYPtg(y)H(dy) = 0.

Agora, pela definicao de operador adjunto conclui-se para toda a funcao g limitada:

/ Pog(y) £*T1(dy) = 0. (4.13)

Como (4.13) é vélida para todas as fungoes g adequadas, conclui-se que a equagao é
satisfeita se e s se

LI =0
como pretendido. 0

NoTA 4.4. Da Proposicdo 4.1 e da Nota 4.3, conclui-se que L e L% possuem a mesma

distribuicao invariante.

No que se segue, usamos a seguinte notacao:

(9) = / N 9(y)l(dy)

—00

Denotamos por L£2(IT) o espaco das fungoes mensurdveis g tais que (g%) < +o0.

DEFINIGAO 4.5. Sejam (Y:)i>0 um processo de Markov homogéneo, L o seu gerador
finitesimal e 11 uma distribuicao invariante para Y;. Dizemos que o processo Y; € re-

versivel com respeito a Il se se tem, para todas as fungoes g, f € L2(IT), o sequinte:

(FLg) = (9L]). (4.14)
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No desenvolvimento das expansoes do preco de opcoes que sera feito na seccao seguinte,

encontraremos as chamadas Equacoes de Poisson. Estas sao equagoes da forma:
Lo=g (4.15)

No caso em que iremos trabalhar, com £ o gerador infinitesimal de um processo de Markov
homogéneo com uma distribuicao invariante tinica e reversivel, conseguimos extrair um

resultado que, embora simples, nos serd muito tutil.

LEMA 4.5. Considere-se a equa¢ao

Lo=g

em que ¢ € desconhecida e L € reversivel e possui uma distribuicao invariante. Se existe

solugao ¢ da equacao anterior, entdo g verifica a condi¢ao de centralidade:

(9) =0. (4.16)

DEMONSTRAGAO. Se existe solugao ¢, temos

(9) = (Lo) = (1(Ly)) = (p(L1)) = 0.

4.3. Expansao de Primeira Ordem para o Preco de Opcoes Europeias

Nesta sec¢ao o objectivo serd a apresentagao de resultados abstratos (sem referir modelos
concretos) sobre a expansao de primeira ordem do preco de opgoes europeias. Assumimos
ao longo de toda esta seccao que o driver da volatilidade do preco do activo com risco é
um processo de Markov homogéneo, que possui uma e s6 uma distribuicao invariante, II, e
que é reversivel com respeito a essa mesma distribuicao. Estes resultados serao utilizados
nos capitulos posteriores para aproximar o preco do modelo a-hipergeométrico.

Vamos trabalhar num modelo de volatilidade estocastica abstrato no qual a evolucao
do prego do activo com risco é regulada pelas seguintes equacoes, definidas na medida de

risco neutro:
S, = 1S, dt + f(Y,)S; dW,"
1 1
d(W O W, — 5 at.

1 (1)
—B(Y;) dW, 4.17
() aw; (217
Pretendemos desenvolver a nossa aproximacao num regime rapido de volatilidade, pelo

que se assume € << 1, o que implica uma velocidade de reversao para a média acelerada.

A aproximacao que ambicionamos estabelecer é da forma

P~ P¢ = Pyg + P, (4.18)
onde Ppg é o preco de Black-Scholes e Pf € a correcao de primeira ordem. Como tal, esta
seccao estard dividida em duas partes correspondentes aos calculos do termo de ordem
zero e do termo de ordem 1, respectivamente.
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4.3.1. Expansao Assintética: Termo de Ordem Zero

Comegamos por definir o problema de forma rigorosa. Cruzando a formulacao (4.17) com

a equacao (3.25), podemos enunciar o problema da seguinte forma:

LP =0

(4.19)
PYT, z,y) = h(z),
onde . .
L= -Lo+ —=L1+ Ls. 4.20
o + \/E 1+ Lo ( )
Aqui, os L;’s sao definidos por:
1, 02 0
Lo=3p (y)a_yQ + Oé(y)a—y,
£ = 8 (prate — 22 (@21
1= B pf Wy 5.~ Ay, ) :
0 1, , 0 0
Lo = §+§f (y)x 922 —l—r(x% - )
Definido o problema, expandimos a fun¢ao P¢ em poténcias de /e:
P€:P0+\/EP1+EP2+... (422)

Como o foco nesta seccao passa apenas pelo calculo da aproximacao de primeira ordem,
procuramos apenas as expressoes de Py e de Pf = y/eP;. Substituindo P¢ pela expansao

(4.22) na equagao diferencial de (4.19), temos a seguinte equagao decomposta:

1
—(LoP1 + L1By) + (LoPo+ L1P + Lo Fy)+
Ve (4.23)

+\/E(£0P3—|—,C1P2+£2P1) +...=0.

1
Eﬁopo +

Como foi dito no inicio deste capitulo, o método passa pela divisao do problema. Consi-

deraremos primeiro os termos de ordem e~'. Temos:

Pela definigao de £, apresentada em (4.21), sabemos que a anterior equagao possui como
solugoes todas as fungoes constantes na variavel y. Assumimos por isso que Py = Py(t, x),
de modo que (4.24) é satisfeita (este pressuposto é realista num contexto de uma escala
temporal de volatilidade acelerada).

Observemos agora os termos de ordem e2. Temos:
£0P1 + £1P0 =0 (425)

O operador £ possui derivadas em ordem a y em todos os seus termos pelo que, pela
escolha de Py como fungao independente de y, se tem £4 Py = 0. Assim, a equagao (4.25)
fica simplesmente

LoP, = 0. (4.26)
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Fazemos, a semelhanca do que se fez para Fp, a escolha de P, como funcao independente
de y: P = Pi(t,x).

Olhamos agora para os termos de ordem 1. Temos
LoPy+ L1Py+ LoFPy = 0. (4.27)
Ora, é claro que £, P; = 0. Assim, a equagao anterior é equivalente a
LoP, = —L5PF,. (4.28)

Esta é uma Equagao de Poisson de incégnita P». Apelando ao lema 4.5, L5F, deve

satisfazer a condicao de centralidade, ou seja,

(L2Py) = 0. (4.29)
Como Fy é independente de y, temos que (L2Py) = (L2) Py, onde
01, , 0 0

e, denotando por II a unica distribuicao invariante de Y,

7= () = [ £ i), (431)
Conseguimos assim definir o termo de ordem zero da nossa expansao:

DEFINIGAO 4.6. O termo de ordem zero da nossa expansio Py(t,x) = Pps(t,z;0)
¢ o preco de Black-Scholes com volatilidade & (definida como em (4.31)), que resolve o

sequinte problema:
ACBS(&)PBS =0
(4.32)
Pps(T,z;0) = h(x).

4.3.2. Expansao Assintética: Termo de Ordem Um

Calculado o termo de ordem zero, procuraremos achar Pf = /e P;. Focamo-nos agora nos

termos de ordem 4/e da expansao (4.23):
LoPs+ L1Py+ LoPy = 0. (4.33)

Pondo
£0P3 = —(£1P2 + LQPl).

Mais uma vez obtemos uma Equagao de Poisson em ordem a P3 que, pelo lema 4.5, deve

verificar a condigao de solvabilidade:
Como P; nao depende de y, podemos escrever

(L1Py) + (L) Py = 0. (4.35)
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Recuperemos agora a Equagao de Poisson (4.28). Dela deduzimos, utilizando também o

facto de que (L£2) Py = 0, o seguinte:
PQ = —ﬁal (EQ - <£2>)P0 + C(t, %), (436)

onde ¢(t,z) é uma qualquer fungao aditiva que ndo dependa de y. Pegando nesta ex-

pressao, concluimos que

(L1P) = —<£1£01(£2 — (/_’,2>)>P0. (4.37)
NoOTA 4.5. Note-se que, como todos os termos de L1 contém derivadas em ordem a v,

a fungao c(t,x) desaparece e nao desempenha nenhum papel no cdlculo de P;.

A igualdade (4.37) permite-nos escrever a equagao (4.35) da seguinte forma:
(Lo) Pf = AP,

onde A° = /e <£1[,5 ! (EQ — <£2>)> Como conhecemos Ly e Py, estamos em condicoes
de definir o termo de ordem um da nossa expansao do seguinte modo:
DEFINIGAO 4.7. A funcgdo P{(t,z) € a solu¢ao do sequinte problema nao homogéneo:
Lps(a)Pf = A°Pps(a)

P(T. ) = 0, (4.38)

onde A° = \/e <£1£gl(£2 - <52>)>.

Temos portanto o termo de ordem um definido como solugao de um problema nao
homogéneo. E possivel contudo determinar uma expressao analitica para este termo como
funcao do prego de Black-Scholes de volatilidade . Os préximos passos desta secgao serao
no sentido de obter essa férmula fechada.

Comegamos por calcular A°. Utilizaremos a seguinte notacao, para qualquer k inteiro

positivo:
O
Seja 1 solucao da equagao
Lob(y) = f(y) - *. (4.40)
Ora, L5 — (L2) = %(fg(y) — %) Ds, donde
1
Lyt (Lo — (L)) = ¥ () D2 (4.41)

Por fim, recordando a férmula de £ definida em (4.21), concluimos que

LiLy (Ly — (L)) =

=L (%guDQ) = (4.42)

- (305 ) s = (35005 ) D
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Para obter uma expressao para o operador A, resta calcular a média da expressao obtida

acima, (4.42), em relagao a distribui¢ao invariante de Y, II.

PROPOSICAO 4.2. O operador A° definido como na Definicao 4.5, pode ser expresso

do sequinte modo:

A" = =VyD1Dy — Vi Dy,

e pVe/, db

Vs = _T<5fd_y>’ (4.43)
. e di

=5 (mg)

A anterior proposicao dd-nos uma expressao inteligivel para o operador A°. Agora
estamos em condigoes de resolver o problema (4.38) de forma explicita. Comeg¢amos com

um resultado auxiliar:

LEMA 4.6. Dados k,l,k',I' € Z" quaisquer, temos que D% e D;’, comutam. Aqui D}

representa a poténcia de ordem | do operador Dy.

DEMONSTRACAO. Faca-se a mudanca de varidvel £ = log x. Temos

e de modo semelhante )

5,
Dgsz% =D? - Dy.

Recursivamente, estabelecemos que Dy é simplesmente um polinémio de grau k£ de D;.
. , . ~ . . , . . i
Como polinémios e poténcias de polinémios comutam entre si, temos que D% e D!, comu-

tam, para quaisquer k.l k',l' € ZT. O

Este resultado leva-nos a concluir que o operador Lps(5) = & + 162Dy + r(D; — )
comuta com o operador A¢ (ver férmula (4.43)). Este facto permite-nos resolver (4.38),

como pretendiamos.

PROPOSIGAO 4.3. O termo de ordem um, Pf, que resolve o problema (4.38) € dado

em termos do preco de Black-Scholes de volatilidade & pela sequinte expressao:
Pi(t,z) = —(T —t)A°Pps(t, x; ), (4.44)
onde A€ € dado como em (4.43).
DEMONSTRACAO. E réapido verificar que (4.44) resolve a equagao do problema (4.38):
Lps(— (T —t)APpg) =
= A°Pgs — (T — t)Lps A Pps =
= APps — (T —t)A°LpsPps =
= APpgs.
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Estudando a funcao Pgg e o operador A€, dados respectivamente por (2.15) e (4.43),
deduzimos que, para payoffs suaves e limitados, Pgs é suave em ordem a = e A°Pgg
mantém-se limitado (vide lema 6.3), donde (7" —t).A°Pgs — 0 quando t — 7', concluindo
o pretendido. O

4.3.3. Expansao Assintética: Aproximacgao Final
Terminamos esta sec¢ao com a apresentacao da aproximacao final a que esta metodologia

conduz.

TEOREMA 4.1. A aprozimacgdo de primeira ordem do preco P do modelo (4.17), €
dada por

P%t,l‘) = PBS(t,ZE; 5') + (T - t) |:V:36D1D2 + ‘/2€D2:| PB,g(t,ZE; 5'), (445)

onde V5 e Vi sao definidos como em (4.43).
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CAP{TULO 5

Processo de Volatilidade no Modelo a-Hipergeométrico

No que se segue trabalharemos apenas com o modelo a-hipergeométrico. Aqui o estudo
recaird sobre o processo driver da volatilidade definido em (3.39). Construiremos, com
base na teoria apresentada no capitulo 4, uma distribuicao invariante para o processo Y,
demonstrando a sua unicidade e reversibilidade. Isto permitir-nos-4 desenvolver as apro-
ximagoes de primeira ordem do prego das opgoes europeias deste modelo. Adicionalmente,

serd iniciado o estudo dos valores préprios do gerador infinitesimal de Y;.
5.1. Modelo a-Hipergeométrico: Existéncia, Unicidade e Reversibilidade da
Distribuicao Invariante

O processo do driver de volatilidade, Y;, é um processo de difusao cuja dinamica é definida

pela seguinte equacao:

dY; = (a —be®™) dt + o dW,V. (5.1)
Atendendo ao lema 4.1, podemos afirmar que o gerador infinitesimal de Y; é dado por:
1, d? d
L=-0"— — be™) —. 5.2
27 dy2+(a ‘ )dy (52)

NoTA 5.1. Note-se que as fungoes presentes em (5.1) satisfazem os requisitos do lema

4.1,

Aplicando agora o Lema 4.4 ao operador (5.2), concluimos que o operador adjunto de
L ¢é dado por:
1 ,d? d
L= —0?— — —[(a — be™). 5.3
50— [ =be)] (53)
O nosso objectivo seguinte serd encontrar uma distribuigao invariante para Y; (no con-
junto das distribuigdes que admitem uma fungao densidade suave), o que, pela proposi¢ao

4.1, é o mesmo que encontrar a solucao para o seguinte problema:

1 ,d*® d

—0°—— — —|(a — be™)P| =

20 07 dy[(a e )} 0

/deyzl (5.4)
o > 0.

A solucao desta equacao, se existir, sera uma funcao densidade que define uma distri-

buicao invariante, II, do processo Y;.
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PROPOSICAO 5.1. A sequinte fung¢ao € uma solugdo do problema (5.4):

(e8P e

O(y) = .
() = e L (5.5
onde % 5
a
B = 5 0= — (5.6)
DEMONSTRAGAO. Temos, integrando a primeira equacao de (5.4) em ambos os lados,
1 ,d*® d
—0°—— — —|(a — be™)P| =
57 a7 dy [((a—be™)®] =0 <
1 ,dd
= 502d—y—(a—be°‘y)®:0, C eR.
Escolha-se C' = 0. Entao:
1 ,d®
§U2d_y —(a—0e")P =0 &

2 b
& =K exp [—2 (ay - —eay)] , K. eR".
o a
Queremos agora que P satisfaca

/_m@(y)dy =1 &

1
J3 eap[Z (ay — Leew)] dy

Vamos descobrir o valor deste integral. Para isso, aplique-se a mudanca de variavel

<:>K+:

z = e*. Ficamos com o seguinte:

2a 2b
@
/ 6702y X 677040'26 y(ly —

[e.9]
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Aplicando agora a mudanca de varidavel z = 5z, ficamos com

1 [t 1
— Bl x 2t xe™® x —dx =
a Jo 5
—0 +00
:—B =1 e dy =
@ Jo
-5
=—-T(9).
1)
Ou seja, temos
_op
()

Conclui-se que a funcao
56(6043;)5716766“1’
I'(5)

¢ uma funcao densidade que define uma distribuicao invariante para (Y):>o. O

D(y) = ae™

NoTa 5.2. Aqui estd implicito o pressuposto de que a,b > 0. Este € um pressuposto

que nao € feito em [4], mas que nds faremos ao longo de todo este estudo.

COROLARIO 5.1. Defina-se Z; = e*¥t. Entdo a distribuicao I'(6, 3) torna Z; invari-
ante.

DEMONSTRAGAO. Denotem-se por @5 e ®y as fun¢oes densidade de probabilidade de
Z; e Yy, respectivamente, para dado t > 0. Tem-se:

Dy(2) = %P{Zt <z}=

d 1
= — < — =
P, < —log(2)}

_ cp(é log(z)) « % [élog(z)} _

B0 x 2071 x e=P? 1

e r'(5) “az
BT 5 01 5 B
I'(9)
= Op(2).
Conclui-se o pretendido. O

NoTA 5.3. No caso particular em que o = 2, o anterior coroldrio determina que a

variancia dos retornos do activo com risco neste modelo € invariante para a distribuicdo
a b
I'(%, %)

Encontrada a distribuigao invariante II do processo Y; passamos a demonstrar a sua
unicidade:

PROPOSIGAO 5.2. Eziste uma unica solugao ® de (5.4).
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DEMONSTRAGAO. Temos:

1 ,d  d .

50’ d—yZ—d—y[(a—be y)(I)} =0«

1 ,dd ,

2% (= be) D = R.
© 50 i (a — be™) C, Ce

Integrando em ambos os lados entre —oo e y obtemos:

Yy Yy Yy
%UZQJ(y) +&/ d(s) ds — b/ e**P(s) ds —/ Cds <

—00 —0o0 —00

y y
@%U%I)(y) —I—a/ O(s) ds :/ C — be™®(s) ds.

—0o0 —00

/y B(s) ds < /+°oc1>(s) ds— 1.

—00 —00

Como se tem

o lado esquerdo converge quando y tende para +oco0. Suponhamos que C' # 0 e que o lado

direito da equacao acima também converge. Entao, em particular:

lim e = g
y—+o0 b

Temos o > 0, donde podemos concluir que e*Y — 0 quando y tende para —oco. Sendo P
uma densidade, teremos que ter também ® — 0 quando y tende para £oo. Ou seja,
lim e*® = 0.
Yy——00
Conclui-se, por reducao ao absurdo, que temos que ter C' = 0. Mas a tnica solugao
de (5.4) quando C' = 0 é a funcao (5.5), donde vem que esta é a unica solugao do
problema. O

As Proposicoes 5.1 e 5.2 permitem concluir a existéncia e unicidade da distribuicao
invariante para o processo Y;. Para estarmos em condigoes de aplicar a metodologia de [7]
que apresentamos na seccao 4.3, resta provar a reversibilidade do processo com respeito

a medida invariante.

PROPOSIGAO 5.3. O processo (Yy)i>o definido por (5.1) € reversivel com respeito a sua

distribuicao invariante, 11I.

DEMONSTRAGAO. Temos
—+00

(fLg) = fLg H(dy) =

—00

+oo
Z/_ (f®) x Lg dy =

o

+o0
= /_ gL (f®) dy.

o0
Vamos tentar desenvolver o termo L£*(f®). Para simplificar a notagao, escreveremos
py) = a —be.
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LY(fP) = %a2d2—f® + u(y)ﬁq) + 2[102ﬂd_<1> — (y)ﬁq) =

dy? dy 2 dydy dy |
d dd
= (Lf)® + 2d—£ [%#d—y — ﬂ(y)cp} —
=(LfIP+0=
= (Lf)®.

Substituindo em cima, ficamos com:

(fLg) = / " (o) dy =

00
+oo

Z/_ gL(f)® dy =

o0

= [ oes i =

o0

= (gLf).

Da demonstragao da proposicao anterior vem o seguinte resultado:

COROLARIO 5.2. Sejam f uma fungio de L*(IT), ® a fungdo densidade associada a
nossa distribuicao invariante, e L o gerador infinitesimal associado a'Y;. Entdo tem-se:

L(f®) = (Lf)®

COROLARIO 5.3. Sejam A um valor préprio associado ao adjunto do gerador infinite-

simal L de Yy e f a respectiva fungao propria. Entao % € funcao propria de L com valor
Proprio A.

DEMONSTRACAO. Basta notar que, apelando ao corolario anterior:

e JF\ AV N _\f
Lf—>\f<:>£<5<I>>—/\f<:>£<q))@_/\f<:>£(q))_)\q)

0

LEMA 5.1. Seja (Y;)i>0 0 processo driver da volatilidade do modelo definido em (3.39).
Se os valores de'Y; forem dados pela distribui¢ao invariante Il encontrada anteriormente,
o movimento Browniano (Wt(l))tzo € tal que, para todo ot > 0:

Eq[WV] = 0.

39



DEMONSTRAGAO. Temos que

t t
Yt=Y0+/(a—bans) ds+/ o dW?® o
0 0

1 t
@Wt(Q):—{}Q—%—{—b/eands—&t} &
o 0

1 t +o00
& Egw] = {EH Y] — En[Yo] + b / / e TI(dy) ds — at
0 —00

g

aYy

Pelo corolario 5.1, a varidvel Z; = e®*"* possui distribuicao I'(d, ) para II. Por isso,

tem-se, com ¢ e 3 definidos como na proposicao 5.1, que

400 5
/ e™ T(dy) ds = —

—o0 B
Sendo Y; invariante, temos também que Ep[Y;] = En[Yp]. Assim, ficamos com:
t[ 9
EqW?] == [b— - a] &
ol B
t
& EnwiP] = = {bf - a} &
ol b
e EnwP] =0

5.2. Modelo a-Hipergeométrico: Contribuicao para o Estudo Espectral do

Gerador Infinitesimal de Y}

A importancia que a analise do espectro e das fungoes proprias do gerador infinitesimal de
um processo pode ter na compreensao da sua dinamica evolutiva de longo prazo torna per-
tinente que se dedique uma seccao ao mesmo. Nesta sec¢ao, encontramos uma expressao
geral para as fungbes proprias (e respectivos valores préprios) do gerador infinitesimal
de Y;, dado por (5.2). Adicionalmente, estabelecemos desigualdades com o intuito de
tentar definir um intervalo que contivesse o espectro real do gerador infinitesimal corres-
pondente as funcoes préprias de £2(IT). Esta tarefa nao ficou concluida, podendo vir a

motivar trabalhos futuros na matéria.

5.2.1. Férmula Geral para as Fungoes Proéprias do Gerador Infinitesimal

Comegamos por tentar encontrar uma férmula geral para as fungoes préprias de £ (defi-

nido em (5.2)). Isto é o mesmo que resolver a equagao:
1
§a2f"+(a—be°‘y)f'—)\f:0, A €ER. (5.7)

Para isto utilizaremos dois resultados conhecidos sobre equacoes diferenciais de 2% ordem,

que podem ser vistos em [2], sec¢oes 2.1.2-3 e 2.1.2-4.
LEMA 5.2. Considere-se a sequinte equacao diferencial ordindria de sequnda ordem:

asx®y" + (a12* + b))y + (apx® + box + o)y = 0. (5.8)
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k

Aplicando a mudanca de varidvel y = xz%w, onde k é solugio da equagio ask® + (by —

as)k + co = 0, obtemos a equagdo:
aszw” + (a1x 4 2a2k + by)w' + (apz + ark + bo)w = 0. (5.9)
LEMA 5.3. Considere-se a sequinte equac¢ao diferencial ordindria de sequnda ordem:
(asx + bo)y" + (a1 + b1)y' + (apx + bo)y = 0. (5.10)

Seja J(a,b;x) uma solu¢ao arbitrdria da equagao hipergeométrica degenerada xy” +

(b—2x)y —ay=0. Se ay # 0 e a; # 4agay, a solugao da primeira equagao € dada por:

D—a —
y—e T 1$j(A,B; ‘ “)

A
Aqui, definimos:

n 2@2]{3 + ap
by
= ——
a1
bok? + bik + by
A=
2@21{3 + aq
B— asby —2a1b2
as

Fazendo uso dos lemas 5.2 e 5.3, provamos a seguinte proposigao:

PROPOSICAO 5.4. Sejam Y; o driver de volatilidade do modelo a-hipergeométrico e L
o seu gerador infinitesimal. Todo o A < % ¢ valor proprio de L associado a uma fun¢ao

propria da forma:

fly) = " T (A, B; e™(B — 2k)), (5.11)
onde k € uma solucao de k* + 6k — 0222 =0, os parametros a e b sao definidos por
0+1
A=k {1 + ]
2k — (5.12)
B=2k+0+1

e a funcao J € definida como no lema anterior.

DEMONSTRACAO. Considere-se a seguinte equagao diferencial ordindria de segunda
ordem: .
502]”” +(a—be)f —Af=0
Aplique-se a mudanca de varidvel z = e®Y. A equacao acima transforma-se em

2A

a?o?

2 (B2 + 0+ D)2)f = S 5f=0 (5.13)
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Pelo Lema 5.2, pondo f(z) = zFw(z), obtemos a seguinte equagao:

zw" + (=fz 42k + 6 + 1w — fkw =0 (5.14)

onde k obtém-se resolvendo k? + 6k — aijﬂ = 0. As solugoes desta equagao sao dadas por:

k:—di./(52—4a§—22_

2
B —) +2va? — 2\o?

2002

A equagao (5.14) tem a forma de (5.10) com:

a9 = 1
by =0
a; = —p3
by =2k+0+1
ag = 0
by = —Sk.
Por isso, apelando ao Lema 5.3, estabelecemos que a solugao de (5.14) é dada por:
w = j(A, B;z(p — 2k)) (5.15)
onde
A (2k+6+ 1)k — Bk
= T =
o0+1
=k|1
{ o —6}
e
B=2k+6+1.

Atendendo a forma como w foi definido temos:

f= Z’“J(A, B;z(8 - %)) =

=g (A, B;e™(B — 2k)) :
como pretendiamos. O

5.2.2. Desigualdades sobre o Espectro do Gerador Infinitesimal Restrito ao
Espago £2(II)
Vamos procurar agora condi¢oes sobre k, e consequentemente sobre \ para que as funcoes

préprias do operador £ encontradas acima pertengam a £2(II). Vamos primeiro estudar

apenas o caso B ¢ Z. Neste caso, é sabido que a solugao geral da equagao xy” + (b —
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z)y —ay =0, i.e., a forma geral de j(A, B; x), ¢ dada por:
Clwl(AvBax) +02¢2(A,B7ZL'), (516)

onde

U (A,B;a:) =1 +§ Egij% (5.17)
() (A,B;x) 2%% (A,B;x)+

+ —F<§;)1)xl_Bl/)1 (A —B+1,2-B:; m)

A série que define 1, é igual a série da funcao exponéncial, perturbada pelos coefi-
(A)n
(B)n "
vista a extrair resultados acerca do dominio de fungoes préprias que pertencem a £2(II).

(5.18)

cientes

O nosso objectivo serd aproveitar a relacao entre 1); e a exponencial com

Comecemos por provar o seguinte lema.

LEMA 5.4. Sejam A e B reais tais que A, B ¢ Z . Defina-se a sucessao

(A)n
C, = m, neN

Tem-se que:

1. Se A > B, entao existe m € N tal que para qualquer n > m, |C,| é estritamente
crescente e C,, mantém sempre o mesmo sinal.

2. Se A= B, entao a série C, € constante igual a 1.

3. Se A < B, entao existe m € N tal que para qualquer n > m, |C,| € estritamente
decrescente e C,, mantém sempre o mesmo sinal.

Mais, se A > B >0 ou B > A > 0 entao temos, que C,, € sempre positivo e que €,

respectivamente, crescente ou decrescente.

DEMONSTRAGAO. O ponto 2 é trivial.
Seja m > max(|A|,|B|) um inteiro positivo. Temos que para qualquer n > m se tem
que A+n>0e B+n > 0. Mas entao como C,; = C, X g—i’;, conclui-se que C,, 41
possui o mesmo sinal de C,,. Isto demonstra a segunda parte de 1 e 3.
Agora, temos para n € N suficientemente grande,
Cn+1
Cn

donde vem que |C,,| é crescente se A > B e decrescente se A < B.

A+n
 B+n

Se A>B >0ouB > A >0 os argumentos sao validos para m = 0. O

Com ajuda do resultado anterior podemos provar o seguinte:

PROPOSIGAO 5.5. Seja g(y) = ek (A, B, e (3 — 2k)), com A¢ Zy e A> B > 0.
Se g € L2(I1), entao k > (/4.
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(A)n
(B)n

Pelo lema anterior sabemos que C,, é positiva e crescente. Em particular, C,, > C}.

DEMONSTRAGAO. Considere-se a sucessao C, = . Suponha-se que A > B > 0.

Para qualquer x € R,

Yi(A,Bx)=1+) C

V
|
Q
+
Q

Assim, aplicando esta desigualdade,

+oo +00
/_ o(y)TI(dy) = / Ko, (A, B, e™ (5 — 2k))2D(y)dy =

o —0o0

+00
_ / Ry (A, B, 28 — 28)) Brs ) (2)dz =
0

= & /+Oo 2L e=P) (A B, 2(B — 2k))%dz >
I'(6) Jo e B

66 +o0 2
> F(a) / 22k+5—1€—ﬁz012 <ez(ﬁ—2k) . 1) dz.
0

Ou seja, se [ g(y)?II(dy) < +o0, em particular devemos de ter

2
lim 220 ~1e=Fz02 (ez(ﬁ_%) — 1) =0.

z—+00

Ora,

2

hm Z2k+§_1€_'82012 (ez(B—Qk) _ 1) —

zZ—+00

2012 lim Z2k+5—16—ﬁze2z(6—2k)
Z—r+00

2012 lim Z2k+§_16(ﬁ_4k)z.
Z—+00

Como por hipétese A ¢ Z,, temos C; # 0, pelo que o limite acima é zero se e sé se
B —4k <0, isto é, k > &. O

Provamos de seguida dois outros resultados auxiliares.
LEMA 5.5. Sejam A, B € R e (x,)nen a sucessao definida por:

_A+n—1
- B4+n-—1

Suponhamos que A, B ¢ Zy. Se A > B entdo existe m € N a partir do qual x,, € sempre

Tn

positiva e estritamente crescente. Se B < A entao existe m € N a partir do qual x, €

sempre positiva e estritamente decrescente.
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Mais, se A > B >0 ou B > A > 0, a sucessao x, € positiva e, respectivamente,

estritamente crescente ou estritamente decrescente, para todo n € N.

DEMONSTRAGAO. Tomando m > max(|A|, |B|) + 1, temos que z,, > 0 para todo o
n > m. Para estes valores de n, temos o seguinte:
Tt A+n B4+n-— 1
Tn T A+n—1 B+n

Y CUS S VAU B
a A+n—1 B+n-—1 '

Se A > B, entéo 1+A+l <1+ 55,
entao 1 + yw—— + 7> 1 Bl —— pelo que a sucessao sera crescente.

7 donde x,, é decrescente. Se por outro lado B < A,

Se A, B > 0 0 argumento ¢ valido tomando m = 0. 0

LEMA 5.6. Sejam A e B reais tais que A, B ¢ Zy . Se B > A entdo eziste m € N tal

que para qualquer n € N se tem a sequinte desiqualdade:

(A+m>” _ (A+m),

B+m (B+m),
Se B> A > 0, entao a desigualdade de cima € vdlida para m = 0 e para qualquer n € N.

DEMONSTRACAO. Pelo lema anterior tem-se que existe m € N tal que para qualquer

n € N se observa z,, = E‘JFTZ < gin”zm = Tyin. Entdo é claro que

A+m\"
<B—|—m> :pxm+1§

j=1

g A+m+j—1
j_lB—l—m+j—1
 (A+m),
 (B+m),

Se se tiver B > A > 0 podemos, pelo lema anterior, tomar m = 0, pois x,, sera sempre

positiva e crescente. O

Agora provamos um resultado semelhante ao da proposigao 8, agora para o caso em
que B> A > 0.

PROPOSIGAO 5.6. Seja g(y) = eF¥i, (A, B, e (B — 2k)), com A¢ Zy ¢ B> A > 0.
Se g € L2(11), entdo —3 — 24(8 — 2k) < 0.
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DEMONSTRAGAO. A partir do lema anterior podemos fazer a seguinte deducao:

U1(A, B,z) = 1+Z j'_

400 i
AN 27
=103 (5) -
=1
+oo j
A \'1
2 () 5
=1

()
= exp Ew .

Agora, o procedimento é analogo ao da demonstracao da proposicao 8:

/%o 9(y)*(dy) = /_m e i (A, B, e (8 — 2k))*®(y)dy =

—00 o0

+00
_ / o (A, B, 2(8 — 2k)2 s g (2)dz —
0

B 56 +o0 5 s
_W/o SR8 (A B, (8 — 2k))2dz >

0 +00
Z%/ z2k+6—16—,8ze%z(,8—2k)dz'
0

Para haver convergéncia do integral acima tem que se ter

A

como afirma a proposicao.
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CAP{TULO 6

Aproximacgao do Preco de Opgoes no Modelo a-Hipergeométrico

Recordando a abordagem de [7] apresentada no capitulo 4, temos que a expansao de
primeira ordem do preco de uma opgao europeia através de um fator rapido de volatilidade

estocéstica é, pelo Teorema 4.1, dada por:
Pﬂzﬂm+ﬂl¢%WDyH§&D4ﬂw

onde Pgg é o preco de Black-Scholes associado a volatilidade média na distribuicao inva-
riante da volatilidade, ou seja, se f(y) é a volatilidade em funcdo do driver estocéstico e

IT a distribuicao invariante associada a esse mesmo driver:

No caso do modelo a-hipergeométrico temos f(y) = e¥ e, pela Proposi¢ao 5.1, II é

definida pela seguinte funcao densidade de y:

@ —
onde,
2b 2a
B ac?’ ao?
Na expansao, no contexto do modelo a-hipergeométrico, temos as seguintes defini¢oes
ak
Dy, =z —
BT g
pVe/ .do
Vi=—— —
’ 2 <dey>
d
Vy = ﬁ O’A—(b
2 dy

onde 1/¢ é o fator de perturbagao rapido (para € pequeno), p é o coeficiente de correlagao
entre o processo do driver de volatilidade e o processo do preco do ativo subjacente, A
é o preco do risco. Definimos ainda ¢ como sendo solucao da equacao diferencial nao

homogénea

Lo = f(y) — 6% =e* —5* (6.1)
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onde L é gerador infinitesimal do driver de volatilidade nao perturbado pelo fator 1/e:

1, d? d
L=-0"—+(a—be™¥)—.
2 dy? ( )dy
O objectivo deste capitulo sera calcular todos os inputs necessarios para estabelecer a

aproximacao segundo a metodologia definida anteriormente.

6.1. Modelo a-Hipergeométrico com Volatilidade Acelerada

No regime de volatilidade acelerada o modelo a-hipergeométrico pode ser parametrizado

do seguinte modo:

dS, = r dt + S, dw,”
1 o
dY; = —(a—be™) dt + 7 aw,V (6.2)

d(WO Wy, = p dt.

Como nao existe nenhum termo de ordem ﬁ no drift de Y;, temos que Vi = 0. Precisamos

por isso de calcular os seguintes parametros, por esta ordem:
1. A média da variancia do processo na distribuicao invariante,

+o0
o = / e T(dy).

2. A derivada da solugao da equagao (6.1), denotada por ¢, e utilizada no célculo
de Vy.
3. O coeficiente de corregao Vi.
6.2. Calculo da Aproximacao de Primeira Ordem para o Modelo
a-Hipergeométrico
Comecamos por calcular %

+o0o
o2 = / eHI1(dy) =

oo

—+o0
= / z%fp(m)(z) dz =
0

+00 6626+2716—Bz
a /0 I'(6, 8)
1T+ 2) [

dz = (6.3)

= frisez o(2) dz =
B% F((S) 0 F(6+a,6)( )
_ 1 T(@E+2)
- pe T
NotA 6.1. Note-se que no caso de o = 2, se tem:
0 a

52 = —_— = -, 4:
*=5=3 (64)
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Calculado &, interessa-nos resolver a equacao diferencial (6.1). Como notdmos an-

teriormente, a mudanca de varidvel z = e transforma a equacao acima numa outra

equacao

2+ (B2 + (5 +1)2)¢ — 2o + 52 = 0. (6.5)

NOTA 6.2. Note-se que, como necessitamos apenas da deriwada de ¢, podemos resolver
a equacao em ordem a primeira derivada de ¢. Procuramos portanto a solucao de uma
equacao da forma:
2g 4+ (=B + (6 +1)2)g — za + 62 = 0. (6.6)
PROPOSICAO 6.1. Dados a <0, b+1> 1, ¢,d € R, considere-se a sequinte equacao
diferencial:
22 4+ (a2® +b2)g+ et +d=0

As solugoes desta equacao sao as fungoes da forma:

g(z) = —z7e™® C%Ff(bﬁ-l 1-a)(2) + d%FF(b 1-a)(2) + K

onde K € R é uma constante, e Fr(,, € a funcao de distribui¢io de probabilidade de uma
distribuicao I'(x,y).
DEMONSTRACGAO. Temos

229 + (a2 +b2)g+ e +d=0x

b 1

&g+ (a—l——)g: —{czl_2+d—2] &
z z
' 1

& (zbe“‘zg> = —2%% [c,zl_2 + d—2] &
z

1
& g=—z"t® / e [csl_2 + d—2] ds &
s

& g=—2te {c/st_ze“s ds + d/sb_26aS ds]

Agora, estudemos as duas primitivas isoladamente.

GhH=2,as g F(b—l—l— 1) (—a)bH-Ls0H-D-1—(-a)s o
(—ay T T(h+1—1) =

CTBl-1)
- ( (l)b—H 1 fr(b+l 1—a =

CTb+1-1)
o (—a)bti-1

F(b+l 1-a)(2) + K
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onde K; € R é uma constante arbitréria.

/3b2eas ds = ri—-1) % / (_a)bils(bfl)fle*(*a)s
() T(b—1)

b—l
/fl"b 1,—a)

r(b—1)
'_%EVTleaﬂ)+K2

onde Ky € R é uma constante arbitréria.

Note-se que as dedugoes acima fazem sentido pois a < 0 e b+ > 1 e portanto a funcao

gama fica bem definida. Substituindo na equacao de cima temos a expressao pretendida

g(z) = —z7be* C%FF(I)JA 1-a)(2) + d%ﬁ}‘(bl,a)(z) + K}

para um qualquer K € R.

COROLARIO 6.1. A solugdo geral da equagdio (6.6) € a fungado:

r(e+2) i
g(Z) = /6672 (6+1)6’B FP(&"‘%”B)(Z) — FF(J}ﬁ)(Z) + K:|

para K € R.

DEMONSTRAGAO. A equacdo (6.6) é um caso particular da equagdo da Proposi¢ao
anterior, fazendo

a=—8

b=06+1

c=—1
2

= =
(e}

d = a°.

Fazendo as substituigoes necessarias obtemos:

- I TO+2)

[+ 2
;%Jﬁ%ﬁ%gﬂmM@+K}=

B [T+ 2)
= (Ot h {WFF(H;B)(Z)_

L6+ 2)
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ro+2) _
— @TZ (6+1) 8 [FF(6+§,B)(2)_

Fp((m)(z) + K} .
U

Estamos em condigoes de apresentar uma forma fechada para o fator de correcao V5,
pois temos que, sendo ¢ definida como a solugao de (6.1), a derlvada e apos a mudanca
de varidvel z = e*, solugao de (6.6), cuja expressao é dada pelo corolarlo anterior. Assim,
substituindo, temos

d¢ F<5 + §) ay\— (6 e* a «
d_y(y) = 5‘5—+%(6 Y) (O+Dehe FF(6+§,ﬂ)(€ Y) = Frep) () (6.7)
NoOTA 6.3. Aqui pomos K = 0, pois interessam-nos solugoes em L*(II).

Atendendo a definicao de V5, temos:

d

-5 ) -

_ P_ﬁ/meydﬁ

®(y)dy =

- o[ [ e )b ) =
P\/_ L+ 2) [t Ja—5—
; 6(”7 /0 1 1

e’ {Fmﬂg,m(@ - FF(éﬂ)(Z)] Prs 5 (2)dz =

—_ p\Q/ Pﬁ(H( )) /+°Ozl/a2 [FF(H;B)( ) — Fresp) (2 )]dz

PROPOSIGAO 6.2. O coeficiente de corregao, V¥, da expansao de primeira ordem do

preco de uma opg¢ao europeia no modelo a-hipergeométrico €, se existir, dado por:

e _ /0\/_ I'(6 + ) oo 1/a—2
Vi = o M()/O 20 Fra () = Franf)| s (68)

NoOTA 6.4. Note-se que aqui nao provamos a convergéncia do integral. Vamos ver de

sequida alguns casos particulares de convergéncia e de divergéncia do integral.
Vamos ver que os casos particulares em que o = %,

a expressoes bastante mais simples e tteis para Z—‘S. Dentro destes casos incluem-se os

com n € N, permitem-nos chegar

importantes casos em que a = 1 e @ = 2, que sao os mais estudados na literatura. Para
estabelecer os resultados seguintes é importante recordar algumas definigoes e resultados

conhecidos.
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LEMA 6.1. Sejam a,b > 0 e ) (2) a funcgao de distribuicdo de probabilidade de uma
varidvel aleatdria com distribuicao I'(a,b). Definimos a fun¢do gama incompleta inferior
por:

v(s, x) :/ e stdt |, x5 > 0 (6.9)
0
Entao:
~(a,bz)

1. Para todo 0 z > 0, tem-se Fr(qp(2) = Ty -

xT

2. Para todo o s > 0, tem-se y(s + 1,x) = sy(s,x) — x®e™".

A partir do ponto 2 do lema anterior, conseguimos provar por inducao um resultado

auxiliar mais geral:

LEMA 6.2. Sejam s,z >0 en € N tal que n # 0. Temos:

n

Y(s+mn,z)=(s)py(s,x) —e Z(s 4 i) gzt (6.10)

=1

onde convencionamos que (a)y = 1.

DEMONSTRAGAO. Paran = 1, o resultado ¢é a propriedade 2 do lema 6.1. Suponhamos
a veracidade do resultado para um certo m € N. Queremos provar o resultado para m+1.

Ora,

Y(s+m+1z)=
s+m _—x

=(s+m)y(s+m,x) —z* e " =

= (st (o) = 77 Do+ ) e =

i=1

= (S)m+1’y(8, :C) —eF {Z(S + i)mﬂﬂ-xsﬂfl + :z:“m} _
i=1

m+41

= (8)mr17(s,2) —e™” Z(s + )1z T
i=1

O resultado fica entao provado pelo principio da indugao. O

Fazendo uso dos lemas 6.1 e 6.2, provamos a seguinte proposicao:

PROPOSICAO 6.3. Dado n € N, seja a = % A solugao da equagdo (6.6) para esse

valor de o € a fungao:

o(z) = —@ SO0+ D i(B2) (6.11)

i=1

onde por simplicidade, pomos K = 0.
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DEMONSTRAGAO. Temos que

(5+

66+
L(d+n)
55+n

1
anl

9(z) =

=

~(H ) g [Frm 8z FF(M)(Z)} =

o0+1) Bz |:7(5+n ﬁZ 7(57 BZ>:|

& T+ n) ()

(0 +n)

(32700 30+, 62) - ZE L 0,50)| =

= (3970 (0 4 52) = (926,52

Bn—l

Pelo lema 6.2, temos

7(5 + n,ﬁz) -

=(0)n(0, Bz) —

n

(6
(6

JnY(0, Bz) =

)av(6,82) — e (6 +4)ni(B2)" T =

i=1

- e*ﬁz Z((s + i>nii(ﬁz>5+ifl.

i=1

Substituindo, obtemos

n

9(z) = ﬁ (ﬁz) (0+1) ﬁz[ e ﬂzZ(5+i)n—i(ﬁz)6+i_l

1

1

como pretendiamos.

TEOREMA 6.1. Seja a = =

n

2

=1

Bn-1 Z(‘S + i) i(B2) 72 =

n

~Grig D (0 + D)ni(B2)')

=1

O

, n € N. Entao temos que Vi < +00 se e séd sen =1 ¢
pV/e(0-1/2)

0% < 2a, caso em que se tem Vi = 2B TO)

DEMONSTRAGAO. Seja j € {1,2,...,n}. Temos

+oo 66 60—1,—Bz
- z (&
/ Mgl Ty =
0

I'(9)

+o0 ﬁ& 0+j—3+1/c ,—Bz
z €
= / dz.
0

()
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Este integral converge se e s6 se § +j — 3 + i > —1 que é equivalente a

2 1
—a2+j+——2>0<:)
oo «Q
2a )
& S +(-2a+1>0%
o
<:>0'2<2—a<:>
(2—jla—1
9 2a
S0 &
@-j)Z-1
o o? < 2an
2—j)2z—n

Temos que

+oo

c_Pe o ¢ - a i i—
Vi = Ty e > 0+ Z)n—i/ OB (s ) (2)dz =

i=1 0

p\/g o n . 400 /35+iz5+2'73+1/a67ﬁz
= — (5 n—ig d
9 pntl ;( +1) /0 ['(0) -

que converge se e s6 se, para todo o i € {1,2,...,n} se tiver 6 +1i — 3 + é > —1, o0 que

pelo que vimos anteriormente implica que em particular se tenha:

2an _ 2an
(2—-n)2—n 4-3n
que acontece se e s6 se n = 1. Neste caso, a condicao fica:

0<o?<

9
0<02<ﬁ:2a

Agora, assumindo que 02 < 2a e n = 1, temos o = 2 e:

400 26+1,6-241/a,—Bz
V;_p\/gi(é—l—l)o/ 6 ¥ e ds —
0

T2 B T(0)

p\/g o 1 F(5 14+ 1/a) +o00 55—1+1/a26—1+1/a—16—ﬁz
T2 p2pije2 r'(0) /0 (6 —1+1/a)
_peo 1 T(0—-141/2)
2 ppyre I'(5)

_  PVel(0—1/2)
2vB T

dz =

O

NoTA 6.5. Note-se que, como seria de esperar, no caso a = 2, o fator de corre¢ao Vi
tem o sinal de p. Na verdade, pela positividade de o e da fun¢ao da volatilidade f(y) = e¥
¢ possivel provar que Vi tem sempre o sinal de p (para uma prova geral deste condigdo
vide Proposicao 4.5 de [7]).
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O ultimo resultado mostra que a abordagem de [7] ndo permite desenvolver uma
aproximacao para valores de a que sejam da forma 2/n com n nimero natural superior a
1. No caso a = 1, nao temos por isso uma aproximacao possivel segundo esta metodologia.
Temos porém um resultado bastante satisfatorio para aproximacgao do prego no caso a = 2,
desde que os parametros a e o satisfacam a seguinte relagao de grandeza:

1
0% < 2a & 5 <9 (6.12)
Esta desigualdade pode ter uma leitura relativamente intuitiva, na medida em que ela
limita a variancia do driver Y;, por um factor multiplicativo da média de longo prazo do
processo da variancia. Ou seja, existe uma limitacao da variancia do fator de volatilidade
de modo a garantir a estabilidade necessaria a aproximacao. A aproximacao do preco no
modelo 2-hipergeométrico serd pois, se (6.12) for verificada,
_a pVeL(6—1/2) O [ ,0%Pps(_ a
P,~Pgslo=- |+ (T—-1t)o r— |z o= 6.13
o BS( b> (T-1 2vB T[(6) “ox| 012 b (6.13)
com § e [ definidos por (5.6).

Abaixo, mostramos a representacao grafica da aproximacao acima para o preco de

uma opg¢ao put no modelo 2-hipergeométrico em funcao do preco do activo subjacente no

momento inicial:

FiGura 1. Aproximagao de primeira ordem do preco de uma put de
strike K = 100 no modelo 2-hipergeométrico com parametros a = b =
1, 0=05, p=-08, r=0.0125, T—t=1ee=0.1.

Adicionalmente, mostramos um grafico comparativo entre a aproximacao do preco do
modelo 2-hipergeométrico e o preco de Black-Scholes com volatilidade igual a média de

longo prazo da volatilidade:
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FicuraA 2. Comparagao entre a aproximacao de primeira ordem do prego
de uma put de strike K = 100 no modelo 2-hipergeométrico com parametros
a=b=1 06=0.5, p=—-08, r=0.0125, T—t=1ee=0.1 e o0 prego de

Black-Scholes da mesma opgao com volatilidade ¢ = ¢

6.3. Aproximacao da Curva de Volatilidade Implicita

O objectivo desta secgao é derivar, com base nos parametros da nossa aproximacao de
primeira ordem do preco de opcoes europeias, uma aproximagao da curva de volatilidade
implicita. Uma boa aproximacao sera aquela que replique de forma fiel a volatilidade
implicita verificada pelo modelo.

Comecamos por enunciar alguns resultados facilmente verificaveis acerca da fungao do

preco de Black-Scholes de calls europeias.

LEMA 6.3. Denote-se por Cgs = Cps(t =T —t,x,K;0) a fungdo do prego de Black-
Scholes de uma call europeia com maturidade T = T — t, strike K e em que o ativo

subjacente tem preco atual x. Temos:

Dy DC v dj[l dl]
= —€ —
VT o VT

8035 . I\/F
do Vor

onde dy € definido como em (2.14).

2
_4
e 2

Denote-se por C' a aproximacao de primeira ordem de uma call europeia. Temos que,

por definicao, a volatilidade implicita da aproximagcao do preco, I, é dada por:
Cps(c=1)=Cs
< Cpslc=1)=Cps(c =0)+ (T —t)V5 D1 Dy (CBS(J = 5)>, (6.14)
onde V¥ é dado como no Teorema 6.1. Vamos agora expandir I em poténcias de y/e:

I —6=+el +ely+.. (6.15)

A partir da expansao anterior, fazemos agora uma expansao de Taylor de Cpg(I) em 7:

0Cpg

Cps(I) = Cps(7) + Vel 5

(@) + ... (6.16)
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Substituindo (6.16) em (6.14), temos a seguinte igualdade:

\/Ell aC’BS
do

Agora, utilizando as expressoes do Lema 6.3, e obtemos, apds algumas manipulacoes

(5) = TVEDiD, (ch<a>) (6.17)

algébricas, uma férmula para /el;:

I =2 . 1
Vel =5 g3 T —t (6.18)

o), V()
-S|+
o

Recuperando a equagao (6.15), chegamos a uma aproximagcao de primeira ordem para a
curva de volatilidade implicita do modelo 2-hipergeométrico:

€ e K
I=5+28 [1—2r] y Wlee(5)

25 2| o3 T —t
Vs _02\/3 ) (6.19)
)
=3

NoTA 6.6. Para ver uma derivagdo mais geral e mais detalhada de uma formula
aproximativa da curva de volatilidade implicita para um modelo de volatilidade estocdstica
abstrato, vide Capitulo 5 de [7].

Como o coeficiente de correcao de primeira ordem, V5, tem o mesmo sinal de p, se,
como é de esperar, o preco do activo com risco estiver negativamente correlacionado com
o driver de volatilidade, entao a curva de volatilidade implicita sera decrescente em funcao
de K/x.

Isto é notério quando olhamos para a representacao grafica da aproximagao (6.19) da
curva de volatilidade implicita de modelo 2-hipergeométrico como funcao da moneyness,
K/z. Na figura, é facilmente observével que o modelo 2-hipergeométrico prevé, assim

como a sua aproximacao de primeira ordem, o skew de volatilidade.
6.4. Extensoes

Nesta seccao procuramos estudar extensoes dos resultados anteriores em dois sentidos:

e Otimizar a aproximacao anterior para o preco de opgoes europeias, deduzindo
uma férmula para o termo de correcao de segunda ordem,;

e Discutir métodos aproximativos para opgoes americanas.

E importante realgar que, nao estaremos interessados em entrar em detalhes técnicos.

6.4.1. Aproximacao de Segunda Ordem para Opcgoes Europeias

Pretendemos agora investigar o desenvolvimento do termo de correcao de segunda ordem
para o preco de uma opg¢ao no modelo 2-hipergeométrico. Queremos estabelecer uma
aproximacao da forma:

P = Py +\/eP, +¢P,. (6.20)
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FicurA 3. Aproximacao de primeira ordem da curva de volatilidade
implicita no modelo 2-hipergeométrico com parametros a = b =1, 0 =
0.5, p=-0.8, r=0.0125, T—t=1ee=0.1.

Os termos Py ¢ P, foram determinados anteriormente. Em [7] (capitulo 9), é encontrada

uma expressao para P:

PROPOSICAO 6.4. O termo de correcio de sequnda ordem da expansdo assintdtica

apresentada acima € dado por:
1
PQ(t7 z, y) = _§¢(y)D2P0(t7 l") + C(ta ZL‘)
Clt,z) = (T —1) [AszDz + ADS} Po(t, )+ (6.21)
T —t)?
LIS P
onde

2
As = T (B1V)
Lo = B¢’ ~ (614)

1 ) ) (6.22)
A= —3((65) — ()
V€
Va=-2.
PVe
Temos que, como caso particular de (6.11) para a = 2,
do 1
o , 2
dy Be? (6.23)
Primitivando, temos que
1
b= W. (6.24)

Assim, temos que

1
Py(t,z,y) = —@6_2”72130(@90) + C(t, ),
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pelo que resta descobrir C'(¢, z).

NOTA 6.7. Na verdade Py(t,z,y) € aproxrimado corretamente (na medida em que satis-
faz as equagoes de sequnda ordem) para qualquer C(t,x), contudo a escolha de C(t, ) feita

em [7] € utilizada para demonstrar um resultado que garante a precisao da aproximacao.

Talvez o mais simples seja comegar pelo calculo de A. Temos:
1 1
2\ _ -

Por outro lado,

B oo yﬁ(S(e?y)é—le—ﬂe?y B +00 56_1(62y>5_1e_562y
o=, wa - NG

— 00 o

Aplicando a usual mudanca de varidvel z = e® = e, temos:

B too q 56_126_16_62 B 1 F((s _ 1) +o0 B
(¢) = /0 2 T0) dy = 2 T0) J, dris-1,8)(2) dz =

r(§—1) 1

2r'(0) 26 —1)

NoTA 6.8. Note-se que a deducao acima s € vdlida se se tiver 6 > 1, ou seja, se

a > o%. Assumiremos esta condicdo.

Resta encontrar (f?). Temos

+oo 9 2y)57167ﬁe2y +oo 65267167[32 )
2y — e x 262y6 (c d :/ g dy = —.
(f%) /_ o) v= | T0) y=7

oo

Assim, obtemos:

1 )
A=——(1——). 6.25
86 ( 0 — 1) ( )
O proximo passo sera encontrar derivada de 1. 1 resolve a equacao:

o 2
R s
Bev " e

Aplicando a mudanca de varidavel z = e?¥, a equacao para a derivada de 1 transforma-se
s ) b1

Lo =

numa equacao da forma da apresentada na proposicao 6.1, com:

a=—f
b=0+1
C—_E

B

2
d=——_V¢

pVe ’

1
==

>

Assumindo como anteriormente que 6 > 1/2; temos 6 + 1 — % > 1. Ou seja, estamos

nas condigoes da proposi¢ao 6.1, e a derivada de 1 é dada, apds algumas manipulagoes
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algébricas, em termos de z = €2¥ por:

_ VBoe

W(z) = (Bz)o+1

7O~ 1Dl - TO D Fran(s)]|  (620)

Agora, pelo lema 6.2, temos que Fp(,,)(2) = % donde, substituindo, se obtém:
VBoe”
P'(z) = T (B2 (0 —1/2, Bz) — (9, B2) (6.27)

Repondo a variavel y fica:

VBoele
(g

Estamos agora em condigoes de calcular As:

W) = [w 1/2,86%) — A 58@/)} (6.29)

2

Ay = 2 (oery/(y)) =

2
2 +o00 0 .,6—1,—p=z
p o 1 B e
= — 2 _— d =

o LT AT e 52— 6 )] ds
_2\/3r(5)/0 22{7(5 1/2,8z) — (8, Bz)| d=.

Se o integral acima existir conseguimos aproximar a solucao do seguinte modo:

TEOREMA 6.2. A aproximacao de sequnda ordem do preco de uma op¢ao europeia é

dada por:
a

P, ~Pps(c = 3)+

+(T = f>05\\/[%r(5r_(5§/2)D1D2PBS (6=7)-

_fenypzsz (="2)+

B b
o 2 +oo a 6.29
+(T - t)e[(;\/% %/0 %A(z) dzDiDyPps(0 = 7)— (0:29)
1 0 . a
—@(1 — H)D2PBS<U = Z):| +

onde se define
A(2> = 7(5 o 1/27 BZ) o 7(67 52)7 (630)

e se assume que o integral f0+oo z%A(z) dz < 4o00.

NoTA 6.9. Para uma formula de sequnda ordem aproximativa da curva de volatilidade

implicita remetemos para [7], onde os cdlculos feitos acima podem ser replicados.
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6.4.2. Métodos Aproximativos para Opcdes Americanas no Ambito do

Modelo a-Hipergeométrico

Nesta subseccao pretendemos discutir a possibilidade de extensao do ambito das apro-

ximagoes apresentadas anteriormente para abranger a avaliacao de opgoes americanas.
Em [3], é apresentado um método aproximativo para opgdes americanas para um

modelo de volatilidade estocastica abstrato, cujo processo de volatilidade estocastica é

um processo de Ornstein-Uhlenbeck da forma:
dY; = (my — Y;) dt + v1V/2 dW,. (6.31)

O método tem dois passos:

1. A aleatorizagao da maturidade (ou canadizagao) da opgao americana;
2. Aproximagao do preco da opgado americana de maturidade aleatéria (opgao ca-

nadiana) via um parametro perturbativo de aceleragao do processo (6.31).

Iremos agora explicar com um pouco mais de detalhe em que consistem estes dois pas-
sos e discutir sucintamente a possibilidade de generalizacao deste método ao modelo a-
hipergeométrico.
6.4.2.1. Processo de Canadizacao da Put Americana. A primeira proposta do método de
aleatorizacao (ou canadizagao) foi apresentada por Peter Carr no seu artigo de 1996, [9]. O
propésito deste artigo foi a aproximacao do prego de opgoes put americanas de maturidade
finita no modelo de Black-Scholes, para os quais nao existe uma férmula fechada. No artigo
[3] de 2014 este método foi utilizado para a aproximagcao destes derivados num contexto
particular de volatilidade estocastica.

Prova-se que o preco de uma put americana no modelo Black-Scholes pode ser obtido
através da resolucao de um problema de fronteira livre. Ou seja, existe uma funcao

crescente x*(t) (a fronteira livre) tal que:
P(t,z) = K —x se x < 2*(t),
LpsP =0 se x> z*(t),

(6.32)
P<T7 ZE) = (K - ZL’)+7
z*(T) = K.
Mais, P e 22 sdo continuas na fronteira z*(t), donde
P(t,z*(t)) = K — z*(t),
5p (6.33)

ot () = ~L.

O desconhecimento de uma fronteira de exercicio z*(¢) impossibilita a dedugao de uma
formula fechada para a avaliacao destes derivados.

Curiosamente, o mesmo nao acontece para a avaliacao de op¢oes americanas perpétuas
(com maturidade infinita), para as quais se conhece uma férmula fechada no modelo de

Black-Scholes. Isto foi possivel porque, num horizonte temporal infinito, é possivel deduzir

61



a forma da fronteira de exercicio. O mesmo acontece quando aleatorizamos a maturidade
(finita) da opgao. Passaremos a explicar o método.

Comegamos por definir como opcao canadiana de payoff h(z), uma opc¢ao que permite
o exercicio antecipado até a maturidade, que por sua vez é dada pelos valores de uma
determinada distribuicao de probabilidade que se assume ser independente do processo
do preco do activo subjacente. Ou seja, um agente que possua uma opg¢ao put canadiana,
detém o direito de vender o activo subjacente por um prego fixo até a maturidade aleatéria
da opgao.

Em [9] sao apresentadas duas formas de aleatorizagdo: de maturidade exponéncial e de
maturidade de distribuicao gama. Focar-nos-emos na maturidade exponéncial. Denote-se
por 7 o valor da maturidade aleatéria. Nesta abordagem comecamos por assumir que a
maturidade da opcao canadiana em andlise possui distribuicao exponéncial com parametro
A

P[r € dt] = Xe™™ dt. (6.34)

Como a média da distribuicao exponéncial de parametro A é %, nos pomos A = % Assim,
a média da maturidade da opgao canadiana é T (que é o valor exacto da correspondente

op¢ao americana).

NoTA 6.10. Aqui nao podemos esquecer que o objectivo € a aprorimacao do preco da
op¢ao americana de maturidade T', sendo a opc¢ao canadiana definida como acima uma

abstracao inteligente que facilita o processo.

NoTA 6.11. Dizer que T possui distribuicao exponéncial é o mesmo que dizer que a

maturidade é modelada como o primeiro salto de um processo de saltos de Poisson.

A propriedade de falta de memoria da distribuigao exponéncial implica que a passagem
do tempo nao afeta o valor da opcao nem da sua fronteira de exercicio. Entao, a fronteira
de exercicio para a op¢ao canadiana é uma fungao constante ao longo do tempo. Assim,
o preco de uma opcao put canadiana é dado por:

+oo
Po(S) = sup)\/ e D(0, S;t; B) dt, (6.35)
0

B>0
onde D(0,S;t; B) é o valor inicial de uma put europeia down-and-out com maturidade
fixa T, barreira B e rebate K — B.
Assim, o preco da opgao canadiana é simplesmente o supremo sobre B da transformada
de Laplace-Carson de D. Por isso, no modelo de Black-Scholes o preco satisfaz, quando
x se encontra acima da fronteira étima de exercicio, B, a seguinte equacdo diferencial

parcial:
1, ,0%P, oP,
500’ 89620 tra axc —rPo = ANPo — (K —2)1], (6.36)
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e estd sujeito as seguintes condigoes de fronteira:

lim P(z) =0,

Tr——+00

lim Po(z) = K — B, (6.37)

. OFc
lim —— = —1.

Este problema ¢ resolivel e Carr determina a sua solugao em [9]. Assim, como esta
solugao define o preco da opcao canadiana que, pela forma como esta definida com respeito
a maturidade da correspondente opgao americana, serve de aproximacao ao prego desta
ultima.

NoTA 6.12. Como a variancia de uma distribuicao exponéncial de parametro de escala
A € dada por /\%, conclui-se que a variancia da maturidade da opcao canadiana definida
acima (com média T) é T?. E claro que quanto menor for esta variancia, melhor €
a aproximacao da opcao americana pela canadiana. Assim, esta aprorimacao € tanto
melhor quanto menor for a maturidade da op¢ao. A abordagem de aleatorizacdo pela
distribuicao gama permite resolver este problema com a contrapartida de requerer maior

exigéncia computacional (hipdtese que serd brevemente abordada nas conclusies).

Esta abordagem é replicada com sucesso em [3], sendo o pre¢o de uma opgao cana-
diana num modelo de volatilidade estocéstica com volatilidade dada por um processo de
Ornstein-Uhlenbeck (equagao (6.31)) a solugao do seguinte problema:

LPo(z,y) + MK — )" =0, para x> B(y)
Fo(B(y),y) = K = B(y),

%(B(y),y) =1,

%%(Bmy) o,

(6.38)

onde B(y) a fronteira de exercicio optimal, f é a fun¢ao de volatilidade do processo do
preco do activo subjacente e o operador £ = Ly + L1 + L5, onde definimos

0? 0
Ly = V%a—yfr (my —y)=—

oy’
V2 & 6.39)
L= 2plyle<y)6x—8y’ (6.
1, L0 9
£2—§f (y)x wqw"x% (r+A)..

Na regiao de exercicio (abaixo da fronteira) o preco é, como é de esperar,
Po(z,y) = K —z, para x < B(y). (6.40)

NoTA 6.13. Note-se que, neste contexto de wvolatilidade estocdstica, a fronteira de
exercicio, apesar de se manter constante em funcao do tempo e do preco do activo subja-
cente, varia com o valor do driver de volatilidade.
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Previsivelmente, o problema acima enunciado, ao contrario do que acontecia no modelo
classico, nao € resolivel. Por isso, o préximo passo ¢é utilizar a teoria de perturbacao para
aproximar a sua solugao (que por sua vez é ela mesma uma aproximagao do preco da put
americana).
6.4.2.2. Perturbacao do Processo de Volatilidade para Aproximacao do Preco de Opgoes
Canadianas. Comeca-se por introduzir um fator perturbativo rapido no processo de vo-

latilidade, que fica da forma:

1 2

Isto altera a formulagao do problema (6.38), substituindo £ por:

L= %Eo + %L’l + Ls. (6.42)

Agora, a semelhanca do que se fez para opgoes europeias, expandimos o preco em poténcias
de /e

Pé(x,y) = Po(z,y) + VePi(x,y) + ePo(w,y) + ... (6.43)

Analogamente, neste caso devemos expandir também a fronteira de exercicio em poténcias
de /e

B(y) = zo(y) + Vex1(y) + exa(y) + ... (6.44)

Introduzindo a expansao (6.43) no problema definido anteriormente, temos:

1 1
—LoPy+ —=(LoPy + L1Py) 4+ (LoPy + L1P, + LoPy + MK —x)T)
€ Ve (6.45)

+ \/E(Eopg +£1P2 + £2P1) + .= O
Como se pode observar, esta equacao tem um certo paralelismo com a equagao (4.23).

Adicionalmente, de modo a que as condicoes de fronteira sejam asseguradas por esta

abordagem, estas devem ser expandidas em séries de Taylor:

OF, 0*P, oP
Rl + V(210 G+ ) + 0 = 1,

(6.46)
0P, %P,

OP,
a5 lx te) a_  lxo e — 0.
o |zo(y) + ﬁ(xl(y)—ay%! ) + 9 \ (y)) +

Por fim, a equacao da regiao de exercicio também deve ser expandida numa expansao de

Taylor em torno de xy(y):

Pl )+ VE (1000 o+ Pun(0),3) ) - = K —an(s) = V() . (6:7)

O aumento significativo do nimero de expansoes deve-se a necessidade de controlar
um problema que é definido nas trés regices adjacentes:
e A regiao de espera (hold region);
e A fronteira de exercicio optimal (optimal ezercise boundary);

e A regiao de exercicio (exercise region).
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Os detalhes da construgao da expansao de segunda ordem do preco da opcao canadiana
para o modelo associado ao processo de Ornstein-Uhlenbeck sao morosos e podem ser
encontrados no artigo [3]. O que esta exposigao pretende mostrar é a possivel replicagao
do processo de aleatorizacao para o modelo a-hipergeométrico.

Seguindo a formulagao desta abordagem no artigo original, [3], apenas uma parti-
cularidade do modelo a-hipergeométrico parecia impossibilitar a replicacao da mesma:
o desconhecimento de uma distribuicao invariante do processo de volatilidade do mo-
delo a-hipergeométrico, que desempenha um papel importante no seu desenvolvimento
(a semelhanga do que acontece para opgoes europeias). Essa falta é suprimida nesta dis-
sertacao, o que nos poe em condigoes de supor que as formulas do supracitado artigo

sejam validas para este modelo.

NoTA 6.14. Note-se que o problema de precisao da abordagem de aleatorizacao da
maturidade por uma distribuicdo exponéncial referido na nota 6.12, mantém-se nos mo-
delos de volatilidade estocdstica, fragilidade reconhecida em [3]. A extensdo desta método
para a jd referida abordagem apresentada por Carr em [9] (aleatoriza¢ao via distribui¢ao
gama), no contexto de volatilidade estocdstica poderd ser um bom ponto de partida para

1mvestigagoes futuras.
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CAP{TULO 7

Conclusoes

Nesta dissertacao, estudamos a aplicacao de métodos assintoticos para o preco de opgoes
europeias e americanas no modelo a-hipergeométrico.

Com este proposito, comecamos por estudar o processo driver de volatilidade nesse
modelo, encontrando uma distribuicao invariante para o mesmo e provando a sua unici-
dade dentro do conjunto das distribui¢oes que admitem uma funcao densidade suave.

De seguida, divergindo um pouco do objectivo principal do projecto, procuramos ini-
ciar o estudo espectral do gerador infinitesimal do processo driver de volatilidade do
modelo. Encontramos uma féormula geral para as funcoes proprias deste operador e de-
monstramos alguns resultados adjacentes e algumas desigualdades sobre o seu espectro
real.

Baseando-nos na teoria de perturbagao desenvolvida em [7], descobrimos férmulas
assintoticas de primeira e segunda ordens para aproximar o prego de opcoes europeias.

Adicionalmente, estudamos o método de aleatorizacao da maturidade de opg¢oes ame-
ricanas que, juntamente com os métodos de expansao assintéotica, permitiram o desen-
volvimento de féormulas de aproximagao de primeira e segunda ordem para modelos cujo
processo do driver de volatilidade é um processo de Ornstein-Uhlenbeck em [3]. Avalidmos
em que medida a descoberta da distribuigao invariante do driver de volatilidade do modelo
a-hipergeométrico apresentada nesta dissertacao possibilita a replicacao das formulas de
[3] para esse modelo.

Como ¢é habitual na pratica cientifica, os novos desenvolvimentos motivam novas
questoes e uma vontade renovada de descobrir. Por isso, passamos a enumerar alguns
pontos que, achamos, poderiam motivar desenvolvimentos positivos em temas adjacentes

aos abordados nesta dissertagao:

e Continuar o estudo espectral do gerador infinitesimal do driver de volatilidade
do modelo a-hipergeométrico;

e Desenvolver aproximacoes em regimes lentos de volatilidade para o modelo a-
hipergeométrico;

e Avaliar em que medida o modelo a-hipergeométrico se enquadra no ambito dos
resultados abstratos sobre a precisao das aproximacoes de primeira e segunda
ordens apresentados em [7];

e Confirmar a possivel replicagdo da metodologia e dos resultados de [3] para o

modelo a-hipergeométrico;
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e Estender os resultados de [3] através da utilizagao da aleatorizagao da maturidade
com uma distribui¢do gama (o que permite melhores resultados mas de menor
eficiéncia computacional);

e Desenvolver demonstracao formal da precisao dos métodos de aleatorizagao de
maturidade e da subsequente utilizacao dos métodos assintéticas para apro-
ximacao do preco de opcgoes americanas;

e Calibrar o modelo a-hipergeométrico com o intuito de avaliar a adequabilidade
do mesmo para a avaliacao de opgoes europeias e americanas confrontando-o
também com os modelos de Black-Scholes e de Heston (testar precisao e eficiéncia

via férmulas assintéticas).
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