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Anexo 1. Medida natural

Seja S = (X, Z,f) um sistema dindmico definido num sub-espago vectorial com-
pacto X C R™ por x,41 = f(x,) onde f é um difeomorfismo nao-linear de classe C",
r>1.

Sob a hipétese de hiperbolicidade da transformacao f, seja C' uma pequena célula
delimitada por segmentos das variedades invariantes estdvel e instdvel. Apés n iteracoes
de f, muitas das condicOes iniciais evoluem para valores fora de C' e uma pequena parte
volta a C. Dada uma condigao inicial x¢ na bacia de atracgao B (A) do atractor cadtico
A, sejan (C;xg, N) a fracgao de tempo que a 6rbita de xo gasta em C paran =0,1,..., N.

Assuma a existéncia do limite
n(C;x9) = lim n(C;xp,N).
N—oo

Se 1 (C;x0) toma o mesmo valor para quase todas as condigdes x¢ na bacia de atrac¢ao
B (A), relativamente & medida de Lebesgue, entdo o valor comum, denotado por 7 (C),
¢ a medida natural de C. A medida natural 7 (C) mede a fraccdo de tempo em que a
orbita em A permanece em C quando o sistema evolui. A medida natural de um conjunto

B C X para uma transformagao f define-se como

. 1
n(B)= lm > )

onde a soma é tomada sobre todos os pontos fixos x de f”, e mede a probabilidade de um
ponto permanecer no conjunto B sob iteracao.

Dado que os pontos periédicos de f sdo os pontos fixos x1,Xs9,...,X, para alguma
iterada f™, a medida natural de C' com suporte no atractor caético A pode ser definida
em termos das érbitas periddicas instdveis nele mergulhadas. Para sistemas fortemente
instaveis, pode ser apenas considerada a contribuicao das direcgoes instaveis (expansoras).
Denotando por A, (x) o maior valor préprio de Df"(x) correspondente a uma direcgao

expansora, tem-se

onde a soma ¢ tomada sobre todos os pontos fixos x; de f™ em C'. Para sistemas dinamicos
hiperbdlicos, as medidas SRB parecem ser a escolha natural. Sao construidas na estrutura

geométrica das variedades estdvel e instdvel do sistema dindmico.



Anexo 2a: estudo de caso com o atractor de
Lorenz

Caso L7. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos para valores paramétricos
o, a e 3 que conduzam a comportamento cadtico. Liguem-se os dois sistemas através da
varidvel condutora x; por adi¢do do sinal de controle p (1 — x2) aplicado como feedback

negativo deslocado & segunda equacao do sistema resposta. Inicie-se o sistema ligado

1 =0 (y1 —11) Ty = 0 (y2 — x2)
g1 =ax; —x121 — Y1 A U2 = axs —Taza — Y2 + p (1 — x2)
2 =11y1 — B2 2y = Tay2 — B2

a partir de condigoes iniciais 21(0) # z2(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0).
Considere as componentes e, = T2 — 1, €y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de
sincronizacao e. Seja a fungao

f = (0(y2 — 22), e — Ta20 — Yo + p (1 — T2) , T2y — B22)

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a

dindmica de perturbacoes transversais & variedade de sincronizacao M é dada por

€ ey —0 o 0 €y
ey | B Dayyoent-| &y | = | a—22—p =1 —22 || ¢
€z €z Y2 z2 _B €z

Considere a fungao de Lyapunov L (e) = (e2 + €2 4 €2) /2 em que L (e) > 0 se e # (0,0,0)

e L(0) = 0 para todo o p. Determine-se a forga de ligagdo p tal que a derivada de L

satisfaga L (e) < 0 se e # 0 e L (0) = 0. Substituindo as expressdes de é;, ¢, e ¢, em
L(e) = exéy + eyéy, + esé,

e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L (e) = —oe — Bez + (0 4+ a— 22 — p) egey + yoege,

< —ce —Bez—i-(a—l—oz—p) lezey| — 22 |exey| + Y2 |eses] -

Supondo que as fungoes de varidvel real y2 e 2o sao limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |y2| < K, e |2z2| < K. Como tal verifica-se a desigualdade

L(e) < —oe? — ez —Be2 + (0 +a—p)lesey| — K. lexey| + Ky lexe] .



Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante _ ! _
o §(p—0—oz+Kz) —§Ky
1
P = 5(p—0—a+Kz) 1 0
1
5K, 0 8

associada & forma quadratica — ||e||” - P-|le||, em |le]| = (lex|, |ey], |ez]), deve ser definida
positiva. Os determinantes A;, i = 1,2,3, das submatrizes principais de P sao todos
positivos se

Blp—0—a+K.)? <doB— K2

Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizagao tende para 0 quando t — 400
para a forca de ligagao p e as constantes positivas K, e K, que verifiquem a desigualdade

anterior, e fica garantida a sincronizagao globalmente estdvel dos sistemas.

Caso L8. Considere como transporte e resposta dois sistemas de Lorenz idénticos para

valores paramétricos o, « e 8 que conduzam a comportamento cadtico. Liguem-se os dois
sistemas através da varidvel condutora z1 mas por adigdo do sinal de controle p (x1 — x2)
aplicado como feedback negativo deslocado & segunda equacao do sistema resposta. Além
disso é introduzida a substituicao parcial em que a varidvel x; da lugar & sua correspon-

dente x5 apenas no termo nao-linear da terceira equacao da resposta. Inicie-se o sistema

ligado
i1 =0y — 1) By =0 (y2 — 72)
Y1 =ar; — 2121 —y1 A Y2 = axrs — T2z — Y2 + p(T1 — 12)
2 =my1 — Bz Zy = x1Y2 — B22

a partir de condigoes iniciais 21(0) # 22(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0).
Considere as componentes e, = T2 — 1, €y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao e. Seja a fungao

f = (0(ya — 22), a9 — 2229 — Y2 + p(T1 — 2) , T1Y2 — B22)

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a

dindmica de perturbacoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€ €xr —0 o 0 €y

€y | B Doyt | €y | = a—22—p —1 —x2 | | ¢
€, €, 0 1 =0 €z



Considere a fungao de Lyapunov L (e) = (e2 +e2 +e2) /2 em que L(e) > 0 se e # 0
e L(0) = 0 para todo o p. Determine-se a forga de ligagdo p tal que a derivada de L

satisfaga L (e) < 0 se e # 0 e L (0) = 0. Substituindo as expressdes de é,, ¢, e ¢, em
L (€) = exéy +eyéy + €26,
e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L (e) = —oe2—e2—Be2+(oc+a—2z—p) er€y — Toeye, + Tieye,

2
y
- 613 — Be2 + (0 +a—p) lexey| — 22 |exey| — 22 |eyes| + 71 |eye.| .

BN 8N

< —ce

Supondo que as fungoes de varidvel real z1 z3 e 2z sdo limitadas, sejam K., K. e K,
constantes positivas tais que |z1| < K, |z2| < K. e |z2| < K,. Como tal verifica-se a

desigualdade
L(e) < —oe? — ez —Be2+ (0 +a—p) lexey| — K, ezey| — KL |eye| + Ky |eye| .

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante
_ 1 -
o 3 (p—0c—a+K,) 0
1 1,
P = E(P*U*QJFKZ) 1 §(Kx*Kz)
0 5 (K — Ky) B
associada a forma quadrética — ||e||” - P-|le||, em |le]| = (les|, |ey]; |ez]), deve ser definida

positiva. Os determinantes A;, i = 1,2,3, das submatrizes principais de P s&o todos
positivos se
Blp—o—a+K,)? <40/B—O'(K;,—Kx)2.

Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizacao tende para 0 quando t —
+o0o para a forga de ligagdo p e as constantes positivas K,, K. e K, que verifiquem a

desigualdade anterior, e fica garantida a sincronizagao globalmente estdvel dos sistemas.

Caso L9. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos para valores paramétricos o,

« e [ que conduzam a comportamento cadtico. Liguem-se os dois sistemas através da



varidvel condutora z1 mas por adigdo do sinal de controle p (x; — x2) aplicado como feed-
back negativo deslocado & segunda equagao do sistema resposta. Além disso é introduzida
a substituicao parcial em que a varidvel x; da lugar a sua correspondente zo apenas no

termo nao-linear da segunda equagao da resposta. Inicie-se o sistema ligado

i1 =0 (y1 — 71) Ty =0 (y2 — 72)
Y1 =ar — 2121 — Y1 A Yo = axy —T122 — Yo + p(T1 — 12)
2 = xy1 — Bz Zo = woy2 — Bz2

a partir de condigoes iniciais z1(0) # x2(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0).
Considere as componentes e; = T3 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e; = 22 — 21 do erro de

sincronizacao e. Seja a fungao

f= (0 (y2 — x2) ,ame — 21220 — Y2 + p (@1 — X2), T2y2 — S22)

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€ €r —0 o 0 exr
€y | & D($27y2,22)f ey | =] amp L —x | ey
€ ez Y2 w2 —f ez

Considere a fungao de Lyapunov L(e) = (e2 +e2 +e2) /2 em que L(e) > 0 se e # 0
e L(0) = 0 para todo o p. Determine-se a for¢a de ligagdo p tal que a derivada de L

satisfaa L (e) < 0 se e # 0 e L (0) = 0. Substituindo as expressdes de ¢, ¢, e ¢, em
L (€) = exéy +eyéy + €26,

e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L (e) —oe, — e, — Be2 + (0 + o — p) egey — Tieye, + yaege, + Taeye,

N 8N

2
2

IN

2
—oey — e, — fe; + (0 +a—p)lecey| — 1 |eye,]
2 ezez| + 2 [eye.| .
Supondo que as fungbes de varidvel real z1, x2 e y2 sao limitadas, sejam K,, K e K,

constantes positivas tais que |z1| < K, |za| < K, e |y2| < K,. Como tal verifica-se a

desigualdade

L(e) < —oé? ez —Be2 + (0 +a—p)lesey| — Ky leyes| + Ky leses| + KL |eye.| .

o



Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante ~ ! ]
o sl-o-a) 3K,
1
P—| 5000 i (K, — K7)
1 1
K, LK) 8
associada a forma quadrética — [|e||” - P-|le||, em |le]| = (Jex|, |ey]; |ez]), deve ser definida

positiva. Os determinantes A;, i = 1,2, 3, das submatrizes principais de P sdo positivos
se
(p—0—a) <do

6(p—0—a)2<405—(KI—K;)Ky(p—J—a)+K§+U(Kx—K;)2.

Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizacao tende para 0 quando ¢ — 400
para os parametros de controle o, o e (5, a forca de ligacdo p e as constantes positivas
K., K, e K, que verifiquem a desigualdade anterior, e fica garantida a sincronizacao

globalmente estdvel dos sistemas.
Caso L10. Considere no sistema caético de Lorenz a decomposigao

To = —oxa + s(t)

Y2 = QT2 — T222 — Y2
Zo = xay2 — B2

T1 = —0ox1 + S(t)
y‘1 =ar; —2121— Y1 N
2 =my — Bz
com uso do sinal condutor s = h(z1,y1,21) = oy1.
Para
f=(f1. f2, f3) = (—o@2 + s(t), aza — 2220 — Yo, T2y — B22)

a matriz Jacobiana e a equacao linearizada sao dadas por

€ exr —0 0 0 €xr
ey | ®Digpyoef-| €y | = a—22 =1 —xz2 || ¢ |,
€z ex y2 w0 ex

onde as diferencas e;, e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. Dado que todos

os valores préprios

Ay = —o0, A2,3=—%(1+5)i\/%(5—1)2—$§



da matriz Jacobiana D(x27y2,Z2)f' sdo negativos para xo € [— (8 —1)/2,(8 —1) /2], estd
garantida pelo critério (i) a sincronizacao estdvel dos sistemas.

Dado que é, = &9 — &1 = —0 (v1 — x2) = —0oe, < 0, tem-se e, — 0 quando ¢t — +o0.
Portanto, o subsistema bidimensional descrevendo a evolucao das diferencas e, = y1 — y2
e e, = z1 — 22 pode, quando t — 400, ser escrito como

{ €y = —€y — T2€,

€, = waey — fe;
Considere a funcdo de Lyapunov L (ey,e.) = (el +€2) /2 que verifica L (ey,e.) > 0
se (ey,e.) # (0,0) e L(0,0) = 0. Substituindo as expressoes de é, e é, na derivada

L (ey,e.) = eyéy + €€, e simplificando, obtem-se
L(ey,e.) = —ez — 2m9e e, — fe? < —62 — Be2 — 233 |eye,| .

Supondo que a fungao de varidvel real zo é limitada, seja K, uma constante positiva tal

que |zo| < K,. Como tal verifica-se a desigualdade
L (ey,e:) < *632/ — ﬁez — 2K, |eye;| <0,

logo, pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizacao tende para 0 quando
t — +00. Pelo critério (ii), conclui-se que a sincronizagao é globalmente estével.
Pelo exposto, conclui-se ainda que ocorre sincronizagao globalmente estével para todos
os tipos de sinal s(t) que conduzam a desigualdade é, < 0 (tornem a derivada é, negativa).
Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz

simétrica constante

1 K,
P =
Ky, B
associada a forma quadrética — |e||” - P- |||, em ||| = (Jey|,|ez]), deve ser definida

positiva. Os determinantes A;, i = 1, 2, das submatrizes principais de P sdo todos positivos

sSe
K% <B.

Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizagao tende para 0 quando t — 400

sempre que a constante positiva K limitando a varidvel do sistema satisfaca a desigualdade

anterior e, pelo critério (ii), os sistemas alcangam sincronizagao globalmente estavel.
Considere a fungdo de Lyapunov L (e) = (e +e2 + eZ) /2 que verifica L (e) > 0 se

e #0e L(0) =0. Substituindo as expressoes de é,, é, e €, em

L (€) = exéy +eyéy + €€,



e simplificando, obtem-se

; 2 2 2
L(e) = —oe;+ aeze, — zeze, — e, + yaeze, — PBe;

< —oe — 633 — Be2 + alezey| — 22 |exey| + y2 lexes]

Supondo que as fungoes de varidvel real y2 e 22 sao limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |y2| < Ky e |2z2| < K. Como tal verifica-se a desigualdade
2 _

L(e) < —oé€? 65 — Be2 + alesey| — K. |exey| + Ky |eses] .

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante _ ] ] _
o 5 (Kz - O() *—Ky
1
P—| 5(K:~q) 1 0
1
—§Ky 0 B
associada a forma quadrética — ||e||” - P-|le||, em |le]| = (Jex|, |ey]; |ez]), deve ser definida

positiva. Os determinantes A;, i = 1,2,3, das submatrizes principais de P sao todos
positivos se
40> (K, —a)> AN pBlio— (Kz—oz)2] > Kg

Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizagao tende para 0 quando t — +o0
sempre que as constantes positivas K, e K, limitando as varidveis do sistema satisfacam
as desigualdades anteriores. Pelo critério (ii) fica garantida a sincronizagao globalmente

estdvel dos sistemas.

Nota-se que esta decomposigao activo-passivo, com uso do sinal s(t) = oy (t), é equiva-
lente a substituicao de ys por y; mas apenas na primeira equagao do sistema resposta,
conforme o exemplo L3 apresentado no anexo ao Capitulo 2. Este exemplo mostra que
o critério de Pecora e Carroll estd incluido na abordagem mais geral por decomposicao

activo-passivo.

Caso L11. Considere no sistema caético de Lorenz a decomposi¢ao

T =0 (y1 — 1) Ty =0 (y2 — 22)
g1 =s(t)—x121 —y1 ANQ Y2 =5(t) —z222 — Y2
2 =x1y1 — B=1 Zo = T2Y2 — B2
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com uso do sinal condutor s = h(z1,y1,21) = ax].

Para
f = (f1. fo. f3) = (0 (y2 — x2) , 8(t) — 2220 — Yo, T2y — B22)

a matriz Jacobiana e a equagao linearizada sao dadas por

er €x -0 O 0 €x
ey | & D(9E27y2,Z2)f ey | =] 2 -1 -z || e |,
e, e, Y2 x2 —f3 e,

onde as diferencas e;, e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. Considere a
fungao de Lyapunov L (e) = (e2 + €2 + €2) /2 que verifica L (e) > 0 se e # 0 e L(0) = 0.
Substituindo as expressoes de €, €, e ¢, em L (e) = ezéy + eyéy + e.é, e simplificando,

obtem-se

L (e) = —0€, — 0€zey — 22€5€y — ef, + Yy2eze, — Bei

N8N

< —oe; — 633 — Be? — o |exey| — 22 lexey| + Y2 |exes] -

Supondo que as fungoes de varidvel real y2 e 2o sao limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |y2| < Ky e 22| < K. Como tal verifica-se a desigualdade

L (e) < —oe? 633 —Be? —o lezey| — K lezey| + Ky lege.|.

z

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante _ ! ! _
o 3 (c + K») —§Ky
1
1
5Ky 0 B

associada & forma quadrética — ||e||” - P-|le|, em |le]| = (Jex|, |ey; |ez]), deve ser definida
positiva. Os determinantes A;, i = 1,2,3, das submatrizes principais de P sao todos
positivos se

(c+K.)2<40 A B [40 —(o+ Kz)ﬂ > K2

Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizagao tende para 0 quando t — 400
sempre que as constantes positivas K, e K, limitando as varidveis do sistema satisfacam
as desigualdades anteriores. Pelo critério (ii), fica garantida a sincronizacao globalmente

estdvel dos sistemas.
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Caso L12. Considere no sistema cadtico de Lorenz a decomposi¢ao

1 =0 (y1 — x1) 2 =0 (y2 — x2)
g1 =ar1 —r121 — Y1 A Y2 = QT2 — T222 — Y2
Z21 = z1y1 + s(t) Zo = x2y2 + s(1)

com uso do sinal condutor s = h(z1,y1,21) = —f21.

Para
f=(f1,f2, f3) = (0 (y2 — x2) , a2 — Ta22 — Y2, T2yo + 5(1))

a matriz Jacobiana e a equacao linearizada sao dadas por

ér €x —0 o 0 €x
by | ®Dagyoe)f-| &y | = a—22 =1 —xz2 || ¢ |,
€, €, Y2 9 0 €,

onde as diferencas e;, e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. Considere a
fungao de Lyapunov L (e) = (e + €2 + €2) /2 que verifica L (e) > 0se e # 0 e L (0) = 0.
Substituindo as expressoes de é., €, e ¢, em L (e) = exéy + eyéy + e;é, e simplificando,
obtem-se

L (e) = —cref: + (v — 29— 0) egey — 62 + yoeze,

< —Ueg, — 632/ + (a— o) |egey| — 22 |ezey| + 2 |ezes] -

Supondo que as funcoes de varidvel real yo e 22 sao limitadas, sejam K, e K. constantes

positivas tais que |y2| < K, e |22] < K. Como tal verifica-se a desigualdade
L(e) < —oe2 — 633 + (o — 0) legey| — K |exey| + Ky |ezes] .

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante ~ ] ] _
o §(a—oz+Kz) —EKy
1
P= 5 (U —oa+ Kz) 1 0
1
~3K, 0 0
associada a forma quadrética — [|e||” - P-|le||, em |le]| = (les|, |ey]; |e2]), deve ser definida

positiva. Os determinantes A;, i = 1,2,3, das submatrizes principais de P s&o todos
positivos se

(0—a+K.,)’<40 AN K2<O.
Como tal, esta escolha da fungao de Lyapunov nao permite concluir acerca da sincronizagao

globalmente estdvel dos sistemas.
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Caso L13. Considere o sistema resultante de substituir ¥ por 1 no sistema de Lorenz,

mas apenas na primeira equacao do sistema resposta,

1 =10(y1 — x1) T9 =10 (ﬂ — mg)
Y1 =281 —x121 —y1 A Y2 = 28wy — w222 — Yo
2':1 = X1y — 2.(6)2’1 Z"Q = T2Y2 — 2.(6)22

Para

f=(f1, f2, f3) = (10 (1 — 2) , 2822 — 220 — Y2, T2y — 2.(6)22)

a matriz Jacobiana e a equagao linearizada sao dadas por

€ y €y —10 0 0 €
ciy ~ D($27y2722)f ey | =] 8-z -1 —x Gy |
€ e, Yo xo —2.(6) e,

onde as diferengas e;, e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. Os valores

préprios da matriz Jacobiana D, ., -,)f sdo dados pelas expressoes

11 1 /25
A =—10, A9z =—"—"+=4/= —4z32.
! 776 T2V 9 2
Dado que todos sao negativos para xg € [—5/6,5/6], estd garantida pelo critério (i) a
sincronizacao estdvel dos sistemas.

Dado que é, = —10e,, tem-se e, — 0 quando ¢ — 4o00. Portanto, o subsistema
bidimensional descrevendo a evolucao das diferencas e, = y1 — y2 € e; = 21 — 22 pode,
quando t — 400, ser escrito como

Ey = —€y — T2€,
é, = xoey — 2.(6)e,
Considere a fungao de Lyapunov L (ey,e,) = (62 + eg) /2 que verifica L (ey,e.) > 0 se
(ey,ez) # (0,0) e L (0,0) = 0. Substituindo as expressoes de é;, €, e é, em
L (ey,€z) = eyéy + €€,
e simplificando, obtem-se

L(ey e.) = _613 — 2z9e e, — 2.(6)e2 < _613 —2.(6)e2 — 222 |eye.| -

Supondo que a fungao de varidvel real zo é limitada, seja K, uma constante positiva tal

que |zo| < K,. Como tal verifica-se a desigualdade

L(ey,e.) < —62 —2.(6)e? — 2K, |eye.| < 0.



13

Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizacao tende para 0 quando ¢ — oo e,
pelo critério (ii), fica garantida a sincronizagao globalmente estavel dos sistemas.
Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz

simétrica constante

1 K
P=1k, 2.(6)
associada & forma quadratica — [le]|” - P-|le||, em [e| = (ley|,|e|), deve ser definida

positiva. Os determinantes A;, i = 1, 2, das submatrizes principais de P sdo todos positivos
se K2 < 2.(6), logo, pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizagao tende para
0 quando ¢t — +oo sempre que a constante positiva K, limitando a varidvel do sistema
satisfaga a desigualdade anterior. Pelo critério (ii), os sistemas alcangam sincronizagao
globalmente estavel.

Considere a fungio de Lyapunov L (e) = (e2 +e2 +€2) /2 em que L(e) > 0se e # 0
e L (0) = 0. Substituindo as expressoes de é,, é, e é, em L(e) = €€, + eyéy + €6, €

simplificando, obtem-se

L (e) = —106% + 28e,ey — 22656y — ez + yoege, — 2.(6)62
< —(10€2 + 6@2; +2.(6)e2) + 28 |esey| — 22 esey| + y2 |eses] -

Supondo que as fungoes de varidvel real y2 e 2o sao limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |yz| < K, e [28 — 23| < K. Como tal verifica-se a desigualdade
L(e) < —10e2 — ez —2.(6)e? + 28 |esey| — K, |esey| + Ky lese.| .

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante ~ ) ) _
10 3 (K, —28) _§Ky
1
1
—§Ky 0 2.(6)

associada a forma quadratica — ||e||” - P-|le||, em |le|| = (e, |ey| , |e:]), deve ser definida
positiva. Os determinantes A;, i = 1,2,3, das submatrizes principais de P sao todos
positivos se

(K.—28) <40 A 320 —8(K, —28)> > 3K_.
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Pelo método directo de Lyapunov, o erro de sincronizagao tende para 0 quando t — 400
sempre que as constantes positivas K, e K, limitando as varidveis do sistema satisfacam
as desigualdades anteriores.Pelo critério (ii) fica garantida a sincronizacao globalmente

estdvel dos sistemas.

Caso L14. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos e cadticos unidireccionalmente

ligados por controle feedback negativo

T =0 (y1 —11) Ty =0 (y2 — x2) + p (71 — 72)
U1 =ax; —x121 — Y1 AS Yo = axe — T2z — Y2+ p (Y1 — Y2)
=z — Ba Zy = xoy2 — Pra + p (21 — 22)

Considere as componentes e, = T3 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao e. Seja a fungao

f= (0 (y2 —x2) + p(x1 — 22) ,axa — 220 — Y2 + p (Y1 — Y2) , T2y2 — Bza + p (21 — 22))

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€ €xr —0—p o 0 €y
by | X Daygoenf-| &y | =| a2 —1=p —x9 | Gy
€z €z Y2 z2 _B - P €z

que pode tomar a forma matricial € = A (z2,y2, 22) - € com

—0o—p o 0
A= a—2z —-1—-p —x9
Y2 T2 —B—p

Quanto aos determinantes das submatrizes principais de

—2(c+p) ota—2z Y2
AT+A=|0o+a—2z —2(1+)p) 0
Yo 0 —2(B+p)

tem-se —Ay; =2(c4p), Ao =4(0+p)(1+p)—(c+a—2z)e
~A3=8(+p)(1+p)(B+p)+2y3 (1 +p)+2(c+a—2)(B+p).

Dado que Az nao é positivo se 4 (o 4 p) (1+ p) < (0 4 a — z)?, nada se pode concluir

quanto a sincronizagao globalmente estavel dos sistemas.
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Caso L15. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos e cadticos em ligagao difusiva

linear bidireccional

i1 =0y — 1) + p(z2 — 71) Zo =0 (Y2 — x2) + p(z1 — 22)
h=ar1—mz1—y1+pY2—y1) A Y2 =axs— 2220 — Y2+ p (Y1 — y2)
z1 =z — B+ p (22 — 21) Zo = zoy2 — Bra +p (21 — 22)

Dado o erro de sincronizacdo e = (eg,ey,e,) = (T2 — x1,y2 — Y1,22 — 21), O sistema

transversal é definido pelas equagoes

€ To — o1 o (y2 —x2) — 2pey — 0 (y1 — 1)
éy | = | %2— W = ey — Toza — €y — 2pey + 1121
€. Zo — %1 x2y2 — PBe. — 2pe; — 11

Tem-se
o(y2—m2) —0o(y1 — 1) =0 (Y2 — 22 — Y1 +21) =0 (ey — €z)

assim como

—X929 + X121 = X122 — L2292 + X121 — L1292 = —22€y — T1€,

T2Y2 — T1Y1 = —T2Y1 + T2Y2 — T1Y1 + T2Y1 = T2€y + Y1€5-

Como tal o sistema transversal pode se escrito como

éx o (ey —€z) — 2pey
ey | = | ey — 20e; —x1€, — €y — 2pey
€z Toey + Y1€y — Bez — 2pe,

e tomar a forma matricial € = A - e com

—0—2p o 0
A= a—z0 —1—2p -1
Y1 T2 -B8-2p
Tem-se
—2(0c+2p) ota—=z Y1
ATHA=| oc+a—2 —2(1+2p) To — X1
Y1 T2 —x1  —2(8+2p)

A matriz AT + A ¢ definida negativa se e s6 se satisfaz a condicio (—1)i A; >0,i=1,2,3,
onde A; é o determinante da submatriz principal de ordem i (da matriz A7 + A). Tem-se

—A; =2(0+2p) > e quanto a Ay e Ag obtem-se

Ny =4(0+2p) (1+2p) — (0 +a—2)
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—Az = 8(0+2p)(142p) (B+2p) —2(x2 — 1) y1 (0 +a — 29) — 27 (1 + 2p)
—2(z2 —21)* (0 +2p) =2 (0 + a— 2)° (B+2p).

Verifica-se por As e Ajs a impossibilidade de obter, por este critério, condi¢oes de sin-

cronizagao estdvel independentes das varidveis do sistema.

Caso L16. Considere os sistemas de Lorenz idénticos e cadticos unidireccionalmente

liga-dos por transmissao de um sinal do primeiro para o segundo mas apenas por substi-

tuicao parcial de y2 por y; na primeira equacao da resposta,

i1 =0 (y1 — 1) 2 =0 (y1 — 22)
y1=ax1 —riz1 — Y1 N Y2 = axe —T222 — Y2
2 = my — Bz 29 = Toyo — B2
Dado o erro de sincronizacdo e = (e, ey,e.) = (T2 —21,y2 — Y1, 22 — 21), O sistema

transversal é definido pelas equagoes

éx {tg — i’l —0€y
ey | = | 92— | = | aey — zme; —x1€; — €y
éz 22 - 2':1 T2€y +yiez — Bez

e pode tomar a forma matricial &€ = A (z1,x2,y1, 22) - € com
—0 0 0
A=| a—2z -1 —x
Y1 Ty —0
Os determinantes das submatrizes principais da matriz
—20 a— 2z Y1
AT+A: a— 29 —2 To — I
y1 wp—m 20

sao A1 = =20, Ag =40 — (o — 22)2 e
Az = —28 |40 — (o — 22)2] +2 (22 — 21) [y1 (@ — 22) + 0 (w2 — 21)] + 205

Verifica-se pelas expressoes de Ay e Az a impossibilidade de obter, pela Proposicao 3,
condigbes de sincronizagdo globalmente estavel: Ay e A3 sdo dependentes das varidveis
do sistema. No entanto, o estudo dos valores préprios da matriz Jacobiana associada
& equacao linearizada do sistema tranversal permite concluir sincronizacao localmente

estdvel.
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Caso L17. Considere dois sistemas de Lorenz idénticos e cadticos unidireccionalmente

ligados por transmissao de um sinal do primeiro para o segundo sistema. E escolhido como
sinal a terceira componente do sistema transporte e, como tal, em todo o sistema resposta

a coordenada zo é substituida pela varidvel z; do sistema transporte,

1 =0 (y1 — x1) To =0 (y2 — x2)
Y1 =ar1 —x121 — Y1 NQ§ Y2 = QT2 — T221 — Y2
2 = my — Bz 29 = 21

Considere as componentes e; = x2 — o1 € ¢y = y2 — y1 do erro de sincronizacao e. Seja a
funcao

h (z2,y2,21) = (f1, f2) (z2, 92, 21) = (0 (y2 — x2) , ax2 — T221 — Y2),

que caracteriza o subsistema resposta (z2 (t),y2 (t)). Para qualquer valor de p, a equagao

linearizada que define a dinAmica de perturbacoes transversais a variedade de sincronizacao

M ¢é dada por
€x | _ er | —0 o | | €
R b e PR R b

onde as diferencas e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. O sistema transver-

sal pode ser escrito na forma matricial € = A (21) - e com
A= { 7 } .
a—z —1
O determinante As da submatriz principal de ordem 2 da matriz

AT—i—A:[ —20 0+azl}

oc+a—2 -2

dado por Ay = 40 — (0 +a — z1)2, nao é necessdriamente positivo. Como tal, nada se

pode concluir-se quanto & ocorréncia de sincronizacao globalmente estdvel dos sistemas.
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Anexo 2b: estudo de caso com o atractor de
Rossler

Caso R6. Considere como transporte e resposta dois sistemas de Rossler idénticos

para valores paramétricos a, b e ¢ que conduzam a comportamento caético. Liguem-se
os dois sistemas através da varidvel condutora x; mas por adicao do sinal de controle
p (x1 — z2) aplicado como feedback negativo deslocado a terceira equagdo do sistema re-
sposta. Além disso é introduzida a substituicdo parcial em que a varidvel z; d4 lugar a

sua correspondente xo na terceira equacao da resposta. Inicie-se o sistema ligado

= —(y1 +21) o = — (y2 + 22)
U1 =1 +ay NS W2 = x2 + ays
s =b+ 2 (r1 — ) Zp=b+ 2 (21— ¢) +p (21 — 22)

a partir de condigoes iniciais z1(0) # x2(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0).
Considere as componentes e, = T3 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao e. Seja a fungao
f=(—y2— 2,22 +ay,b+2(z1— )+ p(x1 — 22))

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a

dindmica de perturbacoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

éx e 0o -1 -1 e
ey | ® Doyt | €y | = 1 a 0 | ey
€, €, —p 0 =z—c €,

Considere a fungdo de Lyapunov L (e) = (€2 +e2 +€2) /2 que verifica L (e) > 0 se
e #0e L(0) =0 para todo o p. Determine-se a for¢a de ligacao p tal que a derivada de
L satisfaca L (e) < 0 se e # 0 e L (0) = 0. Substituindo as expressoes de ¢é,, ¢, e ¢, em

L (e) = ezéy + eyéy + €€, e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

L(e) = (=1—p)ege. + aez + (z1 — ¢) €2

2
Y

método directo de Lyapunov nao é entao aplicdvel para esta escolha da funcao de Lyapunov

O termo positivo aeZ nao permite garantir que a forma quadrética é definida negativa. O

e nada se conclui quanto & sincronizacao globalmente estdvel dos sistemas.
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Caso R7. Considere dois sistemas de Rossler idénticos e cadticos unidireccionalmente

ligados por transmissao de um sinal do primeiro para o segundo sistema. F escolhido como
sinal a segunda componente do sistema transporte e, como tal, em todo o sistema resposta

a coordenada ¥ ¢é substituida pela varidvel y; do sistema transporte,

T = —(y1+ 21) Ty = —(y1 + 22)
U1 =1+ ayr NS Y2=1
Z21=b+ 2z (z1 —¢) Zo=b+ 22 (2 — ¢)

Considere as componentes e, = 2 —x1 € €, = z3 — 21 do erro de sincronizagao e. Seja

a funcao

h (z2,y1,22) = (f1, f3) (22,91, 22) = (= (1 + 22) , b+ 22 (v2 — ¢)),

que caracteriza o subsistema resposta (x2 (t), 22 (t)). Para qualquer valor de p, a equagao

linearizada que define a dinAmica de perturbacéoes transversais a variedade de sincronizacao

M é dada por
€z | _ ez | | O -1 e
R R b R Ea R b |

onde as diferencas e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. O sistema transver-

sal pode ser escrito na forma matricial &€ = A (z2) - € com

O determinante A; da matriz

T _|1 0 —21
A JrA_[zl 2(1‘20):|’

¢é nulo, logo nada se pode concluir-se quanto & ocorréncia de sincronizacao globalmente

estavel dos sistemas.

Caso R8. Considere dois sistemas de Rossler idénticos e cadticos unidireccionalmente

ligados por transmissao de um sinal do primeiro para o segundo sistema. E escolhido como
sinal a segunda componente do sistema transporte e, como tal, em todo o sistema resposta

a coordenada x5 é substituida pela varidvel x1 do sistema transporte,
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T1=—(y1+21) T2 =T
Y1 =1+ ay; AR 2 =x1 +ays
Z1=b+ 2z (1 —0¢) Z9 =b+ 29 (x1 — ¢)

Considere as componentes e, = y2 —y1 € e, = 22 — 21 do erro de sincronizagao e. Seja
a funcao

h (71,12, 22) = (f2, f3) (71,42, 22) = (z1 + ay2, b+ 22 (z1 — ¢)),

que caracteriza o subsistema resposta (ya (), 22 (t)). Para qualquer valor de p, a equagao

linearizada que define a dinAmica de perturbacoes transversais a variedade de sincronizacao

M ¢é dada por
€y | _ ey | _|a 0 ey
2 [ ][5 2]

onde as diferencas e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. O sistema transver-

sal pode ser escrito na forma matricial € = A (1) - € com

a 0
A= .
[ 0 z1—c ]
Dado que o determinante A; da submatriz principal de ordem 1 da matriz

AT+A:|:26L 0 :|

0 2(z1—c)
nao verifica a condicao satisfazem as condigoes —A; > 0, nada se pode concluir-se quanto

& ocorréncia de sincronizagao globalmente estdvel dos sistemas.

Caso R9. Considere dois sistemas de Rossler idénticos e cadticos unidireccionalmente

ligados por transmissao de um sinal do primeiro para o segundo sistema. F escolhido como
sinal a segunda componente do sistema transporte e, como tal, em todo o sistema resposta

a coordenada zo é substituida pela varidvel z; do sistema transporte,

1= —(y1 +21) o =—(y2+21)
U1 =1+ ayr AR U2 = T2+ ays
21=b+21($1—0) Z9 =21

Considere as componentes e; = T2 — 1 € ey, = y2 — y1 do erro de sincronizagao e. Seja
a funcao

h (22,2, 21) = (f1, f2) (w2, 92, 21) = (= (y2 + 21) , 22 + ayo) ,
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que caracteriza o subsistema resposta (z2 (t),y2 (t)). Para qualquer valor de p, a equagao

linearizada que define a dinaAmica de perturbacoes transversais & variedade de sincronizacao

M ¢é dada por
€z | _ ez | |0 —1 | e
MR PR F R

onde as diferencas e, e e, sao consideradas suficientemente pequenas. O sistema transver-

sal pode ser escrito na forma matricial € = A - e com
0 -1
A= .
Como os determinantes das submatrizes principais da matriz

T . [0 0
A+A—[02a

sao nulos, nada se pode concluir-se quanto & ocorréncia de sincronizagao globalmente

estavel dos sistemas.

Caso R10. Considere dois sistemas caodticos de Rossler idénticos unidireccionalmente

ligados por controle feedback negativo

i =—(y1+21) Ty = — (y2 + 22) + p, (1 — 22)
U1 =21+ ayr NS Y2 = T2+ ayz + p, (Y1 — yo)
2 =b+ 2 (r1 —c) 20 =b+ 2z (w3 — )+ p, (21 — 22)

Considere as componentes e; = T2 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao e. Seja a fungao

f=(—(y2+2)+p, (z1 —22) 2+ ays + p, (Y1 — 2) , b+ 22 (22 — ¢) + p, (21 — 22))

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equacao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€y €y —Px -1 -1 er
ey | R Diyyo)f | €y | = I a—p, 0 | ey
€y €y 29 0 Tg —C—p, €y

que pode tomar a forma matricial € = A (22, 22) - € com

—Px -1 —1
A= I a—p, 0
29 0 To —C— p,
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Quanto aos determinantes das submatrizes principais da matriz

*sz 0 22*1
AT+A=| 0 2(a-p) 0 :
zg—1 0 2(x2 —c—p,)

tem-se —A1 = 2p,, Ay = —4p, (a —p,) e —A3 =2 (a—p,) {4pz (22 —c—p,) + (2 — 1)2].
Dado que Ajs é negativo para certos valores de 2 e z2, nao se pode concluir por este critério

que ocorre sincronizagao globalmente estavel dos sistemas.

Caso R11. Considere dois sistemas cadticos de Rossler idénticos unidireccionalmente

ligados por controle feedback negativo

i1=—(y1+21) Ty = — (Y2 + 22) + py (T1 — 72)
U1 =x1 +ay A y'2=$2+ay2+py(y1*y2) )
Z21=b+ 2z (z1 —¢) Zp=b+ 2 (21— ¢) +p, (21 — 22)

onde também se efectuou a substituicdo parcial de zo por z; no termo néo-linear da
resposta.
Considere as componentes e, = 9 — %1, €, = Yz — Y1 € €, = 29 — 21 do erro de
)y Gy

sincronizacao e. Seja a fungao

f=(—(y2+22)+p, (21— 22) , 22 +ays + p, (y1 — y2) , b+ 22 (z1 — ¢) + p, (21 — 22))

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

ér g er — Py 1 -1 €
ey | R Digyyo)f- | €y | = I a-p, 0 | ey
é, €, 0 0 T1—C— p, €,

que pode tomar a forma matricial € = A (z1) - e com

—p, —1 -1
A= I a—p, 0
0 0 T1—C— p,
Quanto aos determinantes das submatrizes principais da matriz
—2p, 0 -1
AT+A=| 0 2(a—p,) 0 :
-1 0 2(x1—c—p,)

tem-se —Ay = 2p,, Ay = —4p, (a—p,) e =A3 =2 (a—p,) [4p, (1 — ¢ — p,) + 1]. Dado
que As é negativo para certos valores de x1, nao se pode concluir por este critério que

ocorre sincronizacao globalmente estdvel dos sistemas.
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Caso R12. Considere dois sistemas de Rossler idénticos para valores paramétricos a,

b e ¢ que conduzam a comportamento caético. Liguem-se os dois sistemas através da
varidavel condutora x1 por adi¢ao do sinal de controle p (1 — x2) aplicado como feedback
negativo. Além disso ¢ introduzida substituicdo parcial da varidvel zo por x1 e z9 por z;

apenas no termo nao-linear zexs da resposta. Inicie-se o sistema ligado

T =—y1 — 21 Zo = —ys — 22+ p(T1 — 22)
Y1 = T1 + ay: A S Y2 = T2+ ayo
2 =b+z (1 —c) Z=b+2z (21— ¢

a partir de condigoes iniciais 21(0) # z2(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0).
Considere as componentes e, = T2 — 1, €y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizagao. Seja a funcao
f=(—y2— 20+ p (21— 22) 22+ a2, b+ 21 (31 — ©))

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equacao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€y 5 €y —-p -1 -1 €
ey | ® Do)t | €y | = 1 a 0 | ] ¢
éZ ez 0 0 0 ez

O célculo dos valores préprios da matriz Jacobiana Dy, 4, .,)f conduz a

aip:l: (a+p)27

A1:0 e A2,3: 5 1

1.

Pelo critério (i), ndo ocorre sincronizagao localmente estavel dos sistemas.

Caso R13. Considere dois sistemas de Rossler idénticos para valores paramétricos

a, b e ¢ que conduzam a comportamento caético. Liguem-se os dois sistemas através da
varigvel condutora z; por adigdo do sinal de controle p (21 — 2z2) aplicado como feedback
negativo. Além disso € introduzida a substituicio parcial da varidvel x5 por 1 e z9 por
z1 apenas no termo nao-linear zox2 da resposta. Inicie-se o sistema ligado

Ty =—Yy — 21 Ty = —Y2 — 22

Y1 =1+ ay1 NS U2 = T2+ ay
21=b+21($1—c) 22=b+ﬁ(ﬂ—0)+p(21—22)
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a partir de condigoes iniciais z1(0) # x2(0), y1(0) # y2(0) e z1(0) # 22(0).
Considere as componentes e, = T3 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao. Seja a funcao
f=(—y2— 20,22+ ayz, b+ 21 (w1 — ) + p (21 — 22))

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€x [ 0 -1 -1 €y

€y | ® Do)t | €y | =1 a O | ey

e, e 0 0 —p e
O célculo dos valores préprios da matriz Jacobiana D(z27y2,z2)f' conduz a

[ 2
a a
A1=—,0 e A273=§:t Z—l.

Pelo critério (i), ndo ocorre sincronizacao localmente estavel dos sistemas.

Caso R14. Considere dois sistemas de Rossler idénticos para valores paramétricos a,

b e ¢ que conduzam a comportamento caético. Liguem-se os dois sistemas através da
varidvel condutora z; por adi¢do do sinal de controle p (z; — z2) aplicado como feedback
negativo. Além disso é introduzida a substituicao parcial da varidvel x5 por x; no termo

nao-linear do sistema resposta. Inicie-se o sistema ligado

T1=—Y1— 21 To = —Y2 — 22
Y1 =1+ ayx A Y2 = T2 + ayo
Z21=b+z (1 —¢) z"zzb—i—zz(ﬂ—c)—i—p(zl—zz)

a partir de condigbes iniciais z1(0) # x2(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0).
Considere as componentes e, = T2 — 1, €y = Y2 — Y1 € e, = 22 — 21 do erro de

sincronizacao. Seja a funcao

f=(—yo— 22,22+ ayz, b+ 220 (11 — ¢) + p (21 — 22))
obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equagao linearizada que define a
dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€ . €y 0 -1 -1 €xr
ey | ® Dyt ey | =1 a 0 | ey
€ €z 0 0 xz1—c—p €z
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O célculo dos valores préprios da matriz Jacobiana Dy, y, .,)f conduz a

2
AM=z1—c—p e Aggz%i\/az—l.

Pelo critério (i), ndo ocorre sincronizagao localmente estavel dos sistemas.

Caso R15. Considere dois sistemas de Rossler idénticos para valores paramétricos a,

b e ¢ que conduzam a comportamento caético. Liguem-se os dois sistemas através da
varidvel condutora y; por adi¢ao do sinal de controle p (y1 — y2) aplicado como feedback
negativo. Além disso é introduzida a substituicio parcial da varidvel x5 por 1 e zo por

z1 apenas no termo nao-linear zox9 da resposta. Inicie-se o sistema ligado

T =—-Yy1— 21 T = —Y2 — 22y
U =z + ay NS e =2+ ayz + p (Y1 — y2)
2':1=b+21({£1—c) Z'sz—i-ﬂ(ﬂ—c)

a partir de condigoes iniciais z1(0) # z2(0), y1(0) # y2(0) e 21(0) # 22(0).
Considere as componentes e; = T2 — 1, ¢y = Y2 — Y1 € e; = 22 — 21 do erro de
sincronizagao. Seja a funcao

f=(—y2— 20,20 +aya+p(y1 —v2),b+ 21 (21 — ©))

obtida do sistema resposta. Para qualquer valor de p, a equacao linearizada que define a

dindmica de perturbagoes transversais a variedade de sincronizacao M é dada por

€ . ey 0o -1 -1 €y
ey | Do) | €&y | =1 a—p 0 | | ¢
éz ez 0 0 0 62

O célculo dos valores préprios da matriz Jacobiana D, , ., f conduz a

A1:0 € A2,3: 5 1

-1

Pelo critério (i), ndo ocorre sincronizacao localmente estavel dos sistemas.

Caso R16. Considere a ligagao difusiva linear parcial bidireccional de dois sistemas de

Rossler

1 =—(y1 +21) +p(x2 —21) By = — (y2 + 22) + p (21 — 22)
(1) U1 =1+ ayr AR Yo =x2+ ayo
21=b+z1(z1 —¢) 2o =b+ 22 (2 — ¢)
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Sejam e, = 2 —x1, €y = Y2 —Y1 € €, = 22 — 21 as componentes do erro de sincronizagao

e. Para qualquer valor de p, o sistema transversal é definido pelas equacoes

€y =T —T1 = —€y — €, — 2pe;

€y = Y2 — Y1 = €z + aey

€, =29 — 21 = 206, + (X1 — C) €
Considere a fungao de Lyapunov L(e) = (e2 +e2 +e2?) /2 em que L(e) > 0 se e # 0
e L(0) = 0 para todo o p. Determine-se a for¢a de ligagdo p tal que a derivada de L

satisfaca L (e) < 0 se e # 0 e L (0) = 0. Substituindo as expressdes de é;, &, e ¢, em
L () = exéy +eyéy + €€,
e simplificando, a derivada de L pode ser escrita como

Le) = —2pe2+ (22— 1)ege, + aez + (z1 —¢) €2

< —2pe? + aez + 162 — ce? + 29 |eses| — |eses| .

Supondo que as fungoes de varidvel real x1 e zo s@o limitadas, sejam K, e K, constantes

positivas tais que |z1| < K, e |23] < K,. Como tal verifica-se a desigualdade
L(e) < —2pe2 + aez + Kpe? —ce? + K, |ege,| — |exes] -

Para que o sistema transversal seja assimptoticamente estdvel na origem, a matriz simétrica

constante
2p 0 (1 — Kz)

P= 0 —a 0
1
A-K) 0 oK,

N | =

associada a forma quadratica — ||e||” - P-|le||, em |le|| = (e, |ey|, |e-]), deve ser definida
positiva. Os determinantes A;, i = 1,2, 3, das submatrizes principais de P sdo positivos
se

—2ap>0 A —8ap(c—K,)+a(l-K.)?*>0.

dado que a condicdo relativa a A; é impossivel, o método directo de Lyapunov nio é

conclusivo com esta escolha da fungao de Lyapunov.



