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A minha mulher, porque com ela, os desafios tornam-se mais faceis.



Resumo

Apresentamos estimativas para a entropia topoldgica do mapa de Hénon, obtidas
a partir de duas abordagens distintas, que fazem uso de partigoes geradoras. Estas
abordagens sado descritas com detalhe, por forma a identificar os pontos-chave que as
identificam, assim como um foco sobre as dificuldades inerentes a aplicacao das mesmas.
Mantendo a identidade em torno das abordagens descritas, propomos a utilizagao de
uma particao que, embora possa nao ser geradora, assegura que cada um dos pontos
fixos do mapa fica em cada uma das partes dessa particdo. Além disso, esta partigao
pode ser estendida a mapas de dimensao superior a dois. Realizamos depois, sobre
essa particao, um conjunto de experiéncias onde variamos a forma como se criam as
sequéncias simbdlicas necessarias para a estimativa da entropia topoldgica. Finalmente,
resumimos os resultados obtidos, onde damos algumas explicagdes que consideramos
plausiveis para os resultados obtidos. Em particular, mostramos que a informagao que
obtemos a partir de um ponto fixo hiperbélico é idéntica (aparentemente convergem
para o mesmo resultado) a obtida quando se parte de um conjunto de pontos que estao

sobre o préprio atrator.
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1 Introducao

Nos tltimos anos assistimos ao desenvolvimento de uma nova abordagem para o estudo
de diversos problemas provenientes das areas de ciéncias naturais, sociais e tecnolégicas: as
Ciéncias da Complexidade. O objetivo central das ciéncias da complexidade é compreender
como grupos de agentes (pessoas, células, animais, organizagoes, economia) funcionam
coletivamente, supondo que existe interacao entre os agentes. Além disso, os sistemas
complexos podem adaptar-se a novos ambientes, e tém capacidade de se auto-organizar
espontaneamente, convergindo para padroes de tempo e espago, que sao conhecidos como

atratores.

Embora a exploracao tedrica dos sistemas complexos seja geralmente bastante dificil,
a criacdo de modelos computacionais plausiveis tem sido possivel nos ultimos anos, per-
mitindo a combinacao da teoria com a pratica e conduzindo a novas descobertas sobre a
forma como estes sistemas funcionam. De modo tradicional, os modelos das ciéncias da
complexidade foram estudados utilizando técnicas, teorias e conceitos provenientes de cel-
lular automata (em particular dinamica simbdlica), redes neuronais, dinamica nao-linear e

teoria do caos, do controlo, e evolutionary programming.

Embora a complexidade ocupe um lugar cada vez mais importante nas ciéncias moder-
nas e na tecnologia, nao existe nenhum meio estabelecido, pratico e universal para medir
a complexidade (e nem existe uma defini¢ao tnica e consensual de complexidade). A ca-
pacidade de quantificar o grau de complexidade e classificar varios tipos de complexidade
é uma questao fundamental, algo que pode levar ao aumento da nossa compreensao sobre

a complexidade e o comportamento dos sistemas complexos.

Esta breve introducao serve como justificagao do tema escolhido. Os pontos fundamen-



tais que devem ser salientados sao os seguintes:

e Trata-se de sistemas dinamicos nao-lineares (complexos) com aplicabilidade em vérias
areas de conhecimento (em particular, economia e biologia: pois a maioria dos mode-
los de tipo predador-presa ou de teoria de jogos (otimizac¢ao da dinamica) podem ser

reduzidos a dindmicas semelhantes & do mapa de Hénon, apresentado mais adiante).

e Na teoria dos sistemas dinamicos nao-lineares (em particular na abordagem to-
poldgica que vai ser fundamentalmente utilizada nessa tese), grosso modo, existem
duas dimensoes: 1 (cuja dinamica é bem conhecida) e n. Sem perca de generalidade
vamos estudar mapas iterados (sistemas dinamicos discretos) em dimensao 2, cujos
resultados sao generalizaveis para dimensao n (problemas de larga escala) e para

redes.

e Pelo estudo da dinamica dos mapas como o de Hénon, entenda-se o estudo da estabi-
lidade das drbitas, a compreensao do processo de transi¢do entre ordem e caos (edge
of chaos, que de fato representa uma das definigdes da complexidade), atratores,

dimensoes fratal e auto-semelhanca.

e O processo de transicao entre ordem e caos pode ser quantificado pela entropia to-

poldgica, que por definigao é uma medida da complexidade dos sistemas dinamicos.

e A abordagem tedrica que vamos utilizar é baseada em dindmica simbdlica (que é
parte fundamental da celullar automata) confirmada pela parte computacional, que
é bastante exigente, e que vai ser construida a partir de uma érbita (série temporal),

sendo assim aplicavel a dados empiricos ou modelos de qualquer dimensao.

1.1 Apresentacao do Problema



O estudo dos sistemas dinamicos continuos e discretos tornou-se numa area de interesse
no seio da comunidade cientifica, em especial para matematicos e fisicos. Além da elegancia
inerente aos conceitos e as descobertas que tém sido divulgadas, a sua aplicagao a fenémenos

naturais, econémicos e fisicos tem sido feita com um grau de sucesso bastante consideravel.

Existe muito trabalho desenvolvido para os sistemas discretos com dimensao 1 e pode-se
afirmar que, dado um sistema unidimensional, podemos obter um conhecimento consistente
sobre a sua dinamica. Consegue-se identificar os seus pontos fixos, Orbitas periédicas, es-
tudar a sua estabilidade local e global, calcular entropias topoldgicas, métricas e também
estimar os expoentes de Lyapunov. Todos estes conceitos e invariantes permitem ao investi-
gador de um determinado sistema deterministico conhecer bem a sua dinamica e eventual-
mente identificar comportamento caético. No entanto, quando passamos para sistemas de
dimensao superior, as dificuldades surgem e todos os métodos e técnicas conhecidos para a
dimensdo 1 tornam-se complicados ou mesmo intrataveis. As dificuldades vao desde a sua
propria aplicagao até a percepgao da componente cadtica que deixa de ser tao compreensivel

e universalmente definida.

Ao consultar a literatura sobre este assunto, verificamos que ja foram propostas abor-
dagens para conhecer a dindmica de sistemas de duas dimensoes. Contudo, dada a especi-
ficidade das diferentes abordagens, e a necessidade de proceder a cdlculo numérico para as
implementar, torna-se pertinente dominar de forma profunda estas abordagens. Podemos
focar nas principais abordagens desenvolvidas, apresentando-as com um detalhe adequado.
Assim, o problema em que se pretende trabalhar nesta Tese de Mestrado é a descricdo das
diferentes abordagens para criagao de uma particdo geradora, que permitem o cdlculo da
entropia topoldgica de um mapa definido em dimensdo 2 e apresentacao de um caso prdtico

(sobre o mapa de Hénon).



De notar que, nao esquecendo as restantes invariantes que podem ser calculadas, serd
dada uma atencao especial ao célculo da entropia topolégica, pois é um invariante que
caracteriza de forma global a dinadmica do sistema. E esperado que este trabalho con-
tribua para novos desenvolvimentos orientados para as restantes invariantes em sistemas

dinamicos discretos de dimensoes superiores a 1, por parte de outros investigadores.

1.2 Etapas da Tese

Considerando a literatura cientifica que existe sobre este tema, decidimos considerar
duas abordagens de célculo da entropia topoldgica, que fazem uso de partigoes (binarias)
geradoras, para sistemas dinamicos de duas dimensoes. Estas abordagens sao bem conhe-
cidas para quem trabalha nesta area, e tornam-se interessantes porque inclusive chegam-se
a fundir, alguns anos apds as suas respetivas publicagoes em separado. Estas abordagens
tém sempre um objectivo comum que € a aplicacao da dinamica simbdlica ao sistema em
causa. Em cada abordagem o trajeto até chegar ao calculo da entropia topoldgica nem

sempre segue 0s mesmos passos e fazem uso de conceitos diferentes.

Segue um resumo das abordagens referidas acima:

e Método de Grassberger: Construcao de uma particao baseada nas tangéncias ho-
moclinicas primérias de um sistema dindmico discreto dissipativo [25, 1985], [31,

1990).

e Método de Cvitanovié: Construcao de uma pruning front descrita num plano simbdlico

[27, 1988].



Esta Tese de Mestrado contempla uma etapa inicial que consiste em descrever os concei-
tos necessarios para entender as abordagens mencionadas acima. Segue-se uma etapa dedi-
cada & descricao do Estado de Arte com referéncia & problemaética da criacao de particoes
geradoras em sistemas dinamicos de dimensao dois, assim como o respetivo calculo de in-
variantes como a entropia topolégica que permitem caracterizar a dinamica do sistema.
Posteriormente, passaremos a descricao das duas abordagens propriamente ditas, para cul-
minar com a implementacao numérica de uma particao que, embora seja diferente das
apresentadas anteriormente, segue uma linha mais intuitiva, permitindo comparar as en-

tropia topoldgicas obtidas.

1.3 Motivagao

A motivacao para este trabalho de investigacao é fornecer uma visdo mais clara sobre as
metodologias existentes que permitem quantificar o grau de complexidade de um sistema
dinamico com base na sua dinamica simbdlica. Em sistemas de dimensao 1 a dinamica
simbdlica é uma ferramenta que possibilita esta quantificacao, assim como o conhecimento
da sua dinamica. Contudo, em sistemas de dimensao dois, a dificuldade para a aplicacao
desta ferramenta aumenta. Embora existam algumas abordagens possiveis (como as refe-
ridas anteriormente), a quantificagdo do grau de complexidade de um sistema complexo é
dificil e exige muitos recursos computacionais. Esta visao que se pretende fornecer, pode

ajudar a:

e Uma mais rapida e eficiente familiarizacao com a problemaética associada a construgao

de particoes geradores em sistemas dinamicos de dimensao dois;

e Uma revisao dos conceitos inerentes as abordagens propostas, acompanhados de
exemplos, casos praticos, cdlculo de estimativas para as entropias de primeira or-

dem, graficos com mais detalhe;



e Criar inspiracao para trabalhos futuros, pois sempre que possivel enaltecem-se pontos
de interesse, fragilidades, dificuldades, ou outros detalhes que se considerem impor-

tantes.

1.4 Abordagem Técnica

A implementagao é concretizada em SAS. A escolha desta ferramenta nao é ingénua,
pois tem também como objetivo fornecer a comunidade cientifica um exemplo de imple-
mentagao numérica de abordagens menos ligadas aos campos de data mining e data analy-
tics. Embora estes ultimos sejam os ambientes habituais de utilizagao da plataforma SAS,
conseguimos aqui obter niveis de performance na execucgao dos programas desenvolvidos
muito interessantes. Podemos imaginar utilizar esta ferramenta para calculo numérico com

elevada precisao, podendo aproveitar da sua elevada capacidade de processamento.
Para simplificacao, e sempre que possivel, os graficos apresentados serao criados em Ex-

cel, a partir dos dados exportados dos programas em SAS que implementam a metodologia

escolhida.
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2 Definicoes Preliminares

2.1 Generalidades sobre Sistemas Dinamicos Discretos

Nesta secgdo apresentamos definigoes que serdo adiante utilizadas. Comegamos por

definir as nogoes de topologia, espago topoldgico, coberturas e subcoberturas.

Definicao 1 Uma colecao T de subconjuntos de um conjunto X diz-se ser uma topologia

em X se T tem as sequintes propriedades:
eleTeXer.
e Se os subconjuntos V; € T comi=1,2,...,n, entao Vi NVonN---NV, €.

o Se{V,} for uma colegao arbitraria de membros de T (finita, contdvel ou nao contdvel),

entdo | J, Vo € 7.

Definigao 2 Se 7 é uma topologia em X, entao X € chamado de espago topoldgico, e os

membros de T sdo chamados de conjuntos abertos de X.

Definicao 3 Seja X um espaco topoldgico. Uma cobertura de X ¢ uma familia de con-
guntos C = (Cx)rer, onde X C Uyer Cx. Uma subcobertura de C é uma subfamilia C',

formado por alguns dos X de L, onde ainda assim, temos X C |Jycp CY, com L' C L.

Em particular, uma cobertura de X é aberta, se todos os conjuntos da familia que a

formam sao abertos. Consequentemente, uma subcobertura de uma cobertura aberta é

11



forgosamente uma subcobertura aberta. Com base nestas defini¢cdes, podemos definir um

espago compacto.

Definicao 4 Um espaco X ¢ compacto se toda a cobertura aberta de X contém uma sub-
familia finita que também cobre X, ou seja, se qualquer cobertura aberta de X admitir uma

subcobertura finita.

Por exemplo, um conjunto finito é compacto, pois qualquer que seja a cobertura aberta
C de X podemos sempre associar cada ponto x € X a um C) com A € L' C L e obter uma
subcobertura C' que é obrigatoriamente finita. Também um conjunto fechado e limitado
é sempre compacto. Qualquer que seja uma sua cobertura aberta, existe sempre uma
subcobertura finita, que fica entre o proprio conjunto X e a sua cobertura, pois o primeiro

é fechado e a cobertura é aberta.

Definicao 5 Uma aplicacdo d : X x X +— R € chamada de métrica sobre um espaco X se,

Vr,y,z € X, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
e d(z,y) >0
o dlx,y)=0seesdsex=y
° d(z,y) = d(y,z)

o d(z,z) <d(xz,y)+d(y,z).

Se conseguirmos associar uma métrica d a um espaco compacto, entao o espago diz-se

métrico.
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Definigao 6 Seja X um espaco métrico compacto. Seja ¢ uma aplicagao continua, onde
¢: X — X, e que representa uma lei de evolugdo no tempo. Entdao o par (X, ¢) diz-se um
sistema dinamico, em que X € também denominado de espaco de fase. Se, adicionalmente,
¢ utilizar o conjunto N para fazer evoluir o tempo, entdo temos um sistema dinamico

discreto.

Doravante iremos representar um sistema dinamico discreto a partir da aplicacao (ou
mapa) f que define as suas iteradas (dinamica), onde f : X C R™ — X. A n-ésima iterada

do mapa f em x € X é denominada por f"(x), onde

1) = FUC f@)..)) = (fo fo--o f)a).

n vezes n vezes

Definicao 7 A orbita ou itinerdrio {f"(x)}nen de um ponto x € X € definida pela

sequéncia infinita

{fo(x),fl(a:),fQ(m), .. } , onde fO(z) =z e fl(z) = f(z).

Se f é invertivel entao a dérbita ou itinerario de x € X é a sequéncia bilateral

{ f2@) @) e, f2), (@), ) = {F" (@) }nez-

Definicao 8 Se a orbita ou itinerdrio de um ponto x € X wvolta ao seu ponto inicial apds
T iteracoes, ou seja, se

fi(a) = f77(x),

entao essa orbita € denominada de periddica e o valor de T' € chamado de periodo principal

da orbita. Se uma orbita nao for periddica entdo € denominada de aperiddica.
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Um caso particular de uma 6rbita periédica é quando T' = 1, ou seja, quando f(x) = .

Um ponto x € X que satisfaca esta condicao é denominado de ponto fixo.

Para estudar a estabilidade de um ponto fixo, vamos introduzir o conceito de matriz
jacobiana. Seja f = (f1, f2,..., fn) uma aplicacio vetorial, em R", de classe C''! e seja um

ponto p do seu dominio. A matriz jacobiana de f em p designa-se por D f(p) e é definida

por of of
1 1
67:1(19) T%(p)
Df(p) = : : ,comp=(p1,...,Pn)-
O frn 0 fn
TM(P) T%(P)

A estabilidade de um ponto fixo é dada pelos valores proprios da matriz jacobiana nesse
ponto. Seja (A1, A2,...,\,) 0 conjunto de valores préprios obtidos para um determinado

ponto fixo. Assim,
e Se |\;j| < 1, Vi entao o ponto fixo é estével.
e Se |\;| > 1, Vi entdo o ponto fixo é instavel ou repulsor.

e Se Ji,j : |[Ni| > 1 e |Aj| <1, entdo o ponto fixo é de sela (que é também um ponto

instavel ou repulsor).

Os valores préprios da matriz jacobiana permitem identificar se um ponto fixo é hi-

perbolico:

e Se |\;| # 1, Vi, entao o ponto fixo é hiperbdlico.

LA classe C' representa o conjunto de todas as funcdes contriuas, com derivadas parciais de primeira

ordem continuas.
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e Se Ji: || =1 ent@o o ponto fixo é nao hiperbdlico.

Por exemplo, se um ponto fixo é estavel ou instavel (repulsor) entao é hiperbdlico. Seja
x € X um ponto fixo hiperbdlico de f. Entdo, numa vizinhanca suficientemente pequena

de z, as variedades estavel e instavel sao definidas, localmente, por

Wigear(z) ={y € X : d(f" (), f"(y)) = 0 quando n — oo}

Wikeut(®) = {y € X - d (£"(2), "(4)) = 0 quando n — oo}

onde d(z,y) denota a distancia entre dois pontos, z e y.

Se o ponto fixo £ € X é um ponto fixo atractor, entao a variedade estavel designa-se
por bacia de atragao de x. Definem-se as variedades globais em x como sendo

We@) = [J fO (Wieu(x)

meZ+

whz) = | (W)

mezZt

Grosso modo, podemos entender a variedade estdvel como o conjunto de pontos que

forma o atrator dado pelo sistema dindmico discreto.

o,
ozt

proporcionalidade da expansdo de uma éarea formada por vérias condi¢Ges iniciais. Se

O determinante da matriz jacobiana, dado por |Df(z)| = , traduz a taxa de

|Df(x)| = £1, entao a aplicacdo f é conservativa ou preservadora da drea, no sentido em
que a area formada pelas condigoes iniciais é preservada no espaco de fase. Se |Df(z)| < 1,
entao a aplicacao f é nao conservativa ou dissipativa, no sentido em que a area formada
pelas condigbes iniciais se contrai no espago de fase com uma taxa de proporcionalidade

constante.
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O comportamento assimptético local de f™ é quantificado pelos expoentes de Lyapunov.
Os expoentes de Lyapunov medem a taxa de crescimento de pequenas perturbagoes em
diferentes direcoes, nas orbitas descritas no espago de fase, ou seja, exprimem a rapidez

com que solucoes muito préximas tendem uma para a outra ou divergem.

Consideremos duas érbitas descritas a partir de dois pontos iniciais muito préximos x

e y e seja €(n) a distancia entre essas érbitas na n-ésima iteracao, dada por

e(n) = ee,

onde A\ é o expoente de Lyapunov. Se A > 0, entdo a distancia entre as duas drbitas

aumenta e se A < 0 entao as duas 6rbitas aproximam-se.

Xy

Yo Vi

Figura 1: Expoentes de Lyapunov.

Considerando agora y = x+¢, podemos afirmar que f*(z-+¢)—f"(x) = ee*. Aplicando

o logaritmo a ambos os lados da expressao, obtemos

log @+ 52 — /") ~ nA.
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Para pequenos valores de €, a expressao dé-nos

1 df"(z)
A= - log' |
Desenvolvendo a derivada df;;x), obtemos
d n
PO p i) g (2@) - () =

= fl(@n-1) - f'(@n-2) - f'(n-3) - =
= I /(@)

Aplicando o logaritmo e considerando o limite quando n tende para co, temos que o

expoente de Lyapunov é dado por

n—oo N, 4

n—1
1
A= lim —Zlog\f’(m,*)\.
=0

Outra definicdo importante que caracteriza um sistema dindmico discreto é a de-

pendéncia sensivel as condigOes iniciais.

Definigao 9 Seja X um espaco métrico compacto. Uma aplicacao f : X — X diz-se ter
dependéncia sensivel as condigoes iniciais se existe v > 0 tal que para qualquer x € X e

e >0 existe umy € X com d(z,y) <e ek >0 tal que

a(ff @), ) =

Existe uma relagao entre os expoentes de Lyapunov e a dependéncia sensivel as condigoes
iniciais. Para percebermos essa relagao, consideremos dois pontos muito préoximos um do

outro:

17



e Se as suas Orbitas convergem (A < 0), entdo o sistema nao é sensivel as condigoes

iniciais.

e Se a distancia entre as suas drbitas se mantém constante (A = 0), entao o sistema

esta em equilibrio.

e Se as duas drbitas divergem (A > 0), entao o sistema é sensivel as condigoes iniciais.

Tal como no estudo da estabilidade de um ponto fixo, podemos usar a matriz jacobiana
para calcular os expoentes de Lyapunov. E de notar que, para uma aplicacao em R", cada
érbita tem n expoentes de Lyapunov. Consideremos a matriz L(x), definida pelo seguinte
limite, isto é,

L(z) = lim (D'f(x)- D" f(x))"*",

n—oo
onde DV f(x) é a transposta de D!f(x). Se denominarmos os valores préprios de L(z) por

A;(x), entao os expoentes de Lyapunov de um ponto xg sdo dados por

Ai(xg) = log Ai(z0).

Antes de apresentarmos a definicdo de entropia métrica, temos de definir o que é um

homeomorfismo e introduzir uma métrica dinamica.

Definicao 10 Dois espacos X C R™ e Y C R™ dizem-se homeomorfos se existe uma
aplicacdo f : X — Y que seja bijetiva, continua, invertivel e cuja inversa f~1 1Y — X

seja também continua. A aplicacdo f € denominada de homeomorfismo.

18



Definigao 11 Seja (X, d) um espaco métrico compacto e seja f: X — X um homeomor-

fismo. Define-se a métrica dindamica por

dn(z,y) = max d(f'z, fy).

0<i<n—1

Uma medida p diz-se invariante para a aplicacio f se u(E) = u(f~1(E)) para todo o
conjunto mensuravel £ C X. De uma forma geral, podemos dizer que a probabilidade de
um ponto estar num dado conjunto é igual a probabilidade de a sua imagem estar nesse

mesmo conjunto.

Definigao 12 Sejar(n,e,d) o nimero minimo de -bolas com a métrica d,, cuja unido tem
a p-medida invariante maior ou igual que (1 —0). Entao, para qualquer 6 > 0 a entropia

métrica € dada por

1 1
hu(f) = lim lim sup —logr(n,e,d) = limlim inf —logr(n,e,?d).

£—00 n—oo N e—0 n—o0 N,

A entropia métrica é muito importante, porque contém informacgoes ergodicas sobre o
sistema dinamico. Ela pode ser vista como um ntimero que mede o quao desordenada pode

ser a dinamica de uma aplicagao preservadora de uma medida.

Introduzimos agora o invariante mais importante para o estudo de sistemas dinamicos,
relacionado com o crescimento das érbitas, a entropia topoldgica. Esta é uma medida de
complexidade de um sistema dinamico que nao requer nenhum conceito de medida sendo
puramente uma quantidade topoldgica. A definicdo original de entropia topoldgica foi
apresenta por Adler et al, em [7, 1965], que néo requer uma métrica, mas sim a compacidade

do espaco.
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A definigao que iremos utilizar é a de Bowen, apresentada em [9, 1971], que necessita

de uma métrica mas ja nao requer compacidade do espaco.

Definicao 13 Um conjunto E C X diz-se (n,e)-separado para f se
Va,y € B = d (@), /M y)) > e
para algum k € [0,n). O numero de orbitas distintas €
s(n,e) =max{4FE : E C X € (n,e)-separado para f}.
Quando n cresce o nimero s(n,e) cresce também. Define-se a taxa de crescimento por

1
h(f,e) =lim sup — log s(n,¢).
n—oo 1
Finalmente, considera-se € — 0 e define-se a entropia topoldgica como sendo

h(f) = ;13(1) h(f,e) = lim lim sup s(n,e).

e—0 n—00

Portanto, a entropia topoldgica corresponde a taxa de crescimento assintotico do niimero
de sequéncias de comprimento finito, quando o comprimento das diferentes trajetérias con-

verge para infinito.

2.2 Dinamica Simbdlica

Os sistemas dindmicos simbdlicos sdo uma classe muito importante dos sistemas dinamicos
topolégicos. A dindmica simbdlica sugere um modelo, para as Orbitas de um sistema
dinamico através de um espago de sequéncias, que permitem que se navegue no espaco

de fase. A associacado entre uma sequéncia simbdlica e uma érbita é feita, de uma forma
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natural, através do seu itinerario em funcao de uma particao do espago de fase. Ou seja,

na pratica, o que se faz é:
e Particionar o espaco de fase a partir de uma determinada lei,
e Associar um simbolo a cada segmento (parte) da particao, e

e Representar pontos do espaco de fase pelas sequéncias bi-infinitas de simbolos, que

correspondem aos itinerarios das dérbitas.

A Figura (2) representa um exemplo de uma partigao do espaco de fase X, onde pode-

mos visualizar uma érbita que se inicia no ponto x € X, correspondendo a sequéncia

S=... RnRQ.RgRQRgRl e

Figura 2: Particio do espago de fase.

Para obter uma boa caracterizagcao simbdlica do sistema dinamico é preciso construir
uma particao com propriedades especiais, onde cada itinerdrio represente um inico ponto.

Comegamos por definir uma particdo no espago de fase.

21



Definicao 14 Uma parti¢ao topoldgica de um espago métrico X é uma colegdo finita
R ={Ro,R1,....,Rp-1}

de conjuntos abertos disjuntos tal que a unido dos fechos dos subconjuntos Ej, 17=0,....,p—

1 forma uma cobertura do espago no sentido em que

XZE()UElU-'-UEp_l.

Uma particao diz-se geradora se cada sequéncia infinita de simbolos corresponde a um
ponto distinto no espago de fase. Se temos uma particdo nao geradora entdao podemos
ter a mesma sequéncia simbdlica associada a mais do que uma trajetéria ou itinerario.
Idealmente, uma boa particao deve conseguir fazer corresponder uma unica sequéncia de

simbolos a cada itinerario distinto.

Definicao 15 Designa-se por alfabeto o conjunto A = {0,1,...,N — 1} formado por N
stmbolos distintos. Desta forma, o dominio do sistema dinamico (X, ¢) € o espago de todas

as sequéncias bi-infinitas de elementos de A, isto ¢,

Yy =A% = {s = (sn)nez : Sn € A}.

Podemos pensar num elemento de ¥y como sendo um passeio bi-infinito no grafo

direcionado completo de N vértices distintos.

Definicao 16 Designa-se por bloco ou palavra de dimensdo ou comprimento n uma sequéncia
simbdlica finita que consiste em n simbolos. Se W € uma palavra de comprimento j —i+1,

entdo o conjunto das sequéncias s tal que s;...s; = W chama-se conjunto cilindro.
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Os conjuntos cilindro podem ser fechados ou abertos e formam uma base para a topo-

logia produto em X .

Trabalhando com uma particdo geradora, podemos afirmar que as propriedades das
orbitas do sistema dinamico original estao bem refletidas nas correspondentes propriedades
das sequéncias simbdlicas. A ideia geral é que, embora haja alguma perda de informacao,
é reconhecido que o essencial para compreender a dinamica de um sistema fica retido nas

sequéncias simbolicas.

Dada uma métrica, podemos medir a distancia entre duas sequéncias simbdlicas.

Definigao 17 Sejam (sk)ren € (tk)ken duas sequéncias de Y. A distancia entre as duas

sequéncias € dada por

sk — tk
d(S,t) = 2216‘

k>0

Esta métrica permite-nos ter uma ideia sobre a proximidade de duas sequéncias. Para

isso, temos o seguinte teorema conhecido como o teorema da proximidade.

Teorema 18 Sejam s,t € Y.
e Ses;=t; parai=0,1,...,n entdo d(s,t) < 1/2".

e Sed(s,t) <1/2" entdo s; =t; parai=0,1,...,n.

Este teorema diz-nos que duas sequéncias estao préximas uma da outra se os seus

primeiros n termos forem iguais. Outra questao que surge é o que podemos fazer com estas
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sequéncias simbdlicas. Uma das coisas mais simples é podermos iterar ou avangar ao longo

de uma sequéncia, o que introduz a definicdo do mapa shift.

Definigao 19 Seja X n e seja s = (Sk)kez. A transformacdo shift, designada por o
XN — XN € definida por

(08)n = Snt1-

Podemos agora definir um sistema dinamico usando a aplicagao shift. Também podemos
olhar para os pontos fixos ou periddicos através do mapa shift. Um ponto fixo para o
representa uma sequéncia simbdlica da forma a® onde a é algum simbolo do alfabeto A e
um ponto peridédico de periodo n corresponde a uma sequéncia u* ou w, onde u é alguma
palavra u = s1s3. .., de comprimento n do mesmo alfabeto. Cada ponto z; de uma 6rbita

periddica pode ser associado a uma das 2" sequéncias simbélicas possiveis 5153 ... 5p,.

Uma permutacao ciclica da sequéncia simbdlica 5753 .. . s, para a nova sequéncia simbdlica

SkSk+1---9nS1---8k—1 € a descricao do ponto z;yi—1 da mesma Orbita periddica. Uma
orbita estdvel muda a sua descrigao simbdlica algures na janela de estabilidade. Para as
aplicacoes de dimensao 1 isto acontece sempre no valor do parametro para o qual a Orbita é
superestavel, isto é, onde um dos pontos da érbita é idéntico ao ponto critico. Nas fungoes
unimodais (definidas mais adiante) existe um tnico ponto critico e a descrigado simbdlica

da érbita estavel vai alterar-se num tnico simbolo, ou seja,

5152 - -Sp—15n — S152...Sp—1(1 — sp).

De forma inversa, uma érbita periddica instavel tem sempre uma representacao simbélica
Unica. Nas aplicagdes multi-modais, como existem vérios pontos criticos, a descrigao

simbdlica de uma Orbita periddica estavel pode alterar-se de maneiras diferentes.
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Quando temos uma bifurcagao do tipo period-doubling, entao a descricao simbodlica da
nova orbita obtém-se escrevendo a antiga sequéncia simbdlica duas vezes e mudando o

ultimo simbolo, isto é,

S182---Sp —> S182...508152 ... Sp—1(1 — $p).

Em todas estas sequéncias simbdlicas o nimero de simbolos 1 é sempre impar porque
s6 as Orbitas com um numero impar de 1’s podem ter estabilidade, tornando-se instaveis

através de uma bifurcacao de tipo period-doubling.

Se definirmos uma métrica diferente sobre o espago simbdlico como

27k se s+#tekémaximal, isto é sj_ =t
d(s.t) = 7 : kb = bkl
0 se s=t

entdao (Xy,d) é um espago métrico compacto e a aplicacao shift é um homeomorfismo.
Definido desta forma, o espago (X, o) designa-se por N-shift completo, para o qual podem
existir sequéncias simbdlicas que nao sao realizadas como trajetorias. Essas sequéncias sao

denominadas de inadmissiveis ou proibidas e a dinamica simbdlica diz-se pruned.

Restringindo a transformagao shift de um shift completo (X, 0) a um subespago fe-
chado ¥ C ¥y invariante em relagao ao shift, obtemos um sistema dinamico (X, o) desig-
nado por subshift. E fundamental determinar 32, o conjunto dos itinerdrios bi-infinitos que
sao realizados pelo sistema dinamico dado. Se a dinamica for pruned entao o alfabeto deve

ser complementado por uma gramatica, ou seja, um conjunto de regras de pruning.

Se a gramadtica puder ser definida com um conjunto finito de regras de pruning, cada

regra proibindo uma palavra de comprimento finito, entao podemos construir uma particao
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de Markov finita, substituindo as palavras de comprimento finito da particao original por
letras de um novo alfabeto. Portanto, qualquer subshift pode ser definido excluindo uma

colecao contavel de palavras proibidas.

O sistema dindmico topoldgico (3 4,0) para o qual todos os itinerarios admissiveis sao

gerados por uma matriz de transigao finita A, ou seja, onde
A= {(sn)nGZ P0sy 841 — l,sp € A,n € Z} )

designa-se por subshift de tipo finito ou subshift de Markov topoldgico e é representado

por grafos de Markov finitos e orientados ou direcionados.

A matriz de transigao A é de tipo (N x N), de elementos nao negativos e codifica a
dindmica topoldgica como uma lei invariante de movimento. Geralmente, os elementos
a;; da matriz A sao os simbolos 0 e 1 que surgem do grafo finito orientado de N vértices
de acordo com o seguinte critério de admissibilidade: a;; = 1 se e s6 se o vértice i esta
conectado com o vértice j. Se o grafo de Markov nao é direcionado, entao a matriz corres-

pondente designa-se por matriz adjacente.

Um shift de tipo finito revela um nivel muito elevado de complexidade, disponibilizando

a mais completa descricao de um sistema dinamico.

2.3 Mapa de Hénon

Num artigo publicado nos anos 70 ([12, 1976]) Hénon estudou este mapa, mostrando as
suas principais caracteristicas. A ideia parte da exploragao do trabalho de Lorenz em torno

do seu conhecido modelo de um sistema de trés equacoes diferenciais de primeira ordem
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que permitia representar fluxos em espagos tridimensionais. Este modelo apresentava, para
alguns parametros escolhidos, uma regiao onde todas as trajetérias ficavam retidas. Essa
zona, para algumas escolhas de parametros, parecia ser algo simples, como um ponto ou
uma curva fechada, mas noutros casos obtinha-se algo aparentemente mais complexo, a

que se apelidava de atrator estranho.

No seu trabalho inicial sobre este modelo, Hénon encontrou uma forma de reduzir a
problemaética do estudo do atrator estranho que o modelo de Lorenz definia, mas a partir
de um modelo mais simples, em dimensao 2, mas que preservasse as mesmas propriedades
fundamentais, tornando as exploragoes numéricas mais rapidas. Para isso, Hénon comeca
por reduzir as trajetéras do modelo de Lorenz para uma superficie de Poincaré, reduzindo

assim a dimensao do problema.

Aproveitando posteriormente os trabalhos de Ruelle e Pomeau ([10, 1975] e [11, 1976]),
Hénon conseguiu chegar a uma expressao que fornece diretamente os pontos que as vérias
trajetérias do modelo de Lorenz transcreviam na seccao de Poincaré, chegando ao conhecido
como o Mapa de Hénon, dado por H,p(z,y) : R? — R? onde

Tio1 =1 —azx?+y;
Hyp(z,y) = o P , com a,b € R,b#0.

Yit1 = bx;

Este é um dos mapas mais simples com duas dimensoes e que exibe um comportamento
cadtico para algumas opgoes de parametros (a, b). Estes parametros tém uma func¢ao muito
clara, na dinamica deste sistema, imprimindo-lhe uma funcao de “esticar” e de posterior
“reflexao”. Note-se que podemos decompor cada iteragdo do mapa, comecando por uma

dobragem preservadora de areas, dada por

($173/1) = (1’, 1- axz +y)7
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seguida de uma contracgao na direcao do eixo X X, dada por

(72,2) = (bx1,%2),

e, finalmente, uma reflexdo sobre a linha y = z, dada por

(23, 43) = (y2, 72)-

Nesta decomposicao podemos perceber que o parametro a controla o quanto se estica, a
orbita, em cada iteracao. Por outro lado, o pardmetro b controla a espessura da contragao
nessa mesma iteracao. Esta combinacao de operacoes, de esticar e dobrar, faz com que
este mapa seja de elevado interesse, pois podemos trabalhar facilmente sobre ele, para
depois aplicar-se as descobertas que se venham a realizar a modelos com dinamicas mais

complexas ou de dimensao mais elevada.

De forma a apresentar algumas das propriedades interessantes deste mapa, comegamos

por calcular os seus pontos fixos. Para tal, tomamos H, (x,y) = (z,y), obtendo

—(b—1)£/(b—-1)2+4a

i _ 2 —
r = l—ax“+vy € %
<~
y = bz y = b_(b_l)i (b—1)*+4a
2a ’
Por exemplo, se tomarmos (a,b) = (1,1), a solucdo acima da-nos que os pontos
(z,y) = (1,1) e (z,y) = (—1,—1) sdo os pontos fixos que obtemos para os valores de

a e b fixados inicialmente. Agora que temos os pontos fixos de H, (z,y), podemos estudar

a sua estabilidade a partir da matriz Jacobiana, dada por

—2ax 1
b 0

DH(J}‘,y) =
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Uma das propriedades interessantes deste mapa é que o determinante da matriz Jaco-
biana é constante, representado por —b. Esta propriedade indica que H,p(z,y) preserva
as areas, mas contrai as mesmas, como consequéncia natural do modelo de Lorenz que é
conhecido por ter uma divergéncia constante e negativa, o que faz com que os volumes

encolham exponencialmente com o tempo.

Para conhecer a estabilidade dos pontos fixos, temos de caracterizar os valores préprios

da matriz Jacobiana acima, dados pelo determinante |J — M|, que resulta em

—2ax 4+ V4a2x? + 4b
5 .

A2 =

Com este resultado, podemos numa primeira instancia perceber que para valores de
4(a?2?+b) > 0 temos que os valores préprios de H, p(, y) sdo reais, caso contrario obtemos

solugoes complexas. Mais ainda, em termos de estabilidade, temos:
e Se |\ <1e|X\] <1 = os pontos fixos sao atratores e estaveis.

e Se M| < 1le|X] >1oul|AN|>1e |l <1= os pontos fixos sdo pontos de sela

instaveis.

e Se |A1] > 1 e |A\2] > 1 = os pontos fixos sdo repulsores e instéveis.

Portanto, também a semelhanca do modelo de Lorenz, para algumas escolhas dos
parametros a e b, obtemos um atrator estranho, onde todos os pontos de uma trajetéria
nunca mais saem uma vez que 14 tenham entrado (ver Figura (3)). Hénon, no seu trabalho
apresentado em [12, 1976] caracteriza muito bem estes paradmetros, comegando por fixar
o valor de b = —0.3 com base na necessidade de assegurar que existe uma dobragem das

areas que sao iteradas pelo mapa H, p(x, y). Depois faz uma caracteriza¢ao muito completa
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sobre a forma como o mapa se comporta a medida que fazemos variar a, desde o limiar
das suas solucdes reais, dadas por ag = (1 — b)?/4 até um valor na ordem dos 1.55 (para
b = 0.3) a partir do qual as solugoes do mapa parecem tender para infinito. Na Figura (3)
podemos observar a forma do atrator, quando fixamos os parametros a e b em valores que
permitem observar o referido comportamento aparentemente erratico das trajetorias que

sao geradas.
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Figura 3: Atractor estranho para o mapa de Hénon com parametros a = 1.4 e b = 0.3, com pontos iniciais

(z,y) = (0,0).

Uma forma mais detalhada de obter esta caracterizacao de um sistema dinamico corres-
ponde a estudar as bifurcagoes que o mapa gera, em fungao de um parametro (por exemplo,
o parametro a) quando fixamos o outro parametro (por exemplo, com b = 0,3). Isto cor-
responde a construcao de um Diagrama de Bifurcagao, que pode ser visualizado na Figura
(4). Neste diagrama podemos ver quais as zonas do parametro a que geram o referido
comportamento cadtico, por oposicao a zonas em que as trajetoras geradas deambulam

por entre um conjunto mais restrito e pequeno de pontos.
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Figura 4: Diagrama de Bifurcacio para o mapa de Hénon.
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Voltando ao atrator estranho que é apresentado na Figura (3), uma das caracteristicas
que Hénon foca no seu trabalho é a propriedade de auto-semelhamca que ele exibe. Mais
concretamente, Hénon pegou numa pequena zona deste atrator e, através de zoom’s suces-
sivos, mostra que o que inicialmente parecia ser um tragado duplo de duas curvas, acaba por
se dividir em mais pequenas curvas, a medida que aumentamos a quantidade de iteracoes
por forma a ter uma maior resolucao deste objeto. Esta propriedade é caracteristica dos ob-
jetos conhecidos como fractais e que foram amplamente estudados pelo Bendit Mandelbrot

(123, 1983]).

Na figura (5) podemos verificar que, quando seleccionamos uma secgdo do mapa de
Hénon e fazemos zoom’s sucessivos sobre ela mesma, continuamos a visualizar um conjunto
de tragados evidentes. Nesta figura, temos um primeiro zoom (gréafico em cima a direita)
que é obtido com uma execucao de 10° pontos. O gréfico seguinte (em baixo & esquerda)
é obtido com 10° pontos, enquanto que o 1ltimo dos quatro graficos é obtido com 5 x 10°
pontos. Mesmo no ultimo grafico, embora o tracado possa ter uma menor resolucao, ele

ainda é claramente visivel.

Este mapa é chamado por alguns autores, de um toy model exatamente porque pode ser
utilizado para sustentar alguns trabalhos realizados nesta area. E um modelo que, apesar
da sua aparente estrutura simples, é ideal para também noés o utilizarmos ao longo deste

trabalho.
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Figura 5: Exemplo da autosemelhanga identificada por Hénon, onde mostramos trés zoom’s sucessivos de

uma seccao escolhida do mapa de Hénon.
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3 Estado de Arte

3.1 DMapas de intervalo e Dinamica Simbdlica

Um mapa unimodal sobre o intervalo unitério pode ser definido por
£ 0,1 [0,1],
T = flze),
onde t representa o tempo. Estes mapas foram estudados por autores como Collet e Eck-

mann [19, 1980] e abriram o caminho para um entendimento dos sistemas dinamicos de

dimensao 1.

Alguns exemplos de mapas unimodais sdo dados na figura (6).

a) O primeiro exemplo é o Mapa de Tenda, com a estrutura

ULy se z; <0.5
Tyl = , com pu € R.
uw(l—xy) se x4 >0.5

Neste exemplo, temos p = 1.99.

b) O segundo exemplo é o Mapa Logistico, onde

Tpp1 = prg(l — x¢), com p = 4.
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Figura 6: Exemplos de Mapas Unimodais.
¢) O terceiro exemplo é menos conhecido, tendo a estrutura

Tip1 = pay — pla}

com p = 1.5 e onde {a} representa a parte inteira de a.

d) O quarto e tltimo exemplo corresponde ao mapa apresentado na alinea anterior, mas

com g = 1.999.

Com base nestes mapas unimodais, podemos construir uma particao geradora divi-
dindo o intervalo unitario em dois subconjuntos, através do ponto critico que corresponde
ao maximo da curva formada por f(z;). Nos exemplos dados, estes pontos criticos corres-

ponderiam a 0.5 para a) e b), e 1/u para c) e d).
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Assim, para cada condigao inicial, iremos obter uma sequéncia bindria de 0’s e 1’s onde
0 i-ésimo simbolo é 0 se a i-ésima iterada forward da condigao inicial estd a esquerda do
ponto critico e 1 caso contrario. O estudo dos sistemas dindmicos através do conjunto de
sequéncias de simbolos, i.e., da gramadtica induzida pela particao geradora aplicada a um

sistema, dinamico, é intitulada de Dinamica Simbdlica.

A dinédmica simbdlica é uma forma rigorosa de estudar a dindmica de um sistema nao
linear deterministico com uma precisdo finita. Os pioneiros desta drea sao Hadamard
[1, 1898] e Morse [2, 1938]. O primeiro lancou, ainda no século XIX um artigo onde
considerava classes homotdpicas de curvas e mostrava que existe um conjunto finito de
curvas fechadas G = {g1,92,...,9n} descrito por uma sequéncia duplamente infinita A =

da cl té t t désica®. Tst
...,G_1,00,01,-.., € prova que cada classe contém exactamente uma geodésica®. Isto

estabelece uma correspondéncia biunivoca entre todas as geodésicas limitadas e todas as

sequéncias duplamente infinitas ao longo do alfabeto G.

Esta técnica tem sido alvo de varios esforcos de investigacao, onde destacamos os tra-
balhos de Milnor e Thurston [26, 1988] e Lind e Marcus [39, 1995], entre outros. Mais
recentemente, Xie [40, 1996] apresenta um conjunto de aplicagoes deste tipo de graméticas

em diversos casos de sistemas dindmicos, assim como as suas diferentes abordagens.

As ideias de Hadamard foram continuadas por Morse ja no inicio do século XX, culmi-
nando na construcao do famoso exemplo de uma sequéncia minimal nao peridédica conhecida
hoje como a sequéncia Thue-Morse. Esta sequéncia é obtida por inducao comecando com
um zero e depois, através de passos consecutivos, adicionando a imagem negativa do que foi

construido até cada passo (0-1-10-1001-10010110-...). E importante salientar que Morse

2Uma geodéstica, no campo da Geometria Diferencial, representa uma generalizacio da nocao de reta,
para espagos curvos. Por exemplo, na superficie de uma esfera, uma geodésica representa a distancia mais

curta entre dois pontos dados, e acaba por coincidir com uma parte de um arco de circunferéncia.

36



introduziu uma abordagem completamente nova e abstrata para este assunto.

A dinamica simbdlica desenvolveu-se bastante, ganhando uma posicdo poderosa na
investigacao da andlise nao linear, tanto do ponto de vista teérico como empirico. Inclui
novas areas como autématos celulares, teoria da informagao, teoria de cédigos de correcao
de erros, entre outros topicos de aplicacao. Um dos trabalhos bastante referenciado por
entre varios artigos é o de Hopcroft e Ullman [43, 2001], onde é utilizada a teoria formal

das linguagens para analisar problemas em dinamica simbélica.

3.2 Dinamica Simbdlica e Sistemas Dinamicos em Duas Dimensoes

A dinamica simbdlica tem servido os seus propésitos de uma forma muito satisfatoéria
em sistemas dinamicos de dimensao 1. A sua aplicagao é facilitada pela propriedade da
ordenagao dos nimeros reais na recta real (lexicografica) e pela possibilidade de particionar

o espaco de fase, em concordancia com a geometria ou topologia da dinamica.

No entanto, quando tentamos utilizar esta mesma técnica em sistemas dinamicos de
dimensoes mais elevadas, surgem dificuldades. Uma dessas dificuldades é encontrar uma
boa particdo para o espaco de fase que mantenha a sua concordancia topoldgica quando
iteramos o sistema dinamico. Por outras palavras, é extremamente dificil encontrar uma
particao que seja topologicamente invariante para um sistema dindmico com dimensao

superior a um.
Tomando o exemplo bidimensional, encontramos na literatura alguns trabalhos com o

intuito de estabelecer uma particao adequada para caracterizar a dinamica de um sistema

discretos nao linear. Nestes trabalhos, o objectivo acaba sempre por ser o célculo de
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estimativas para algum tipo de entropia, perceber a estabilidade do sistema em torno
dos seus pontos fixos, ou identificar as dimensoes fractais para se poder caracterizar o

comportamento complexo associado a dindmica de um dado sistema discreto nao linear.

Por outro lado, os investigadores debrucam-se tendencialmente sobre alguns mapas
mais conhecidos que servem de toy models para o estudo destas caracteristicas a partir
da criacao de uma boa particao geradora e da aplicagao das técnicas disponibilizadas pela
dinamica simbdlica. O mapa de Hénon e a sua versao linearizada, o mapa de Lozi, talvez
sejam os modelos de referéncia mais utilizados neste sentido, pelos investigadores um pouco

por todo o mundo.

A meio da década de 80, Grassberger e Kantz, em [25, 1985], apresentam uma proposta
de criacao de uma particao que seja geradora para os mapas de tipo Hénon. Esta proposta
considera que a extensao natural da particao utilizada nos mapas unimodais é a linha
divisora formada pelas tangéncias homoclinicas primarias. No entanto, estas tangéncias

primérias apresentavam-se muito dificeis de definir e, consequentemente, de identificar.

Passados alguns anos, Grassberger et al., em [29, 1989] utilizaram um método desen-
volvido por Biham e Wenzel (28, 1989]) para encontrar érbitas periédicas instdveis para
definir em concreto a linha divisora que tinham sugerido anteriormente. Na pratica, defini-
ram as tangéncias primérias como sendo as tangéncias homoclinicas para as quais a soma

das curvaturas das variedades estavel e instdavel era minima.

Neste desenvolvimento, foram apresentadas situacoes com base no mapa de Hénon,
onde o método de Biham e Wenzel ndo convergia. Estes apresentaram, em [30, 1990] uma
modificagao ao método original para eliminar alguns dos problemas detetados, mas ainda

nao era suficiente. Mais tarde, foi revelado que seria sempre possivel encontrar condigoes
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iniciais, para as quais o método, mesmo com a modificacao introduzida, nao iria funcionar.

Entretanto, Cvitanovié et al., em [27, 1988], introduziram uma nova teoria onde apre-
sentam uma representacao bidimensional para ordenar os pontos de uma érbita de um
mapa de tipo Hénon num plano, ao qual chamaram de plano simbdlico. Com base nesta
ordenacao eram criadas arvores binarias que ordenavam os numeros racionais binarios ge-
rados pela dinamica simbdlica e, a partir dai, eram definidas as regras para caracterizar
as sequéncias proibidas. Estas sequéncias proibidas eram retiradas dos planos simbdlicos
através da denominada pruning front, que é uma funcao descontinua, mas que para mapas

dissipativos podia ser bem aproximada através de uma gramatica finita.

Posteriormente a apresentagao desta nova teoria, em [33, 1991], D’Alessandro et al.
estudam as propriedades geométricas da pruning front. Inclusive, apresentam uma prova
da monoticidade da pruning front para o mapa de Lozi e deduzem uma expressao geral

para a dimensao de Hausdorff, tendo em consideracao as flutuagoes multifractais.

Continuando os esforcos para encontrar uma definicdo para as tangéncias homoclinicas
primdrias, D’Alessandro et al., em [31, 1990], apresentaram uma versao diferente da de
Grassberger et al. [25, 1985] e Cvitanovié¢ et al. [29, 1989], onde conjeturaram que a
particao era formada pelas tangéncias homoclinicas para as quais a linha divisora resultante
teria o comprimento minimo. Esta observacao surge de um trabalho onde desenvolveram
o método apresentado em [29, 1989], juntamente com uma proposta onde identificavam as

tangéncias homoclinicas que exibiam uma contracao ao longo da variedade instavel.
Ao compararem os resultados obtidos, verificaram que o comprimento do poligono que

conectava todas as tangéncias primadrias era finito, mostrando nao se tratar de uma curva

fractal. Mais ainda, repararam que esse comprimento era o minimo de entre os varios
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comprimentos admissiveis. Assim, foi conjeturada uma nova definicdo para as tangéncias
primérias, sendo um subconjunto de todas as tangéncias homoclinicas tais que qualquer ou-
tra tangéncia era uma imagem ou pré-imagem de uma tangéncia primdria e o comprimento

do poligono que as une é minimo.

Figura 7: Utilizando as tangéncias primérias, representadas pelos circulos, Grassberger et al construiram

uma particdo do mapa de Hénon.

No entanto, ambas as definigoes eram dependentes das coordenadas, sendo sempre
possivel encontrar uma combinagdo onde nenhuma das propriedades referidas se mante-
nham. Giovannini e Politi, em [34, 1991] mostraram mais tarde que eram necessarios
argumentos adicionais para identificar as tangéncias primarias. Conseguiram aplicar entao

esta nova versao ao mapa de Hénon e igualmente ao atrator de Duffing.

Mais tarde, Giovannini e Politi, em [36, 1991], voltaram a estudar a forma como estas
tangéncias primarias se movem quando variamos um parametro. Embora proponham uma

heuristica para identificar estas tangéncias, nao conseguem encontrar uma definicao nao
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ambigua para elas. Uma vantagem deste trabalho é que, embora todo o artigo seja dedicado
ao mapa de Hénon, é generalizdvel para qualquer sistema dinamico em duas dimensoes.
Assim, temos que a utilizacdo destas tangéncias homoclinicas primérias constituem uma
particao aceitavel para a aplicagdo da dindmica simbdlica em sistemas dindmicos de duas

dimensoes.

Historicamente, as tangéncias homoclinicas primarias chegam-nos também a partir do
estudo de Smale sobre o conhecido horseshoe. Em [8, 1967], Smale apresenta um trabalho
consistente sobre difeomorfismos, em particular uma fungdo que mapeia um quadrado num
objecto semelhante a uma ferradura, originando, assim, o termo horseshoe. Esta funcao
comeca por contrair o quadrado na direccao vertical, depois estica-o na direccao horizontal
e finalmente dobra-o até atingir a forma de uma ferradura, cruzando o quadrado original
em duas secgoes (cf. Figura (8)). Embora muitos dos pontos originais possam acabar
por sair do quadrado inicial, podemos repetir este processo véarias vezes, identificando
aqui um comportamento caético (cf. Figura (9)). Neste sistema dinamico, as variedades
estavel e instavel intersetam-se num ponto que Poincaré denominava como sendo um ponto
homoclinico. Este ponto é transversal no sentido em que as variedades estavel e instavel

nao sao tangentes nesse ponto.

Figura 8: O horseshoe obtido a partir de um quadrado, na sua primeira iteragdo.

Smale apresenta, em [8, 1967, uma relagao clara entre o horseshoe e as tangéncias
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Figura 9: O horseshoe obtido apés uma segunda iteragio, a cinzento mais escuro.

primdrias. Um trabalho recente e muito interessante de Branson, em [44, 2002], explica
esta relagao, onde sao apresentados varios exemplos acompanhados com um detalhe mais

intuitiva.

Outra forma de aplicar a dindmica simbdlica a um sistema dindmico é através da
anti-integrabilidade. Este conceito foi introduzido por Aubry e Abramovici, num trabalho
conjunto em [32, 1990]. O artigo em causa lida com outro exemplo muito estudado na
literatura, o mapa standard. Este mapa, também conhecido como mapa de Chirikov,
descreve um comportamento universal e genérico dos mapas preservadores da area num
espaco de fase dividido, no qual as ilhas integrdveis de estabilidade estdo rodeadas por

regides caoticas.

Para este mapa, os autores mostram a existéncia de trajetorias cadticas com momento
ilimitado, para uma constante k suficientemente elevada. S&o também apresentados al-
guns teoremas sobre as trajetérias cadticas obtidas e que fazem emergir o conceito de
anti-integrabilidade. A ideia é que, no limite da anti-integrabilidade, as coordenadas da
trajetéria no momento ¢ nao dependem das coordenadas no momento (¢ —1). Assim, neste
limite singular, a existéncia de trajetérias cadticas € trivial e o sistema dinamico reduz-se

a um shift de Bernoulli.
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Outro trabalho recente onde se faz uso do limite anti-integrével é o de Sterling et al [48,
2008]. Estes autores mostram que o mapa de Hénon exibe um horseshoe e tiram partido
de um método numérico para seguir as érbitas homoclinicas que destroem este horseshoe.
Constroem posteriormente uma dindmica simbélica para representar essas orbitas e definem
um subshift de tipo finito. Posteriormente, os autores classificam as bifurcagées homoclicias

do mapa de Hénon, com especial detalhe para as do caso de preservacao da area.

As abordagens escolhidas remontam aos primeiros desenvolvimentos realizados nesta
area cientifica, durante a década de 80. Embora sejam os mais antigos, tém a vantagem
de “recordar os basicos” relativamente a esta problemdtica da construgao de particoes

geradoras. Estas serao apresentadas nas secgoes que se seguem.
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4 Método de Grassberger

Peter Grassberger é um autor incontornavel no que se refere ao estudo dos sistemas
dindmicos de dimensao > 1. Publicou varios artigos com diferentes investigadores, que
mostram uma clara evolucao no seu trabalho, até chegar a um método que permite calcular

a entropia de um sistema dindmico com dimensao 2, como o mapa de Hénon.

Num dos seus primeiros trabalhos nesta area de investigagao, em [20, 1982], Grassberger
publica um artigo com Procaccia, onde apresenta uma medida para estimar a estranheza
de um atrator presente num sistema dinamico. Habitualmente, para medir essa estranheza,
recorria-se a dimensao fractal de Hausdorff, D. Contudo, para D > 2 era reconhecida uma
dificuldade em calcular esse valor, mesmo recorrendo a métodos como os algoritmos box-
counting®, utilizados para o efeito, mas para D < 2. Posto isto, Grassberger sugere uma
medida diferente, também relacionada com a dimensao fractal, mas obtida considerando
as correlagoes entre os pontos de uma série temporal longa sobre o atrator. Ele define uma

funcdo que é um integral de correlacao, dado por

N—oo

N
. 1 "
Cr) = Jim 5 Y 00— [Xi= Xyl = [ o),
ij=1 0
onde 6(z) é a funcao de Heaviside* e ¢(7") é a funcao de correlacio habitual. Tendo definido
este integral, conseguimos ter uma medida com base na correlagao entre os pontos de uma

sequéncia que representa um atrator. Grassberger e Proccacia mostram, como principal

30s algoritmos boz-counting eram baseados na anlise de padrdes complexos quando se faziam sucessivos
zoom’s sobre um pedago do atrator. Nestes métodos, o ponto chave é que para além do zoom, também se
aumentava a quantidade de pontos sobre o atrator para conseguir obter uma melhor andlise. Em [12, 1976]
podemos consultar sucessivos zoom’s com aumento da quantidade de iteragoes para formar o atrator do

mapa de Hénon, que é claramente um exemplo desta técnica.
1+sgnz

5 , ou seja, esta funcao devolve 0 para valores z < 0,

“A fungdo de Heaviside é dada por 0(z) =
1/2 parax =0 e 1 para = > 0.
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resultado deste artigo, que este integral comporta-se com uma lei de poténcia de r, para

um 7 pequeno, ou seja, mostram que

C(r) ocr’.

Com base nesta conclusao, podemos intuir sobre a existéncia de uma relagao estreita
entre a poténcia v e a dimensao fractal D. Para mostrar essa mesma relagdo, os autores
recorrem a uma cobertura do atrator formada por M hipercubos, de lado I. Com essa
cobertura, e utilizando a desigualdade de Schwartz, mostram que
) OB
c(l) = N2 ()? = N2ZAM(D) ; pi| =1/M(l) ~1".

Ou seja, temos entao que

v<D,

o que reforca a intuicdo ganha a partir da conclusdo sobre o comportamento da lei de

poténcia que o integral de correlagao apresenta para com valores pequenos de 7.

Sao entao apresentados alguns resultados numéricos, recorrendo a mapas conhecidos,
como o de Hénon [12, 1976], o de Kaplan-Yorke [18, 1979], o mapa logistico [13, 1976], o
modelo de Lorenz [5, 1963], o mapa de Rabinovich-Fabrikant [17, 1979], onde essa lei de
poténcia se verifica, e onde se pode confirmar que de fato v é inferior a D, mas ainda assim
muito préximo. Também foi testado o mapa de Zaslavskii [15, 1978], mas tal relacao nao
se verifica, sendo que também a lei de poténcia é pouco clara. Os autores nao referem as
possiveis razoes para que este mapa nao corresponda com o desejado, a semelhanga dos

seus congéneres.
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Chegado a este ponto, Grassberger e Proccacia introduzem a nogao de entropia de
informacao, explicando-a como sendo a quantidade de informagado necessaria para isolar

um ponto sobre o atrator com precisao [, ou seja,

M(l)

S()=— Zpi Inp;.
i=1

Esta definigao de entropia foi muito estudada por Renyi e Farmer, em [3, 1956] e [21,
1982], respetivamente, onde p; é a probabilidade de um ponto estar no i-ésimo cubo. No

caso de uma cobertura uniforme, onde p; = 1/M(l), esta entropia resume-se a

S%(1) =In M (1) = const — DIn L.

Este resultado permite-nos deduzir, para o caso geral, i.e., o caso em que a cobertura
nio é uniforme, que S(I) < S°(I), e se aplicarmos o ansatz®, temos que S(I) = Sy — o lnl,
de onde se obtem a desigualdade

o< D,

onde o é denominada de dimensao de informagao, nos trabalhos de Renyi [3, 1956] e Farmer

21, 1982].

Temos assim introduzido o conceito de entropia nos trabalhos de caracterizacao de
atratores estranhos em sistemas dinamicos. Com estes resultados, temos que, quer v, quer
o sao inferiores a D, sendo que podem servir, em linha com a motivagao destes autores,
para descrever estes sistemas. Estes foram ainda mais longe, estabelecendo uma relacao de

ordem entre estas trés medidas, onde demonstram que

v<o<D,

5Um ansatz é o estabelecimento das equacdes iniciais, do teorema ou dos valores que descrevem um
problema ou solucdo. Depois de um ansatz ser estabelecido (constituindo nada mais que uma assungao),

as equacoes sao resolvidas para a sua funcao de interesse geral, constituindo uma confirmagao da assungao.
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ou seja, que v e D fornecem uma excelente forma de estimar o conteddo informativo de

um atrator estranho.

Em [22, 1983], Grassberger e Procaccia voltam a juntar-se e publicam um novo artigo,
onde estudam de forma mais aprofundada o expoente v. Argumentam que esta medida da
estranheza de um atrator é mais simples de calcular, e apresentam uma relagdo adicional

entre a mesma e o expoente de Lyapunov.

A exploragao da utilidade deste expoente representava um contributo adicional na ca-
racterizacao dos atratores estranhos. Contudo, havia ainda um caminho penoso a percorrer
no sentido de melhorar essa compreensao. Uma das pistas que este trabalho fez surgir, en-
volvia a relacdo entre este expoente e a entropia de informacdo. Em particular, o fato
de se recorrer a uma cobertura de hipercubos para se demonstrar as desigualdades entre
v, 0 e D, representa um paralelismo com o uso da dindmica simbdlica para aumentar a

capacidade descritiva sobre sistemas dindmicos simples, como o mapa de Hénon.

Seguindo esse paralelismo sugerido nesse trabalho preliminar, o autor junta-se a Kantz
em [25, 1985], onde apresentam um importante passo no sentido de se conseguir obter um
calculo para as entropias topoldgica, métrica ou de informacao, reforcando o papel destas
medidas na caracterizacao dos atratores estranhos. Nesse trabalho, comeca-se por apontar
para uma fragilidades muito interessante, no que respeita ao dominio sobre estes atratores,
em que mesmo a sua propria existéncia era, na verdade, um problema em aberto. Chegam
mesmo a dizer, com uma boa dose de pragmatismo, que todo o trabalho de investigagao
(pelo menos até a época a que reporta esse artigo) que implique a existéncia de um atrator

estranho de um sistema dinamico, representava necessariamente uma heuristica.

Para além da problemética sobre a demonstracao da existéncia dos atratores estranhos,
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os autores apontam para a dificuldade em se conseguir calcular / estimar as entropias
referidas acima, recorrendo diretamente as suas respetivas formulas. Esta dificuldade existe
porque ¢é necessario construir uma particao geradora para se poder realizar esses calculos.
Particao essa que, juntamente com todas as suas imagens e pré-imagens, dividem o espaco
de estados de forma arbitrariamente fina, e nao existia nenhum método genérico conhecido

para esse efeito.

Recordamos que uma particao geradora é, de uma forma muito breve, uma particao
em que para cada possivel trajetoria descrita sobre um sistema dinamico, corresponde uma
unica sequéncia de simbolos (associados aos diferentes elementos da partigao). Posto isso,
eles propoem a remediacao de parte desse problema, através de um método que permite a
construcao de uma particdo geradora para mapas dissipativos, como é o caso do mapa de

Hénon.

Muito embora na sec¢do com as Defini¢oes Preliminares tenhamos dado uma definigao
da entropia topolégica apresentada por Bowen ([9, 1971]), Grassberger e Kantz [20, 1985]
apresentam uma forma mais simples de olhar para esta medida. Isto é, se o niimero de
sequéncias diferentes de comprimento N, correspondendo a todas as possiveis trajetorias

(x1,...,2N), crescer como uma exponencial, i.e.,
exp [NR(O)(B)] para N — oo,

entdo denominamos h(?)(f) a entropia topolégica do sistema com respeito & particdo 3.
Portanto, tal como referido mais atras, esta medida corresponde a taxa de crescimento
assintético do niimero de sequéncias simbdlicas possiveis de comprimento finito, quando o
comprimento das diferentes sequéncias converge para infinito. Aqui, salientamos a palavra

“possiveis” pois é esta exigéncia que eleva a dificuldade no calculo desta medida.

Para exemplificar o calculo desta medida, consideremos uma particao binaria do espago
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de estados, onde os seus dois elementos (subconjuntos) podem ser denominados de 1 e
2. Para esta particdo, todas as sequéncias simbdlicas possiveis de comprimento N = 2
serao representadas pelas seguintes sequéncias de simbolos: (1,1), (1,2), (2,1) e (2,2).
Ou seja, teremos quatro possiveis sequéncias para N = 2. Neste caso, embora este-
jamos no caso finito, utilizando a terminologia introduzida no pardgrafo anterior a en-

0)(B) que permitia obter exp [2 x h(D(B)] = 4, ou seja,

tropia topoldgica seria o valor hl
1/2In4 = 0.693147180559945 . ... De notar, existe a necessidade de identificar quais sdo
as sequéncias simbolicas possiveis, pois neste calculo extremamente simplificado estamos
a considerar que as quatro sequéncias sao possiveis, dada a assumida particao binaria ge-
radora inicial. Podemos imaginar que alguma destas quatro sequéncias simbdlicas possa

nunca vir a verificar-se, para uma determinada combinacao entre parametros e pontos

iniciais escolhidos para a execuc¢ao do sistema dinamico.

Quanto & entropia métrica, tal como Grassberger propds em [20, 1982], os autores dao-
nos uma defini¢do similar a entropia topoldgica, mas onde recorremos ao crescimento da
informacao de Shannon, a medida que IV aumenta, dada por

SWB) = =3 pv{sh logpn({s}) ~nosee NA(B).
{s}

Neste cédlculo, py(s1,...,sn) é a probabilidade de ocorréncia da sequéncia (sq,...,sy)
se 21 (o ponto inicial da trajetéria) é distribuido de acordo com alguma medida inva-
riante, que se pode assumir existir. Recorrendo ao exemplo dado acima, para N = 2,
e assumindo que todas as quatro sequéncias simbdlicas sao possiveis e que a probabili-
dade de qualquer uma delas se verificar é uniforme, teremos uma entropia métrica de
—4 x 0.2510og 0.25 = 0.60205999.... O calculo desta entropia adiciona outra dificuldade,
para além da necessidade de se verificar a possibilidade de as quatro sequéncias, pois é
adicionalmente necessario perceber qual a probabilidade de ocorréncia de cada uma dessas

sequéncias possiveis. Por outro lado, temos que podemos sempre recorrer ao calculo assu-
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mindo a distribuicao uniforme das sequéncias possiveis, tal como foi exemplificado acima,
pois déd-nos um extremo superior para o verdadeiro valor desta entropia métrica, tal como

feito em [20, 1982].

Os autores apresentam ainda a generalizacao do calculo desta entropia para se obter
qualquer entropia de ordem superior, mas para o efeito do que se pretende nesta tese, as
entropias topoldgica e métrica sao suficientes. Posto isto, passamos a descrever o método
proposto por Grassberger e Kantz, em [25, 1985], para criar partigdes geradoras em mapas

como o de Hénon.

Comega-se por considerar a existéncia de uma intersecdo homoclinica, i.e., uma in-
tersecao entre as variedades estavel e instavel, em dois pontos diferentes, P; e P». Adicio-
nalmente, deve-se assegurar que ambos os pontos ficam em regioes diferentes do espacgo de
estados, em pelo menos alguma das suas imagens ou pré-imagens. Esta exigéncia permite
assegurar que os dois pontos P; e P» terdo sequéncias simbdlicas diferentes, pois se eles
ficassem sempre na mesma regiao da particao, qualquer que fosse a iteracao, entao as suas
sequéncias seriam idénticas e logo a particao nao pode ser considerada geradora. Mais
ainda, vamos fazer isto sobre os pontos fixos P} e Py, de forma a resolver a problematica
de como lidar com estes pontos, pois em todas as iteracoes estes pontos pertencerao sempre
a mesma regiao da particao. Desta forma, com os pontos fixos a fazerem parte da linha que

divide o espago de estados formando a particao geradora, fica resolvida esta problematica.

Os autores argumentam depois esta escolha e apresentam os resultados obtidos a par-
tir da implementacao. Aqui a dificuldade estd na determinagéo dos pontos homoclinicos
primdrios, ou seja, os pontos em que as variedades estavel e instdvel formadas a partir do
ponto fixo se intersetam. Em sistemas dinamicos de uma dimensao, um ponto fixo pode

ser estavel ou instavel. Ou seja, os pontos que estdo na vizinhanga desse ponto fixo apre-
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sentam trajetérias forward que se movimentam para ele, ou backward que se movimentam
para longe dele. Em duas dimensoes, podemos ter um caso misto, ou seja, um ponto fixo
que atrai os seus pontos vizinhos segundo algumas direcées e que repele segundo outras
direcoes. Este tipo de ponto fixo é chamado de hiperbdlico ou de sela e estda devidamente
definido na se¢cao preliminar deste documento, em funcao da determinagdo dos valores

proprios do sistema dinamico.

Neste artigo de Grassberger e Kantz [25, 1985], os autores publicam uma figura que
mostra o ponto fixo hiperbdlico de interesse quando fixamos (a,b) = (1.4,0.3), e as respe-
tivas variedades estdvel e instével, ver Figura (10). O ponto fixo é representado na figura
por uma bola aberta, e as suas coordenadas sdo (0.631354...,0.189406...). A variedade
instdavel é representada pela curva mais escura, que coinciderd com o préprio atrator. A
variedade estavel é representada pelas curvas mais claras e pontilhadas. Os pontos de
tangéncia entre as duas variedades sao evidenciados pelos pontos fechados, e que permitem
definir uma linha, a tracejado, que representa a divisao do espago de estados em duas areas,

ou seja, define a particao que se espera ser geradora.

Para obter os pontos homoclinicos primarios, temos de perceber quais sao os pontos em
que as variedades estavel e instavel se intersetam. Para isso, temos de formar uma vizinhaca
em torno do ponto fixo hiperbdlico e criar as respetivas trajetérias forward e backward.
Estas trajetérias permitem visualizar as variedades instdvel e estdvel, respetivamente. E
facil imaginar que, os pontos que formam uma vizinhaga em torno de um ponto fixo,
tenham trajetorias forward que tendam para o atrator. Por outro lado, as trajetdrias
backward tenderao a divergir, mas isso nao coloca dificuldades do ponto de vista numérico,

o que é confirmado pelos proprios autores.
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(1.4,0.3)

Figura 10: Variedades estdvel e instavel formadas a partir do ponto fixo hiperbélico para (a, b)

no mapa de Hénon.
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Depois de termos estes pontos, trata-se de criar uma linha que os una, e que tenda
depois para infinito, dividindo assim o espago de estados e formando a particao. A partir
dai, podemos criar varias trajetorias, de preferéncia em torno de uma area onde saibamos
que se verifique a convergéncia para o atrator, formar as sequéncias simbdlicas e calcular
a probabilidade de ocorréncia de cada uma, para cada comprimento finito N. Depois, o
calculo das entropias topoldgica e métrica é trivial. Com base neste método, Grassberger
e Kantz [25, 1985] mostram que a estimativa obtida para a entropia métrica, h%)(ﬁ),
corresponde ao valor esperado, o expoente de Lyapunov, que indicam ser dado por A =
0.2632 4+ 0.0001. Para a entropia topoldgica, dada por hg\(;)(ﬁ), os autores referem que as

estimativas obtidas estdo em linha com o obtido em [22, 1984], onde se obteve hg\?)(ﬁ) =

0.45 £ 0.02.

Finalmente, este método revela-se simples, sendo que a principal dificuldade estd na

detecao dos pontos homoclinicos primarios, embora isso seja possivel numericamente.

5 Meétodo de Cvitanovié

Os primeiros trabalhos de Cvitanovié¢ nesta drea surgem no inicio da década de 80 com
a publicacao de um conjunto de apontamentos (lecture notes), denominado de Universality
in Chaos (or, Feigenbaum for cyclist), em [24, 1984]. Nesse trabalho, mostra ligagoes
interessantes com referéncia a transicao para o caso evidenciado pelos sistemas dinamicos,
como por exemplo, o mapa logistico. Poucos anos depois, surge um novo trabalho, em
[27, 1988], apresentado juntamente com I. Procaccia entre outros autores, investigador que
colaborou anteriormente com Peter Grassberger na elaboracao do método de construgao
de uma particao geradora para o mapa de Hénon, apresentado na secgao anterior. Neste

trabalho é apresentada uma ferramenta que os autores denominam de prunning front e que
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permite obter uma enumeracao de todos os movimentos possiveis do atrator.

A estratégia de Cvitanovié et al [27, 1988] passa pela construgdo de um referencial de
duas dimensoes, chamado de plano simbdlico onde é representada a dinamica simbdlica do
mapa. Este referencial é muito interessante, pois permite representar as varias realizagoes
das variedades estavel e instavel através de seccoes retilineas, mas preservando a topologia
do sistema. Aqui os pontos periédicos do sistema tém um papel importante, que serd
detalhado mais adiante. Esta representagao da dinamica simbdlica através deste referencial
permite separar as Orbitas permitidas das que sao “proibidas”, dada uma gramaética finita,
ou seja, de comprimento N, devido a prépria dinamica do sistema. E esta separagao a que
os autores chamam de prunning front e que permite o cdlculo da entropia topolégica, pois
ficaremos com as 6rbitas admissiveis evidenciadas para cada comprimento N. Munidos
dessas érbitas permitidas pela dinamica do sistema e dos seus valores proprios, os autores
criaram um método que, em fungdao do comprimento N escolhido, sistematicamente criava
uma, cobertura uniforme do atrator com uma precisao sem precedentes, para depois calcular

as desejadas entropias.

Como referido acima, para Cvitanovié et al [27, 1988], os pontos periédicos tém aqui
um papel particularmente importante. E necessério comecar por entender que um atrator
estranho é denso em ponto periddicos. Ou seja, se escolhermos um qualquer ponto (zg, yo)
que esteja “suficientemente” préximo do atrator, entao é de esperar que haja um outro
ponto (x,,y,) que passe tao préximo de (xg,yo) quanto queiramos. Desde que escolhamos
pontos de partida que estejam satisfatoriamente préoximos do atrator, podemos assumir
uma precisao de 0.0001 para a execugao numérica, o que permitira encontrar a periodicidade

n de praticamente qualquer ponto no atrator.

Outro aspeto a ter em consideracao, é a necessidade de criar uma relacao de ordem
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por entre as diferentes sequéncias que correspondem a pontos periddicos. Por exemplo,
no n-ésimo nivel dessa relacao de ordem, teremos todos os ciclos com comprimento n,
cuja ordem é superior aos ciclos de comprimento (n — 1) e que estarao no correspondente
(n — 1)-ésimo nivel. Vamos agora fazer um pequeno paréntesis, e pensar nos pontos que
integram a bacia de atracao do atrator estranho. Se os iterarmos com o mapa de Hénon,
vamos ver o atrator a formar-se progressivamente, sendo que as suas tiras vao-se tornando
cada vez mais finas a medida que ele se torna mais nitido. Ou seja, o espaco que contém
a bacia de atracao vai-se dobrando sobre ele préprio até formar o atrator. Nessa altura,
apds n iteracgoes, o atrator devera conter todos os pontos periédicos com comprimento 7,
que podem ser utilizados para conhecer a estrutura local do atrator, através do calculo
dos valores préprios de DH(x,y). E neste sentido que ficaremos com uma hierarquia de
escalas, onde as escalas mais finas corresponderao a ciclos mais longos, e isso permite obter

uma descricao da métrica do atrator estranho.

Por fim, é integrada uma inevitdvel estrutura bindria, particular deste tipo de mapas.
Como este atrator dobra o plano nele préprio em cada iteragao, podemos utilizar esse feito
para descrever as érbitas a custa de sequéncias bindrias de 0’s e 1’s. Cada uma destas
sequéncias deverd representar de forma univoca todas as érbitas permitidas, mas a uniao
de todas estas sequéncias nao permitem, ainda assim, obter a arvore binaria completa pois
existem sequéncias, para diferentes comprimentos n que sao proibidas dando contexto ao
termo prunning que os autores utilizam para apelidar esta técnica. Ou seja, é como se a
arvore binaria completa fosse “podada” de todos seus ramos que nao sao permitidos de
obter, considerando a dinamica do sistema. Esta analogia fornece uma visao simples para
a compreensao da entropia topolégica, pois esta acaba por ser a taxa de crescimento dos

ramos (ue permanecem na arvore, ou por outras palavras, que sao permitidos.

De uma forma geral, podemos dizer que temos aqui os trés ingredientes que os autores
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referem serem necessarios para entender a abordagem que propoem:
e A consideragdo em como os pontos periédicos sdo densos por entre o atrator;

e A relacdo de ordem que serd criada entre eles, de forma a obter escalas tdo finas

quanto queiramos; e

e Uma estrutura bindria que permite construir uma &arvore que descreve as érbitas
posiveis, de onde retiraremos as regras que permitem podar essa mesma arvore das
orbitas ou sequéncias simbdlicas que sao proibidas em funcao da dindmica do sistema

que estd a ser estudado.

Apbés esta introdugao, Cvitanovié et al [27, 1988] comecam por construir uma repre-
sentacao em grelha da dindmica simbdlica do mapa de Hénon, que preserva a sua topologia.
Esta representacao é o denominado plano simbdlico, referido anteriormente, que permite
simplificar a unido de todos os pontos simbdlicos. Nés vamos aqui seguir as mesmas eta-
pas que os autores seguem em [27, 1988], comegando por entender a construcao do plano
simbdlico no caso unidimensional, para depois passar para o caso bidimensional, mais in-

teressante, que culmina com a respetiva aplicacao ao mapa de Hénon.

5.1 Plano simbdlico em dimensao 1

Comecamos por considerar uma sequéncia {ay }ren, associada a um ponto = € D, onde D

é o dominio onde o mapa unimodal atua, como

1 se fE=Dz)>0
ap = ) f(o)(x)zx-
0 se frN@)<o0
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A funcio f*~1(z) denota a iteracdo (k — 1) do mapa unimodal, em que se considera,
sem perda de generalidade, que 0 é o ponto que divide o espaco de estados em dois seg-
mentos. Ao comecarmos num x € D arbitrdrio, obtemos uma sequéncia ag, a1, as, . . ., que
permite conhecer o futuro simbdlico de x. Contudo, nao permite ainda determinar uma
relagao de ordem entre esta sequéncia e uma outra dada por outro ponto y € D com o

mesmo comprimento.

Para o conseguir, foi criado o conceito de nimero binario, dado por

] k
v=0.cica+-- = chQ_k, onde ¢ = Zal( mod 2),
k=1 i=1

onde os sucessivos digitos deste niimero refletem uma ordenagao por entre a drvore bindria.
Nesta arvore, para cada nivel ou iteragao, ordenamos da esquerda para a direita os diferen-
tes ramos por onde a érbita de x passa. Para entender melhorar a forma como esta drvore
funciona, comecamos por ter em conta que os estados de partida sao 0 ou 1, conforme x
esteja a esquerda ou a direita de 0. Aqui consideramos que 0 < 1. Na iteracao seguinte, x
volta a assumir um destes dois simbolos, e aqui vamos dizer que 00 < 01 < 11 < 10. Da
mesma forma, na iteragao seguinte, teremos 000 < 001 < 011 < 010 < 111 < 110 < 100 <
101.

Se repararmos, esta arvore é curiosa, no sentido em que, por exemplo, 11 < 10, o que
de certa forma vai contra a légica binaria conhecida. Aqui a regra de construcdo desta
arvore é que a bifurcacao feita a partir de um determinado ramo repete a esquerda o digito

com que o ramo “pai” termina, enquanto que a direita consideramos o complementar.
Para entendermos bem a forma como transformamos uma sequéncia {aj} num nimero
bindrio, vamos considerar dois nimeros x e y, de comprimento idéntico, dados por
z,y € D : {af} = 11010 e {a?} = 01011.
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A ideia é pegar em cada simbolo da sequéncia e transformé-lo no respetivo bindrio,

dado pela férmula acima. Comecando por z, calculemos os valores auxiliares de ¢y,

1 = Zzlzlai( mod 2) =a; mod2=1 mod2=1,

ca = Y2 a;( mod?2)=(a;+az) mod2=2 mod?2=0,
c3 = (14140) mod2=0,

¢4 = (14140+1) mod2=3 mod2=1,

(
s = (141404+140) mod2=3 mod2=1.
para depois obtermos o niimero bindrio propriamente dito, ou seja,

Ve = 22:1 Ck27k = 01271 + 02272 -+ 03273 + 04274 + 05275 =

1 1 1 1
= 1-5—1-0 1—’_0 g—I—l E—i—l 32 = 0.59375.

Vamos agora fazer os mesmos céalculos para y, onde obtemos

ct = 0 mod?2=0,
cg = (04+41) mod2=1 mod2=1,
c3 = (04140) mod2=1 mod2=1,
¢4 = (0+4140+1) mod2=2 mod2=0,
s = (0+414+0+1+4+1) mod2=3 mod2=1,
e logo,
Yy = 22:1 Ck2_k = 012_1 + 022_2 + C32_3 + 642_4 + 652_5 =

1 1 1
= —+1-—4+1.- — 41 = 0.40625.
0 2 + 4 + 8 + 0 16 + 32

Desta forma, temos que x > y.
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Por curiosidade, se compararmos 00010 vs. 00011, obtemos:

Yoooro = 274 + 277,

—4
Yooo11 = 27 .

Logo, 00010 é maior que 00011, o que reforga o que contrariamente se passa no sistema

bindrio usual, conforme ja apontado anteriormente.

5.2 Generalizagao para um plano simbdlico em dimensao 2

Como vimos na seccao anterior, o numero bindrio v é uma ferramenta que permite
ordenar as sequéncias forward dado um ponto x € D, onde D corresponde ao dominio de
um atrator. Nesta seccao iremos alargar este conceito de bindrio também as sequéncias
backward do mesmo ponto, permitindo criar um plano simbélico, desta vez em duas di-
mensoes. Note-se que aqui, ficaremos com o nimero bindrio v associado ao eixo dos X X,
enquanto que o segundo numero binario a criar, que apelidemos de § ficard associado ao

eixo dos YY.

Este segundo numero bindrio, para que possa traduzir o que se passa na sequéncia
backward de um certo x € D, sera calculado de forma semelhante ao seu congénere ~, mas

onde sao introduzidas alguns ajustes. Comecamos por definir

k
dy, = Z(l —a;)( mod 2),
i=1
onde a_1,a_9,... representam os simbolos que integram a sequéncia backward.
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Assim, ficamos com

§=1-0,didy--- = 1—de2—k.
k=1

Vejamos o exemplo do ponto x, cuja sequéncia limitada é dada por a_3za_sa_1a1a0a3a4 =

1100101. Assim, temos:

di = Y (1—a)( mod2)=(1—-a_;) mod2=(1-0) mod?2=1,

d2 = (1-04+41-1) mod2=1 mod2=1,

d3 = (1-0+1-141-1) mod2=1 mod2=1

§ = 1—-(1-27'41-27241-273) =0.125.

e

ct = 0 mod?2=0,
cg = (04+41) mod2=1 mod2=1,
3 = (0+4140) mod2=1 mod2=1,
¢4 = (0+4140+1) mod2=2 mod?2=0,
v = 0-27'41.2724+1.27340-27%=0.375.

Logo, (v,d) = (0,375;0,125).

Desta forma, qualquer ponto x no atractor pode ser representado por um par de niimeros
~v(x) e 6(x) definidos, respectivamente, pelas suas sequéncias forward e backward. No caso
particular de um ponto periédico, temos que este é representado no plano simbdlico por
uma quantidade de pares (7, d) igual ao seu comprimento. Por exemplo, consideremos o
ponto periédico representado pela sequéncia (110)°°, que é representado pelos trés pares

obtidos para as trés sequéncias possiveis abaixo:

...110110110110,110110110110...
...101101101101,101101101101 ...
...011011011011,011011011011 .. ..
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Perfazendo os calculos, chegamos aos seguintes pares

(0.571428571428 ...;0.111111111111...)
(0.857142857142 . ..;0.555555555555 . . . )
(0.285714285714 .. .; 0.777777777777 . ..).

Generalizando, podemos afirmar que um ponto periédico z = (a1, as,...,an)™ é re-
presentado no plano simbdlico por N pares (v, d). Isto torna os pontos periédicos muito
importantes para a descricao do atractor, pois enquanto que os restantes pontos irao va-
guear pelo plano, estes terao sempre as mesmas representacoes, dadas pelos N pontos
correspondentes a periodicidade do ponto peridédico. A ideia dos autores é aproveitarmos
do fato de conseguirmos descrever a estrutura local em torno desses pontos periédicos a

custa dos seus valores e vetores proprios, em vez de estar a descrever o plano como um

todo.

5.2.1 Iterar pontos num Plano Simbdlico

Agora que conseguimos construir um plano simbélico em duas dimensoes, temos de
conseguir iterar um ponto nesse plano de forma a simular a acao de um atrator, por
exemplo, como o mapa de Hénon. Essa iteracao de um mapa é conseguida através da
aplicagdo de uma transformacao que preserva a area no plano simbdlico, que os autores

apelidaram de Transformacao D, dada por

D :[0,1[x[0,1]— [0,1][x]0,1]

(233, %(1 - y)> e z<
D(z,y) =

1 1
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Vamos demonstrar que a aplicacao de um mapa de tipo Hénon é equivalente a acgao

de D no plano simbdlico. Para isso, consideremos um ponto x com as sequéncias backward

e forward dadas por

(ceoy@py..ya—g,a-1) € (a1,a2,...,Gn,...).

Ao aplicamos o mapa de Hénon o que esperamos que acontega é que o ponto que separa

as duas sequéncias se desloque para a frente, ou seja, que fiquemos com

(ceiy@pyeya_g,a-1,a1) € (a2,a3,...,0Qn,...).

A abcissa deste 1ltimo ponto, no plano simbdlico, serda dada por

00 k
Cl+1 se a; =0
y= ZEk2_k, com ¢ = Zai+l( mod 2) = *
k=1 i=1 1—cgy1 se ar=1
Logo,
s 27 se a; =0
7= a2t =
k=1 2—2vy se a;=1

Por sua vez, a ordenada deste dltimo ponto, serd dada por

Oo J—
F=1-) d2"
k=1
com

1—dgy1 se a1 =0

i=1 di+1 se a; =1
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Logo,
1
5(1—5) se a3 =0

1
5(1—1—5) se a; =1
Vamos exemplificar com um caso concreto, onde por exemplo temos um ponto cuja

sequéncia forward é dada por

(ag,as,...,an,...)=10101101011....

Sabendo que esta é a sequéncia forward, podemos imaginar que o ultimo simbolo da
sequéncia backward tenha de ser a1 = 0 ou a; = 1. Se a; = 0, entdo ficaremos com uma

sequéncia 010101101011 .... Consequentemente, temos

y=2"2423420 4279 4 o710 o712 4
F=2"1422 42042809 oty

Ou seja, quando a1 = 0, o valor do 7 seguinte obtém-se diminuindo todos os expoentes

em uma unidade, o que é equivalente a 2y = 7.

Se a1 = 1, ficaremos com uma sequéncia 110101101011..., logo

y=2"1 427425 Lo T o8 o7l

Aplicando a transformacao, obtemos
2—-2y = 2-1-23_-271_276_27T_9-10_
= 1-23-274-26_277T_2-10_
— 271+272+275+278+279+2711_i___.:7.
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Sendo que demonstramos a agao da aplicacao da Transformagao D a sequéncia forward
de um ponto z dado, vamos agora seguir o mesmo raciocinio, mas aplicando-o a uma

sequéncia backward. Assim, suponhamos que temos a seguinte sequéncia backward
(...;a—py...,a—9,a_1) = ...0111001011,

comd=1-23-924_906_9oT_9-8_9-9_

Se a1 = 0, na préxima iteracao terfamos ...01110010110, que corresponde a

§=1-21_92_93 96 _o-11_

Aplicando a transformacao, obtemos

1-6 = 1—-142342%42 6497498499 4... =
— 1_2—1_2—2_2—5_2—10_

1

5(1—5) = 271427t 274 9275 277 98 _9-9_ 9o-10

= 1-27%-29_27_28_29_ o710 _...—§

Portanto, agora que conseguimos iterar pontos em planos simbdlicos de duas dimensoes,

podemos concretizar um exemplo, que é o que faremos na sec¢ao seguinte.

5.3 Exemplo de construcao do plano simbdlico

Como exemplo, vamos considerar o mapa unimodal de Kumpka-Smale completo, defi-
nido por

f(z) = a — 2%, com a = 1.9 e ponto inicial 29 = 0.
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Para a implementacao do plano simbdlico, consideramos as primeiras 14 999 iteradas
para este mapa. Comecamos por determinar os valores de -, onde consideramos uma
precisao de 15 iteragoes. Ou seja, para cada valor de v, consideramos um futuro simbdlico
de 15 iteradas, o que obriga a que nao consigamos aplicar o seu calculo nas ultimas 15

iteragdes do mapa (cf. Figura (11)).

01

o ——— DRSS GRS G ket R e
02 03 0.4 0.6 07 08 09

0.5

-0.1
Gamma

Figura 11: Plano simbélico em 1D obtido para o mapa f(z) = a — z2, com a = 1.9 e ponto inicial zo = 0.

Com esta primeira figura, podemos perceber que existem cortes na reta real entre 0
e 1, correspondentes a sequéncias proibidas. Vamos agora estender a representacao dada
pelo plano simbdlico a duas dimensdes, integrando o calculo de 4. Os valores calculados
apresentam igualmente uma precisao de 15 iteracoes, o que nao permite o seu calculo para

as primeiras iteradas do mapa (cf. Figura (12)).

Chamando S a todas as regioes permitidas, entdao S é a unido de todos os pontos
periédicos permitidos e seus shifts. Isto significa que os pontos periédicos permitidos nao

contém certas subsequéncias no seu itinerario que nao sao permitidas.

Munidos desta ferramenta, os autores aplicaram-na ao mapa de Hénon, obtendo a
Figura (13). As zonas proibidas sdo maiores, quando comparamos com o plano anterior,
referente ao mapa de Kumpka-Smale completo, o que estard em linha com o fato de o mapa

de Hénon ter um comportamento cadtico mais rico. Chegados a este ponto, Cvitanovié¢ et
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Figura 12: Plano simbélico em 2D obtido para o mapa f(z) = a — 27, com a = 1.9 e ponto inicial 2o = 0.

al [27, 1988] passaram para a construcao da arvore “podada”, ou seja, a drvore bindria que
obtemos quando consideramos todos os caminhos que nao contenham nenhuma sequéncia

proibida.

Tendo ao dispor apenas os caminhos que sao possiveis, para cada comprimento n finito,

entao podemos passar ao calculo da entropia topoldgica, dada por

In N,

KM = -

onde N, ~ e com n — co. Seguindo este raciocindo, os autores chegam a um resultado

de Ko = 0.52273764 . . ..
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Figura 13: Plano simbélico obtido para o atractor estranho de Hénon com parametros a = 1.803241 e

b = 0.1, com pontos iniciais (z,y) = (0, 0).

6 Particao que assegura a separacao dos pontos fixos

Na secgao onde apresentamos o método de Grassberger e Kantz ([25, 1985]) para criar
uma particdo geradora para o mapa de Hénon, salientamos que a sua principal dificuldade
estd na definicao dos pontos de tangéncia homoclinicos, ou sejam, os pontos em que as
variedades estdvel e instdvel, definidos por uma vizinhanca em torno do ponto fixo, se
intersetam. Este aspeto do método, nao sé representa um desafio maior do ponto de vista
da implementacao, mas também é o principal ponto de rutura com a intuicdo, que nos
sugere criar uma particado em que os dois pontos fixos do mapa de Hénon se situem em
regides diferentes. Isto tem todo o sentido, pois como por defini¢ao estes pontos sdo sempre
iguais a eles proprios em qualquer iteracao, entao teriamos forcosamente uma particao que

nao poderia ser geradora.
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Posta esta introducao, o que propomos é que implementemos uma particao binaria do
espaco de estados definida em funcao da reta formada por todos os pontos equidistantes aos
dois pontos fixos (ver Figura (14). Com base nessa partigdo, chegamos a uma estimativa
da entropia métrica, que podemos utilizar para comparar com os resultados apresentados
nos trabalhos de Grassberger et al., em [25, 1985]. Deixamos o convite para estender estes
calculos a entropia topoldgica, por forma a podermos também comparar com os resultados

publicados por Cvitanovié¢ et al, em [27, 1988].

Figura 14: Partigdo que propomos implementar, definida em funcdo da reta formada por todos os pontos

equidistantes aos dois pontos fixos do mapa de Hénon, por oposigdo & proposta por Grassberger e Kantz.

Esta particdo, com base na reta equidistante aos pontos fixos, permite também assegu-
rar que ambos os pontos fixos ficarao em regices diferentes. De notar que nao afirmamos
que esta particao é geradora, pelo contrario, o objetivo da sua utilizacdo é confrontar a
proposta de Grassberger e Kantz, em [25, 1985], com uma outra particdo que pode ser en-
tendida como mais intuitiva. Ainda assim, nada nos impede de adicionar condicGes a essa
particdo mais intuitiva por forma tentar torna-la geradora. Tal como referido na seccao

introdutoria deste documento, um outro objetivo que se pretende igualmente alcancar é a

68



utilizagdo da plataforma SAS para este tipo de estudos, podendo-se aproveitar da sua ele-
vada capacidade de processamento, simplicidade da sintaxe e da existéncia de dois niveis
de programacao (base e macro) que torna possivel o desenvolvimento e aplicacdo desta

ferramenta a dreas tao variadas quanto a dinamica simbdlica.

6.1 Criacao da particao e Resultados

A ideia é fixar uma regiao formada por pontos aleatérios suficientemente préximos
do atrator estranho, de forma a que depois os facamos iterar, permitindo assim formar as
respetivas sequéncias simbdlicas. Em cada iteragao, verificamos de que lado da particao estd
cada um dos pontos, atribuimos o respetivo simbolo a sequéncia que cada ponto formara
e, finalmente, calculamos as frequéncias de cada uma das sequéncias possiveis para depois
obter a entropia métrica. Como ponto de partida, comecemos por considerar um conjunto
de 1000 pontos, escolhidos aleatoriamente em torno da origem. A Figura (15) mostra as
primeiras nove iteragoes, onde podemos ver o quadrado formado pelos pontos aleatorios,
em torno da origem, assim como a tendéncia para que se forme o atrator estranho do mapa

de Hénon.

A convergéncia é rapida. Na terceira iteracao ja se comega a delinear a forma conhecida
do atrator, sendo que na quinta iteracao ele fica praticamente formado. Desta forma, a
medida que os 1000 pontos vao vagueando no espaco de estados, em torno do atrator, as
sequéncias simbolicas de cada um deles vao-se formando. Nem todas as possiveis sequéncias
simbdlicas se irao formar. Por exemplo, na primeira iteracao temos apenas duas sequéncias
possiveis. Ou seja, os pontos ou estao de um lado da particao, ou estao do lado oposto.
Na iteracao seguinte, ja podemos ter quatro sequéncias possiveis, e por ai em diante. E

provavel que nas primeiras trés ou quatro iteragoes todas as sequéncias ocorram, mas
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Figura 15: Primeiras nove iteragdes de 1000 pontos escolhidos aleatoriamente em torno da origem.

vemos que algumas delas comegam a nunca se formar a medida que as iteragoes avancam.
Na execucao que apresentamos aqui podemos ver que, para iteracoes mais adiantadas, por
215

exemplo na 15a, obtemos 278 sequéncias, quando poderiamos ter 2°°, que é uma quantidade

substancialmente mais elevada.

Na Figura (16) podemos ver a formacao das diferentes sequéncias que se obtém com
esta execucao. A medida que as iteragOes avancam, vemos que as sequéncias formam-se
a um ritmo que cresce, mas depois abranda e mesmo cai abruptamente, como se toda
a informacao tivesse sido esgotada. Da mesma forma, vemos que as entropia parciais,
calculadas em cada iteragao, crescem, mas depressa comecam a estagnar, fixando-se num
valor ligeiramente acima dos 1.7. Apresentamos estas informagoes num gréafico, na Figura
(17), onde podemos ver estes dois efeitos no mesmo referencial. Ao utilizar um maior

numero de iteracoes para esta execucao, podemos chegar a um valor de 1.74673 para a
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Iteragdo # Sequéncias | Entropia Métrica (Dir.) | Acréscimo Sequéncias

1 2 0,296759896

2 2 0,296759896 0

3 4 0,581580702 2

4 8 0,821075102 4

5 15 0,980303211 7

6 24 1,085955619 9

7 37 1,190251053 13
8 55 1,274314746 18
9 83 1,356830337 28
10 112 1,417048366 29
11 150 1,472617141 38
12 191 1,52038718 41
13 231 1,567377402 40
14 259 1,600198771 28
15 289 1,627530485 30
16 318 1,651212826 29
17 336 1,667048015 18
18 358 1,684242673 22
19 376 1,695988728 18
20 393 1,707852292 17
21 403 1,71432738 10

Figura 16: Célculo das sucessivas Entropias Métricas, para cada uma das iteragdes dos 1000 pontos

escolhidos aleatoriamente em torno da origem.
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entropia, que corresponde a formacao de cerca de 435 sequéncias simbdlicas possiveis, ou

seja, menos de metade dos pontos utilizados.
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Figura 17: Evolugdo da Entropia Ménrica e dos respetivos acréscimos, para as iteragdes dos 1000 pontos

escolhidos aleatoriamente em torno da origem.

Embora nao seja propriamente visivel na Figura (15), verificamos que existe uma quan-
tidade de pontos ainda consideravel que conseguem escapar do atrator estranho. De fato,
logo apds duas ou trés iteragoes vemos que alguns pontos comecam a distanciar-se da zona
do atrator. No total das 21 iteragoes, temos 575 pontos que se afastaram, emagrecendo
cada vez mais o atrator, o que é muito interessante, tendo em conta que a regiao de pontos
aleatorios cobre toda a forma habitual do atrator. Perante este cendrio, vamos alterar a
regiao escolhida, de forma a conseguirmos ter menos pontos que escapam ao atrator. Desta
forma, podemos também perceber como variam a formacao de novas sequéncias simbdlicas,

assim como o crescimento da entropia.
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Figura 18: Primeiras nove iteragdes de 1000 pontos escolhidos aleatoriamente, mas desta vez em torno

do ponto fixo hiperbdlico.

E muito interessante vermos como o atrator se comeca a formar, mas desta vez a partir
de uma regidao mais pequena que a anterior. Para além de mais pequena, a escolha de
ser em torno do ponto fixo faz com que a formacao do atrator seja mais lenta, sendo que
mesmo na nona iteracdo ainda nao podemos dizer que esteja totalmente formado. Por
outro lado, o nosso contador de pontos que divergem da zona de atracao, indicam que
todos os pontos foram “agarrados” pelo atrator. Ou seja, nenhum ponto conseguiu escapar
a sua atracao, pois a zona escolhida assim o permite. Ao contrario do caso inicial, em que
os pontos escolhidos estavam em torno da origem, quando escolhemos os pontos em torno
do ponto fixo vemos que a formacao de novas sequéncias simbdlicas é lenta, parecendo

estar correlacionada com a velocidade da convergéncia para o atrator. Este desempenho
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¢ algo intuitivo, tendo em conta que inicializamos esta execugao com um conjunto de
pontos, mais préximos uns dos outros, e adicionalmente em torno de um ponto que tem
a particularidade de ser fixo. Por outro lado, algo que é um tanto ou quanto peculiar,
vemos que a entropia métrica é maior e apresenta saltos maiores, que os da execucao
anterior. Quando aumentamos o numero de iteragdes, podemos verificar que a entropia
estagna num valor em torno dos 3. Mas, mais impressionante é que conseguimos ter
1000 sequéncias simbdlicas diferentes. Em quase todas as execugoes que fizémos, com 50
iteracoes, conseguiamos sempre chegar a esta situacdo, o que evidencia o contributo do
ponto fixo para que consigamos obter partigdes que sejam geradoras. Portanto, podemos
concluir que devemos preservar esta caracteristica que nos é fornecida pelos pontos fixos,

pois realmente é algo tnico.
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Figura 19: Célculo da Entropia Métrica para 50 iteragdes de 1000 pontos escolhidos aleatoriamente em

torno do ponto fixo hiperbdlico.

Este resultado é evidenciado na Figura (19), onde podemos ver que a formagao de
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novas sequéncias simbdlicas atinge o seu pico em torno da vigésima iteracao, para depois
voltar a descer até chegar a um momento em que cada ponto escolhido inicialmente tem
a sua proépria sequéncia simbodlica. Vamos agora fazer o mesmo, mas utilizando o outro
ponto fixo do mapa de Hénon como ponto de partida para formar a vizinhaga de 1000
pontos aleatérios. Os resultados s@o apresentados na Figura (20), onde podemos ver que
a convergéncia para o atrator, apesar de ser um pouco mais lenta que o caso do ponto
fixo anterior, ainda assim ocorre a um ritmo interessante. Por outro lado, voltamos a
situacao da primeira execucao realizada, quando os pontos de partida estavam em torno da
origem, em que muitos dos pontos escolhidos divergem do atrator, algo que nao é facil de
se ver nestes graficos apresentados. De fato, na execugao aqui ilustrada, temos 521 pontos
que divergem, o que mostra que de fato é muito importante que se parta de uma regiao
inicial mais préxima possivel do atrator, para que a convergéncia de todos os pontos ocorra

facilmente.

Quanto ao céalculo da entropia, podemos ver que a mesma estagna em torno dos
1.583925486, com a formagao de novas sequéncias a atingir o seu pico em torno da iteragao
18, para depois diminuir até ser nula. Fazendo aqui uma primeira etapa de conclusoes
a tirar, percebemos que a escolha da regiao inicial para a execucao é muito importante,
sendo que quanto mais proxima estiver do atrator, menor serd a quantidade de pontos
divergentes, permitindo obter uma sequéncia simbdlica para cada ponto inicial. Por outro
lado, temos também a escolha do ponto fixo, pelo que podemos fazer aqui uma ultima
execucao com esta particao, que serd escolher como regiao inicial de 1000 pontos que es-
tejam aleatoriamente espalhados pelo atrator. Ou seja, vamos escolher um ponto sobre o
atrator, iterd-lo 1000 vezes, e utilizar esses mesmos pontos como regiao de partida para
a execucao que temos vindo aqui a concretizar. Desta forma, vamos poder comparar os
resultados com os da segunda execucao, em que utilizdmos uma vizinhaga em torno do

ponto fixo hiperbdlico, que se situa no atrator.
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Figura 20: Iteracdes dos pontos escolhidos aleatoriamente em torno do

Hénon.
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Figura 21: Evolucdo da entropia, para o caso da vizinhanga de partida escolhida em torno do segundo

ponto fixo.

Com esta tltima execugao, podemos verificar que a convergéncia é a mais rapida, pois
partimos logo de uma situagao em que a regiao escolhida é o préprio atrator. Desta forma,
temos que todos os pontos convergem, tal como quando escolhemos o ponto fixo, e a
entropia estagna no valor 3, onde todos os pontos escolhidos tém a sua propria sequéncia

de simbolos.

Os resultados sao apresentados, nas Figuras (22), (23) e (24). De salientar que a curva
que evidencia a formacao de novas sequéncias é a mais suave de todas as curvas vistas até
entdo. Aparentemente, esta deverd ser a melhor escolha, para se definir a particao geradora

do mapa de Hénon, quando trabalhamos com esta particao.
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Figura 22: Iteragoes dos pontos escolhidos aleatoriamente no préprio atrator do mapa de Hénon.

7 Conclusoes

Apébs uma apresentacao com um detalhe consideravel sobre as abordagens seguidas por
Grassberger et al. e Cvitanovic et al., propomos uma particdo muito simples, para mapas
de dimensao 2. Esta é baseada na reta formada pelos pontos equidistantes aos pontos
fixos do atrator. Intuitivamente, esta particdo tem todo o sentido, pois é a unica forma de
assegurar que cada um dos pontos fixos fica representado numa das partes da particao, em

total separacao do outro ponto fixo.

Uma vantagem que esta particdo apresenta, é que ela pode ser estudada de forma a ser
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Iteragdo # Sequéncias | Entropia Métrica (Dir.) |Acréscimo Sequéncias

1 2 0,247502499

2 2 0,247502499 0
3 4 0,494799532 2
4 8 0,74218691 4
5 12 0,950232358 4
6 18 1,155362352 6
7 27 1,35374391 9
8 42 1,533237932 15
9 64 1,703830583 22
10 98 1,864983115 34
11 144 2,01762165 46
12 206 2,159142525 62
13 275 2,289910076 69
14 349 2,41078805 74
15 429 2,518353327 80
16 511 2,615143729 82
17 593 2,698061052 82
18 674 2,769392966 81
19 743 2,82564015 69
20 803 2,8705714 60
21 852 2,904850981 49
22 888 2,929547211 36
23 921 2,951528286 33
24 943 2,965682581 22
25 959 2,97531554 16
26 974 2,98434644 15
27 984 2,99036704 10
28 992 2,99518352 8
29 995 2,9969897 3
30 997 2,99819382 2
31 999 2,99939794 2
32 1000 3 1
33 1000 3 0
34 1000 3 0
35 1000 3 0

Figura 23: Evolucio da formagdo de novas sequéncias simbélicas e da entropia para a escolha de pontos

no préprio atrator.
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Figura 24: Grafico com a evolugio da entropia e da formacio de novas sequéncias.

generalizada para dimensoes superiores a 2, combinando os diferentes pontos equidistantes

aos pontos fixos com algumas condicoes adicionais para assegurar a sua identidade original.

De seguida sintetizamos os resultados obtidos a partir das diferentes experiéncias rea-

lizadas, por forma a explorar a forma como as estimativas obtidas da entropia métrica se

comportam.

41 46

51

35

Experiéncia

Entropia Métrica

Escolha aleatdria de 1000 pontos em torno da origem

1.74673

Escolha aleatdria de 1000 pontos em torno do ponto fixo hiperbélico 3.00000
Escolha aleatdria de 1000 pontos em torno do ponto fixo ndo hiperbdlico 1.5839
Escolha de 1000 pontos sobre o préprio atrator 3.00000

Figura 25: Valores obtidos das diferentes experiéncias realizadas, trabalhando com a parti¢io proposta,

sobre o mapa de Hénon.
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Mostramos de seguida os valores de referéncia que Grassberger et al. e Cvitanovic et

al. obtiveram.

Entropia Grassberger et al. Cvitanovic et al.
Topoldgica 0.45 +\- 0.02 0.52274
Métrica 0.2632 +\- 0.0001 -

Figura 26: Valores de referéncia que Grassberger et al. e Cvitanovic et al. alcancaram para as entropias

de primeira ordem, sobre o mapa de Hénon.

Os valores sao muito diferentes, e tal deverd justificar-se com o fato de a particao
utilizada nao ser necessariamente geradora. Contudo, existem dois resultados interessantes,
que correspondem as segunda e quarta experiéncias realizadas, onde obtivemos a mesma
estimativa para a entropia métrica, ou seja, 3. O resultado parece curioso, mas pode ser
evidéncia intuitiva de como um ponto fixo hiperbédlico pode contribuir para tanto para o

conhecimento da dinamica de um sistema, quanto o préprio atrator.

As duas restantes experiéncias realizadas, tém valores de entropia mais baixos, mas
ainda assim muito distantes dos obtidos pelos autores referenciados. O fato de estarmos a
obter entropia tao elevadas com esta particao parece indicar que as sequéncias simbdlicas
estdo mais préximas de uma distribui¢ao uniforme por entre os diferentes estados ou partes
da particao, o que se traduz numa menor quantidade de informacao que se pode extrair da

mesma.

Claramente, achamos que esta abordagem pode ser mais explorada. Nao s6 no en-
tendimento dos resultados obtidos com esta particao através de outras experiéncias que
se possam realizar, como também na sua aplicacdo ou extensao a mapas de dimensoes

superiores.
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Uma nota final para a utilizagdo do SAS para a realizacao desta Tese. A ideia de que
este tipo de software, normalmente aplicado em exploracao de dados, data mining e data
analytics, pode ser utilizado para este tipo de utilizacoes, é claramente uma realidade. Nao
realizdmos um trabalho de anédlise sobre os erros que possamos obter com a utilizacao desta
plataforma, mas nao devera haver razao para achar que os mesmos sejam substancialmente
diferentes dos obtidos quando se utilizam os softwares usuais. Os programas construidos

estao disponiveis e podem ser requisitados.

82



Agradecimentos

Gostaria de deixar uma nota de agradecimento, desde logo a Professora Doutora Diana
Mendes pela disponibilidade que sempre demonstrou para dar o seu apoio e contributo
para a realizacao deste trabalho, ao Rogério Ferreira do (), a Jacques Trohel, ao Professor

Doutor Joao Lopes Dias, ao Rui Ligeiro, e por fim a minha esposa que sempre me apoiou.

83



Referéncias

1]

[10]

[11]

J. Hadamard, Les surfaces a courbures opposées et leur lignes geodesiques, Journal de

Mathématiques Pures et Appliqués 4, 27-73 (1898).

M. Morse, G. A. Hedlund, Symbolic Dynamics, American Journal of Mathematics, 60,
815-866 (1938).

J. Balatoni, A. Renyi, On the notion of information entropy, Publ. Math. Inst. Hung.
Acad. Sci 1, 9 (1956).

J. I. Neimark, On some cases of periodic motions depending on parameters, Dokl.

Akad. Nauk SSSR 129, 736-739 (1959).

Lorenz, E. N., Deterministic nonperiodic flow, Journal of the Atmospheric
Sciences, 20 (2): 130-141, Bibcode:1963JAtS...20..130L. doi:10.1175/1520-0469
020;0130:DNF;2.0.CO (1963).

R. Sacker, On invariant surfaces and bifurcation of periodic solutions of ordinary

differential equations, Report IMM-NYU 333, New York University (1964).

R. L. Adler, A. G. Konheim, M. H. McAndrew, Topological Entropy, Transactions of
the American Mathematical Society, Vol. 114, No. 2, pp. 309-319 (1965).

S. Smale, Differentiable Dynamical Systems, Bull. of the Amer. Math. Soc., vol 73,
747-817 (1967).

R. Bowen, Entropy for group endomorphisms and homogeneous spaces, Trans. Amer.

Math. Soc. 153, 401-414 (1971).
TRABALHO COMENTADO NO PAPER DE HENON.

TRABALHO COMENTADO NO PAPER DE HENON.

84



[12]

[13]

[14]

[21]

[22]

M. Henon, A Two-dimensional Mapping with a Strange Attractor, Commun. math.

Phys. 50, 69-77 (1976).

May, R. M., Simple mathematical models with very complicated dynamics, Nature

261(5560):459-467 (1976).

R. Lozi, Un attracteur étrange (?) du type attracteur de hénon, Journal de Physique,

Colloque C5, supplément au n° 8, tome 39, page C5-9 (1978).

Zaslavskii, G. M., The Simplest case of a strange attractor Phys. Lett. A 69 (3):
145-147. Bibcode:1978PhLA...69..145Z. doi:10.1016/0375-9601(78)90195-0. (LINK)
(1978).

R. L. Devaney, Z. Nitecki, Shift Automorphisms in the Hénon mapping, Commun.
Math. Phys., 67, 137-146 (1979).

Rabinovich, M. 1., Fabrikant, A. L., Stochastic Self-Modulation of Waves in Nonequi-
librium Media. Sov. Phys. JETP 50: 311. Bibcode:1979JETP...50..311R. (1979).

J.L. Kaplan, J.A. Yorke, H.O. Peitgen and H.O. Walther, ed. Functional Differential
Equations and Approximations of Fixed Points, Lecture notes in Mathematics 730,

Springer-Verlag, ISBN 0-387-09518-7 (1979).

P. Collet, J. Eckmann, Iterated Maps on the Interval as Dynamical Systems,
Birkhauser (1980).

P. Grassberger, 1. Procaccia, Characterisation of Strange Attractors, Phys. Lett. 50-5,
346-349 (1982).

J. D. Farmer, Physica (Utrecht) 4D, 366 (1982).

P. Grassberger, 1. Procaccia, Measuring the Strangeness of Strange Attractors, Physica

9D, 189-208 (1983).

85



23]

[32]

33]

B. B. Mandelbrot, The Fractal Geometry of Nature, New York: W. H. Freeman, pp.
188-189 (1983).

P. Cvitanovié, Universality in Chaos (or, Feigenbaum for cyclists), Hilger, Bristol,

1984

P. Grassberger, H. Kantz, Generating Partitions for the Dissipative Hénon Map, Phys.
Lett. 113A, 235-238 (1985).

J. Milnor, W. Thurston, On Iterated Maps of the Interval, Lecture Notes in Math.,
1342, 465-563, Springer, Berlin (1988).

P. Cvitanovi¢, G. Gunaratne, 1. Proccacia, Topological and metric properties of the

Hénon-type attractors, Phys. Rev. A, Vol. 38, No 3, 1503-1520 (1988).

O. Biham, W. Wengzel, Characterization of unstable periodic orbits in chaotic attractors

and repellers, Phys. Rev. Lett. 63, 819-822 (1989).

P. Grassberger, H. Kantz, U. Moening, On the Symbolic Dynamics of the Hénon Map,
Phys. Lett. 22A, 5217-5230 (1989).

O. Biham, W. Wenzel, Unstable periodic orbits and the symbolic dynamics of the
complex Hénon map, Phys. Rev. A 42, 4639-4646 (1990).

G. d’Alessandro, P. Grassberger, S. Isola, A. Politi, On the topology of the Hénon map,
J. Phys. A: Math. Gen. 23, 5285-5294 (1990).

S. Aubry, G. Abramovici, Chaotic Trajectories in the Standard Map: The Concept of
Anti-Integrability, Physica D 43, 199-219 (1990).

G. d’Alessandro, S. Isola, A. Politi, Geometric Properties of the Pruning Front, Pro-
gress of Theoretical Physics, Vol. 86, No. 6 (1991).

86



[34]

[41]

[42]

[43]

[44]

F. Giovannini, A. Politi, Homoclinic tangencies, generating partitions and curvature

of invariant manifolds, J. Phys. A: Math. Gen. 24 (1991) 1837-1887 (1991).

M. Benedicks, L. Carleson, The dynamics of the Hénon map, Annals ofMathematics
133, 73-169 (1991).

F. Giovannini, A. Politi, Generating partitions in Hénon-type maps, Physics Letters

A 161 332-336 (1992).

S. Newhouse, T. Pignataro, On the Estimation of Topological Entropy, Journal os
Statistical Physics, Vol. 72, Nos. 5/6 (1993).

K. Hansen, Symbolic dynamics in chaotic systems, Tese apresentada na Universidade

de Oslo (1993).

D. Lind, B. Marcus, An Introduction to Symbolic Dynamics and Coding, Cambridge
University Press (1995).

H. Xie, Grammatical Complexity and One-Dimensional Dynamical Systems, World

Scientific Publishing Co. Pte. Ltd. (1996).

D. Sterling, J. D. Meiss, Computing periodic orbits using the anti-integrable limit
arXiv.org > chao-dyn > arXiv:chao-dyn/9802014v1 (1998).

G. Swiatek, The Collet-Eckmann Condition in One-Dimensional Dynamics: a Survey

(2000).

J. E. Hopcroft, R. Motwani, J. D. Ullman, Introduction to Automata Theory, Langua-
ges, and Computation, 2nd Edition, Addison-Wesley (2001).

M. Branson, The Smale Horseshoe as a Fractal Structure in Dynamical Systems,

MASS program, Pennsylvania State University (2002).

87



[45] Y. Chen, Smale Horseshoe via the Anti-integrability, Chaos, Solutions and Fractals
28, 377-385 (2006).

[46] J. Crofts, Efficient method for detection of periodic orbits in chaotic maps and flows,

Tese apresentada na Universidade de Leicester (2007).
[47] D. A. Mendes, V. M. Mendes, Topological entropy for Hénon and Lozi map (2007).

[48] D. Sterling, H. R. Dullin, J. D. Meiss, Homoclinic Bifurcations for the Hénon Map
(2008).

[49] V. Botella-Soler, J. M. Castelo, J. A. Oteo, J. Ros, Bifurcations in the Lozi map
arXiv.org > nlin > arXiv:1102.0034 (2011).

88



