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[bookmark: _Toc429785536]Resumo 

Esta dissertação propõe um método de partição espectral probabilístico utilizando a transformada de Box-Muller e mostra como usá-la para a simulação numérica de um impulso gaussiano numa linha de transmissão uniforme de dois condutores com perdas e com condições fronteira resistivas e reativas. Este método vai permitir medir a tensão e a corrente em qualquer instante de tempo num dado ponto da linha.
O método de partição espectral consiste na geração aleatória de frequências de acordo com o conteúdo espectral da fonte que alimenta a linha. Este método está intimamente ligado às condições fronteira no sentido em que permite uma simplificação significativa na sua formulação (quando comparado com a versão anterior do método) e não tem implicações na formulação probabilística existente para a linha. O método também estabelece a ligação entre o método de Monte Carlo da linha e as ferramentas de análise de circuitos no domínio da frequência, que não estavam disponíveis no método original. 
No que diz respeito às simulações numéricas, vários testes foram realizados. Nomeadamente, simulações da tensão e corrente na linha que foram comparadas com a teoria para ambas as condições fronteira, resistivas e reativas, mostrando que o algoritmo funciona como esperado.
Este estudo permitiu assim generalizar e validar com sucesso a aplicação do método de partição espectral para o método de Monte Carlo, para o caso geral de uma linha de transmissão uniforme de dois condutores com componentes resistivos e reativos.


Palavras-chave: Equações do Telégrafo, linha de transmissão , método de Monte Carlo, transformada de Box-Muller.
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[bookmark: _Toc429785537]Abstract 

This thesis proposes a probabilistic spectral partition method, using the Box-Muller transform, and gives examples of its use in the propagation of a gaussian pulse in a two-conductor uniform lossy transmission line, with resistive and reactive boundary conditions. With this method it is possible to determine the voltage and current at a given point on the line and at a given instant of time.
This spectral partition method is based on the random generation of frequencies according to the spectral content of the source signal that is used to feed the line. This process is also closely linked to the boundary conditions in the sense that it allows for a significant simplification in their formulation (when compared to the previous version of the method) and has no implications on the existing probabilistic formulation for the line. The method also establishes an important connection between the Monte Carlo line method and the circuit analysis tools in the frequency domain, which were not available in the original method.
In terms of numerical simulations, several tests have been performed. Namely, the simulation of voltages and currents in the line to show that the algorithm performs as predicted by transmission line theory, for both resistive and reactive boundary conditions.
With this research it was possible to generalize and successfully validate the application of the spectral partition method to the Monte Carlo method, for the case of a general two-conductor uniform transmission line with resistive and reactive components.

Keywords: Telegraph equations, transmission line, Monte Carlo method, Box-Muller transform. 
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1. [bookmark: _Toc429785543]Introdução 


Nesta dissertação desenvolveu-se um novo método numérico para a resolução de redes de circuitos lineares envolvendo linhas de transmissão. Este método consiste no desenvolvimento de novas equações para os terminais do gerador e da fonte para a linha de transmissão juntamente o denominado método probabilístico de partição espectral da fonte (MPPEF). Mais precisamente, o método permite analisar problemas de propagação de impulsos em linhas de transmissão com perdas e com condições fronteira do tipo resistivas ou reativas. Este estudo é baseado num método de Monte Carlo (MC) desenvolvido previamente na literatura (Acebrón & Ribeiro) e, como tal, a aleatoriedade é um fator chave nesta dissertação. 
De forma a introduzir e melhor clarificar os principais temas abordados nesta dissertação é relevante a compreensão de alguns conceitos importantes. Entre estes destaca-se aqui a teoria das linhas de transmissão e suas aplicações, o método de MC, a geração de números aleatórios de perfil exponencial e gaussiano e o enquadramento das equações do telégrafo no contexto das equações diferenciais parciais (EDP’s). Todos estes conceitos são abordados em maior detalhe na revisão bibliográfica.


1.1. [bookmark: _Toc429785544]Objetivos

O principal objetivo desta dissertação é reformular o método desenvolvido em (Acebrón & Ribeiro) para a permitir a utilização de ferramentas importantes de análise de circuitos no domínio da frequência de forma mais eficiente. O problema com o método original é o seguinte: a introdução de condições fronteira, seja na carga ou no gerador, está em geral condicionada à utilização do teorema da convolução que envolve um integral. Dada a natureza dispersa do método, não existe outra forma de calcular esse integral se não incluí-lo diretamente no próprio método probabilístico, o que resulta num incremento significativo do tempo de simulação necessário para atingir resultados satisfatórios.
O estudo aqui apresentado resolve esse problema introduzindo o MPPEF que pode ser comparado ao método original em três aspetos principais: i) no que toca à linha de transmissão, o método original mantem-se. ii) a forma como o gerador de sinais é introduzido é fundamentalmente diferente e é a peça chave que permite remover completamente o teorema da convolução do método. iii) as condições fronteira têm de ser completamente revistas e adquirem agora uma forma geral simplificada.
Para atingir o objetivo principal da dissertação foram então estabelecidos os seguintes objetivos: i) fazer um estudo aprofundado da resolução numérica de circuitos envolvendo linhas de transmissão com perdas, usando o método de MC desenvolvido em (Acebrón & Ribeiro). ii) apresentar métodos de partição da fonte e estudar as suas vantagens e desvantagens. Neste contexto foram apresentadas duas alternativas. iii) reformular as condições fronteira do método original para os casos mais simples, como componentes resistivos (resistência) e reativos (bobina, condensador). iv) comparar a eficiência do novo método face ao original e v) estudar formas de melhorar a performance do método, nomeadamente, a partir da geração mais eficiente de números aleatórios.
Encontra-se na dissertação todo o caminho percorrido para a concretização deste objetivo. Todas as questões, problemas e soluções que foram surgindo no decurso da investigação encontram-se também descritas.



1.2. [bookmark: _Toc429785545]Trabalhos Relacionados 

Foi realizado um estudo acerca de trabalhos efetuados em áreas relacionadas com o tema desenvolvido nesta dissertação. Com este estudo foi possível perceber que se trata de uma área que não tem ainda sido alvo de muitas investigações, mas foi possível encontrar alguns estudos elaborados acerca de técnicas de análise numérica como o método de MC e o método das diferenças finitas no domínio do tempo (FDTD). Foram ainda vistos alguns estudos relativos à geração de números aleatórios gaussianos e às equações do telégrafo. 
Um exemplo da utilização do método de MC é um estudo desenvolvido no qual se trata de forma eficiente de problemas numa escala temporal múltipla (Fichthorn & Lin, 2013).
Quanto aos estudos realizados ao método FDTD, verificou-se que se trata de um método clássico de análise numérica. Um estudo efetuado em (Schneider, 2015) revela que o método FDTD é o mais simples, tanto conceitualmente como em termos de implementação, para resolver problemas de eletromagnetismo. Pode lidar com uma ampla gama de problemas, no entanto, apresenta algumas imperfeições, tais como, a sua precisão ser dependente da implementação e ser geralmente computacionalmente caro. Foi ainda visto que, este método pode ser ultrapassado na sua performance e no erro quadrático médio à medida que a frequência de um sinal aumenta. O método FDTD tem uma componente de amostragem e, quanto maior a frequência de um sinal, pior vai ser a sua performance. Um método numérico como o método de MC, à medida que a frequência do sinal aumenta não perde performance como mostrado em (Acebrón & Ribeiro).
Outro estudo relacionado com a dissertação é referente à geração de números aleatórios. A geração rápida destes é muito importante pois irá permitir que qualquer algoritmo que dependa de um gerador de números aleatórios se torne mais eficiente. Um estudo efetuado em (Thomas, Luk, Leong, & Villasenor, 2007) mostra que a geração de números aleatórios gaussianos de alta qualidade é uma capacidade fundamental para a realização de simulações numa ampla gama de disciplinas. Os avanços na computação permitiram que se efetuassem simulações com números aleatórios muito grandes e, com eles, o desafio de atender às exigências cada vez mais rigorosas sobre a qualidade dos geradores de números aleatórios gaussianos. Este estudo comparou os requisitos computacionais e examinou a qualidade dos números aleatórios. 
Relativamente às equações do telégrafo, um estudo foi feito avaliando a evolução das equações de onda e das equações do telégrafo com variáveis em tempo real e variáveis espaciais complexas (Gal, Gal, & Goldstein, 2012). Uma outra investigação também desenvolvida incide nas soluções fundamentais para as equações do telégrafo de 2ª ordem fracionadas em tempo Browniano (Orsingher & Beghin, 2004). Ainda mais um estudo efetuado foi calcular as soluções numéricas das equações do telégrafo de reação-difusão sem condições fronteira. Esta técnica não necessita de condições fronteira artificiais no domínio computacional e utiliza um novo método para calcular a transformada de Fourier. Com este método foi ainda mostrado que a solução exata das equações do telégrafo pode ser escrita como uma transformada integral em termos da solução fundamental (Campos, 2014).
No que diz respeito ao tema desenvolvido nesta dissertação existe um estudo feito acerca deste, elaborado em (Acebrón & Ribeiro), do qual se partiu para a elaboração do novo método.



1.3. [bookmark: _Toc429785546]Contribuição Científica

A principal contribuição desta dissertação é a introdução de um novo método, denominado MPPEF gaussiano que, usando um processo aleatório, permite repartir o conteúdo espectral de uma fonte de sinal ligada a uma linha de transmissão com perdas nas suas componentes. Este método permite simplificar o tratamento das condições fronteira do método de MC desenvolvido em (Acebrón & Ribeiro). Fez-se também nesta tese um melhoramento à forma como o algoritmo é implementado. Nomeadamente, criaram-se novos diagramas de fluxo que explicam o funcionamento do método de forma mais simples.
Nesta tese apresentam-se também os resultados numéricos que validam o método. 
Este estudo deu origem a um artigo denominado “Uniform Spectral Partition Method for the Propagation of Gaussian Pulses on Lossy Transmission Lines using the Monte Carlo Method” que foi submetido e aceite a uma conferência internacional no Reino Unido (Loughborough Antennas & Propagation Conference - LAPC). O artigo será apresentado em Novembro de 2015.

1.4. [bookmark: _Toc429785547]Estrutura da Dissertação

A dissertação é organizada da seguinte forma:
· No capítulo 2 faz-se uma revisão bibliográfica abordando alguns dos principais temas da dissertação como a teoria das linhas de transmissão, o método de MC, métodos de geração de números aleatórios e as EDP’s. Embora sem uma relação direta com a dissertação, também as equações de Maxwell são abordadas pois, estas representam um papel fundamental no eletromagnetismo e são a base das equações do telégrafo.
· No capítulo 3 faz-se uma apresentação dos principais aspetos do método probabilístico, tais como os princípios teóricos, o papel da aleatoriedade no algoritmo, a implementação das equações da linha de transmissão com perdas e condições fronteira gerais e explica-se o funcionamento do algoritmo.
· No capítulo seguinte apresentam-se 3 métodos para a resolução das equações da linha de transmissão usando o método de MC: o primeiro é o desenvolvimento de um método no domínio temporal que funciona da forma prevista em (Acebrón & Ribeiro); o segundo corresponde a uma restruturação do método anterior para o domínio espectral e é nesta seção que se introduz o MPPEF uniforme; numa terceira fase introduz-se o MPPEF com aleatoriedade definida por uma distribuição gaussiana que consiste num método de redução de variância, resultando num método mais robusto. 
· No capítulo 5 faz-se um estudo sobre formas eficientes de gerar números aleatórios, apresentando-se para o efeito várias alternativas, que visam acelerar o método de MC. 
· No capítulo 6 apresentam-se resultados numéricos com a finalidade de corroborar o funcionamento do MPPEF com distribuição gaussiana. Nomeadamente estudam-se dois problemas envolvendo linhas de transmissão com perdas, um com condições fronteira resistivas e outro com condições fronteira reativas.
· Finalmente, no capítulo 7, apresentam-se as conclusões e o plano de trabalho futuro.

Introdução
Introdução




2. [bookmark: _Toc429785548]Revisão Bibliográfica

2.1. [bookmark: _Toc429785549]Linhas de Transmissão 

Um sistema de comunicações transmite informação a partir da sua fonte para um destino à distância. Existem inúmeras aplicações diferentes de sistemas de comunicação e o tema é de grande importância no panorama da investigação nacional e internacional atual. Um sistema típico de comunicações envolve numerosos componentes, ferramentas e conhecimentos, nomeadamente, circuitos elétricos, conceitos de eletromagnetismo e processamento de sinal, microprocessadores e redes de comunicação, para citar apenas alguns dos campos pertinentes (Carlson, Crilly, & Rutledge, 2002).
As linhas de transmissão constituem o principal meio de transporte de energia eletromagnética. São utilizadas para a transmissão de energia e de informação eficiente ponto-a-ponto (Cheng, 1993). Quando o termo "linha de transmissão" é usado, geralmente refere-se a uma linha de transmissão uniforme de dois ou mais condutores, que mantêm as mesmas dimensões de seção transversal ao longo do seu comprimento. São componentes essenciais em quase todos os sistemas e dispositivos elétricos (Demarest, 1998, Fraiji, 2007). Frequentemente são cabos, tais como cabo coaxial, que consiste num condutor central sólido, cercado por um dielétrico e estes dois cercados por outro condutor e por outro dielétrico. Outra linha de transmissão comum é uma linha de dois fios (cabo bifilar) onde, dois fios são separados por um dielétrico que proporciona um suporte mecânico (Demarest, 1998). Na prática, uma linha de transmissão, pode ser utilizada, por exemplo, para ligar um conjunto de computadores em rede ou ligar os diversos componentes ou circuitos de um sistema de alta frequência (Popovic & Popovic, 1999).
Os efeitos de uma linha de transmissão nem sempre são os desejáveis. Podem representar um atraso no tempo (por exemplo, um cabo de interligação entre dois computadores de alta velocidade pode ser concebido como uma ligação direta, mas irá, pelo menos, apresentar um atraso temporal) e podem trazer uma outra complicação, a dispersão (Ramo, Whinnery, & Duzer, 1993).


Os modelos de linhas de transmissão de energia elétrica podem ser desenvolvidos no domínio do tempo ou no domínio da frequência (Kurokawa, Prado, Yamanaka, Bovolato, & Pissolato, 2007). Numa linha de transmissão real, a velocidade de propagação varia em certa medida com a frequência, de modo que os componentes que representam o impulso (por uma análise de Fourier) viajam a velocidades diferentes e o impulso é distorcido à medida que se desloca (Ramo, Whinnery, & Duzer, 1993).
As grandezas elétricas caraterísticas de uma linha de transmissão, tensão e corrente, podem ser obtidas a partir das grandezas do campo. A tensão e a corrente (e os campos dos quais são derivados) são funções da distância ao longo da linha (Ramo, Whinnery, & Duzer, 1993). Numa linha de transmissão sem perdas assume-se que os condutores são perfeitos, ou seja, com condutividade infinita. Numa linha de transmissão com perdas uma questão importante a considerar na sua utilização para o transporte de informação ou energia é a atenuação introduzida pelas perdas dissipativas nos condutores, bem como, as perdas dielétricas ou magnéticas, uma vez que impõem limitações de distância na transmissão (Popovic & Popovic, 1999). Uma linha de transmissão é constituída por fios condutores e portanto a sua resistência, por mais pequena que seja, nunca é nula. Da mesma forma, os dois condutores nunca estão totalmente isolados um do outro, porque têm um dielétrico entre eles e este não é perfeito, havendo sempre fugas. Em qualquer linha de transmissão real, os valores da amplitude da corrente e da tensão vão decrescendo em função da distância percorrida na linha (Azevedo, 2007). Para combater estas perdas, existem os amplificadores e os regeneradores, no entanto, também este apresentam algumas desvantagens. A desvantagem dos amplificadores é que, estes se limitam a amplificar o sinal, amplificando também o ruído a ele associado. Os regeneradores tentam amplificar apenas o sinal mas, também estes tem uma taxa de erro associada.
Abaixo, na Figura 1, encontra-se representado um esquema de um comprimento diferencial de uma linha de transmissão (Glover, Sarma, & Overbye, 2010).























[bookmark: _Ref424980456][bookmark: _Toc417999578][bookmark: _Toc425195548][bookmark: _Toc429771834]Figura 1. Circuito equivalente de um comprimento diferencial  de uma linha de transmissão de dois condutores

As equações gerais da linha de transmissão podem ser derivadas a partir deste circuito modelo em termos dos valores da resistência, indutância, condutância e capacitância por unidade de comprimento. Essas serão as equações de partida desta tese. A partir destas equações podemos derivar e estudar todas as caraterísticas de propagação de ondas na linha (Cheng, 1993).

2.2. [bookmark: _Toc429785550]Conceitos Fundamentais de Eletromagnetismo 

A base teórica do eletromagnetismo é o conjunto das quatro equações de Maxwell que descrevem como os campos elétrico e magnético se relacionam e como variam em função do tempo e da posição no espaço (Fraiji, 2007; Popovic & Popovic, 1999; Halliday & Resnick, 1980).
As grandezas básicas do eletromagnetismo são o campo elétrico , o campo magnético , a indução magnética , a indução elétrica , a densidade superficial de corrente  e a densidade volumétrica de carga .
As equações de Maxwell descrevem como os campos eletromagnéticos são estabelecidos. 

 	      Lei de Ampere 
 	           Lei de Faraday
 		           Lei de Gauss
 	Conservação do fluxo magnético (Lei de Gauss para o magnetismo)

Apesar da síntese do eletromagnetismo feita por Maxwell estar fortemente baseada no trabalho dos seus predecessores, como Faraday e Gauss, a sua contribuição pessoal foi central e vital. Maxwell descobriu que a luz é de natureza eletromagnética e que a sua velocidade pode ser determinada através de medidas puramente elétricas e magnéticas. A extensão das aplicações das equações de Maxwell abrange os princípios fundamentais do eletromagnetismo, como motores, computadores, rádio e televisão. O interesse atual no eletromagnetismo concentra-se em dois aspetos. No campo das aplicações relativas à engenharia, as equações de Maxwell são constantemente e universalmente utilizadas na solução de uma grande variedade de problemas práticos. No que diz respeito aos fundamentos da teoria, tem havido um esforço contínuo no sentido de generalizá-la de forma que o eletromagnetismo seja um caso particular de uma teoria mais geral (Halliday & Resnick, 1980).
As equações de Maxwell em guias de onda, como o guia retangular e o guia circular, podem ser de duas naturezas diferentes: modo transversal elétrico (TE) e modo transversal magnético (TM). Já numa linha de transmissão, como o cabo coaxial ou a linha bifilar, o modo de propagação é o modo transversal eletromagnético (TEM). As ondas do modo TE são ondas em que o campo elétrico é perpendicular à direção de propagação e as ondas do modo TM são ondas em que o campo magnético é perpendicular à direção de propagação. As ondas TEM são aquelas em que tanto o campo elétrico como o campo magnético são perpendiculares à direção de propagação (Carvalho, 2005).
Os três tipos mais comuns de linhas de transmissão de dois condutores que suportam ondas do modo TEM são os seguintes:
· Linha de transmissão de placas paralelas
· Linha de transmissão de dois condutores (linha bifilar)
· Linha de transmissão coaxial (Cheng, 1993)
O modo TEM de uma linha de transmissão é o modo mais fácil de estudar. Isto ocorre porque os campos elétricos e magnéticos do modo TEM produzem tensões e correntes que podem ser determinadas univocamente. Uma vez que são escalares, estas tensões e correntes são relativamente fáceis de medir e modelar (Demarest, 1998). 

2.3. [bookmark: _Toc429785551]Geração de Números Aleatórios

A noção base da teoria da probabilidade é a de uma experiência aleatória: uma experiência cujo resultado não pode ser antecipadamente determinado. O exemplo simples é uma experiência na qual uma moeda é lançada ao ar um determinado número de vezes. O espaço amostral desta experiência é o conjunto de todos os resultados possíveis.
Um gerador de números aleatórios é um algoritmo que gera uma sequência de números, que são independentes uns dos outros (Rubinstein & Kroese, 2008).
Os computadores são programados para resolver cálculos exatos e fazer tarefas pré-programadas logo, gerar números aleatórios por si só torna-se impossível. Se um computador usar sempre o mesmo algoritmo, irá gerar a mesma sequência de números aleatórios. Para evitar isso, os computadores necessitam de random seeds (sementes) - números que indicam onde começar a gerar os números aleatórios. Eles baseiam-se então nestes random seeds para que as sequências de números sejam diferentes umas das outras, independentemente do número de vezes que se executa o mesmo algoritmo. A forma mais simples de gerar sequências aleatórias é basear-se no tempo. O tempo é uma boa base para gerar sequências de números aleatórios pois, o instante em que se executa um programa nunca vai ser o mesmo (Lima & Filho, 2009).
Nesta dissertação com vista a acelerar todo o processo de MC fez-se um estudo cuidado sobre geradores de números aleatórios.
Os geradores estudados em questão foram: 
· Rand() da biblioteca do C;
· Ranf() que pode ser definido no C;
· R250_521_random() desenvolvido por Michael Brundage;
· FastRand() uma proposta desenvolvida pela Intel;
· Random() desenvolvido por Steve Park e Keith Miller.



2.4. [bookmark: _Toc429785552]Métodos de Monte Carlo

Os métodos de MC são métodos numéricos não determinístico usados para fazer previsões sobre processos estocásticos, ou seja, fenómenos que têm algum componente aleatório. É uma técnica de análise através de algoritmos computacionais que utiliza, de um modo essencial, a geração de números aleatórios. Foi introduzido por Stanislaw Ulam e Jonh von Neumann, que inventaram o método para resolver problemas de difusão de neutrões em “Los Alamos”, em meados dos anos 40. No entanto, a primeira aplicação de um método de MC foi empregue pelo naturalista francês Conde de Buffon em 1733 que imaginou uma experiência para estimar o valor de  (Shonkwiler & Mendivil, 2009). Contudo, na altura de Conde de Buffon o termo Monte Carlo não tinha ainda sido introduzido.
Trata-se de uma ferramenta utilizada para a análise numérica de problemas em ciência (e outras disciplinas) que tem sido recentemente usada na resolução de problemas nos ramos da engenharia (eletromagnetismo, por exemplo), matemática, indústria e entretenimento (Lezhnev, 2005).
O funcionamento destes métodos assenta na geração de uma grande amostra de determinada distribuição da qual são estudadas as suas propriedades estatísticas. Mais precisamente, o princípio de funcionamento do método MC baseia-se na estimativa dos valores esperados de grandezas usando grandes conjuntos de números aleatórios (Alves, 2011). Vale a pena referir que os números aleatórios desempenham também um papel fundamental nas telecomunicações: são usados por exemplo diretamente na transmissão e segurança de dados através de ondas ou através da internet. A aplicação inteligente dos números aleatórios pode por exemplo permitir que os dados da internet possam ser codificado, tal como acontece nas informações de cartão de crédito para o consumidor efetuar uma compra ou para efetuar uma transação de ações bancárias (Shonkwiler & Mendivil, 2009).
Alguns métodos de MC são métodos sem malha (meshless). Nesses casos, é possível obter a solução diretamente num ponto arbitrário do domínio de simulação sem considerar o resto do campo computacional. No caso dos métodos tradicionais existe sempre uma malha. A discretização leva a problemas como a dispersão numérica que, na prática, vai limitar o nível de detalhe. Um outro aspeto que vale a pena referir é que no caso dos métodos sem malha podemos facilmente simular problemas sem condições fronteira, porque estes métodos toleram bem a existência de pontos a grandes distâncias. Finalmente, estes métodos são especialmente adequados para processamento paralelo, um campo que tem ganho maior importância nos últimos anos (Sadiku, 2009). 

2.4.1. [bookmark: _Toc429785553]Aplicações do Método Monte Carlo

O método de MC tem inúmeras aplicações em diversos ramos da ciência, engenharia, negócios, e outras disciplinas. Grande parte da aplicação do método MC em eletromagnetismo tem sido na área da teoria potencial. A teoria potencial probabilística (Random Walk) foi o primeiro método de MC introduzido em 1944 por Kakutani estabelecendo a conexão entre a teoria do potencial e o movimento browniano (Lezhnev, 2005).

2.5. [bookmark: _Ref425244040][bookmark: _Toc429785554]Equações Diferenciais Parciais 

Uma EDP é uma equação que envolve uma função desconhecida de duas ou mais variáveis e alguns dos seus derivados parciais (Evans, 1998).
A fórmula de Feynman-Kac aplica-se a uma ampla classe de EDP’s com um termo potencial (Baran, Yin, & Zhu, 2013; Dalang, Mueller, & Tribe, 2008).
As EDP’s de segunda ordem são generalizações naturais da equação do calor (Evans, 1998). A forma geral destas é dada por: 

	
	
	(2.1)



A classificação das EDP’s baseia-se no sinal do discriminante. As equações são classificadas de acordo com a equação , consoante o seu resultado negativo, zero ou positivo. Se o resultado é negativo são classificadas como elípticas (equações de Laplace), caso o resultado seja zero são classificadas como parabólicas (equações de difusão) caso o resultado seja positivo as equações são classificadas como hiperbólicas (equações de onda). 
A fórmula de Feynman-Kac tem uma representação probabilística (elíptica e parabólica) e pode ser calculada num único ponto ou no campo inteiro (Brady, 2005). 
 
A fórmula de Kac-Goldstein estabelece a relação entre processos estocásticos e as equações hiperbólicas. E através desta obtém-se as equações do telégrafo (Poisson Random Walk) (Kolesnik, 2012; Montero, 2004; Evans, 1998). Esta seção 2.5 permite um enquadramento desta dissertação no contexto das EDP’s pois, o método MPPEF utilizado nesta dissertação parte das equações do telégrafo.
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3. [bookmark: _Ref425262075][bookmark: _Ref429586463][bookmark: _Toc429785555]Formulação Probabilística das Equações do Telégrafo

Neste capítulo é descrita a formulação probabilística que dá origem ao novo algoritmo. Para introduzi-lo foi necessário um aprofundado estudo prévio sobre o método desenvolvido em (Acebrón & Ribeiro). A informação relativa às equações de toda a formulação probabilística encontra-se detalhada nos apêndices.
Um modelo realista de uma linha de transmissão deve ter em conta vários fatores tais como as caraterísticas capacitivas e indutivas do armazenamento de energia da linha assim como as perdas no meio dielétrico e a condutividade dos fios. Duas linhas de transmissão condutoras com perdas são bem conhecidas para serem modeladas com precisão pelas equações do telégrafo:

	
	
	[bookmark: eq_Telegrafo_Tensao](3.1)



	
	
	[bookmark: eq_Telegrafo_Corrente](3.2)



onde  e  denotam a tensão e a corrente instantâneas num determinado ponto  na linha no instante . Neste momento está-se a assumir que a linha é infinita. L, C, R e G são os quatro parâmetros por unidade de comprimento que caraterizam a linha, a indutância, capacitância, resistência e condutância, respetivamente.
Através de uma diagonalização e seguindo a estratégia apresentada em (Acebrón & Ribeiro) é possível transformar as equações do telégrafo noutro par de EDP’s de primeira ordem

	
	
	[bookmark: fim_do_A0_funcao_f](3.3)



	
	
	[bookmark: fim_do_A0_funcao_b](3.4)



onde  é a velocidade de fase,  e  é o parâmetro de distorção da linha. As funções  e  descrevem a propagação dos campo para a frente e para trás e estão diretamente relacionados com a tensão e com a corrente através das equações

	
	
	[bookmark: f_em_funcao_de_v_e_i](3.5)



	
	
	[bookmark: b_em_funcao_de_v_e_i](3.6)



onde  é a resistência caraterística da linha de transmissão com perdas.
As equações (3.3) e (3.4) são uma generalização das equações de transporte que inclui novos termos que têm em conta as perdas da linha. Em particular, estas equações representam uma das possíveis diagonalizações das equações do telégrafo que conseguem isolar todos os derivados de tempo e espaço num único campo de acordo com a equação  no caso da equação (3.3) e  no caso da equação (3.4). Isto revela-se importante porque o problema não homogéneo resultante descrito pelas equações (3.3) e (3.4) pode ser interpretado como dois “Cauchy problems” inter-relacionados que são amplamente conhecidos por terem uma representação integral associada a eles. A construção desta representação integral, pode ser facilmente encontrada em (Acebrón & Ribeiro) e também em toda a dedução feita nos apêndices. Nesta capítulo passa-se diretamente para a sua interpretação probabilística à luz do método de MC. Por isso, considera-se a função de densidade exponencial

	
	
	[bookmark: funcao_de_densidade_exponencial](3.7)



onde  é a função Heaviside e  é um tempo aleatório. Sendo  o valor esperado ou a média esperada da variável aleatória , então, como se pode seguir pela dedução apresentada nos apêndices, respetivamente a função  na seção 1.4 e a função  na seção 1.6, tem-se a seguinte representação probabilística

	
	


	[bookmark: fim_do_A3](3.8)



	
	


	[bookmark: fim_do_A5](3.9)



onde e as equações  e  são, respetivamente, a condição fronteira da esquerda e a condição fronteira da direita. Estão-se a colocar deliberadamente condições fronteira em ambos os lados da linha e está-se a assumir que tem um comprimento . Isto é obrigatório para todos os métodos clássicos com base em diferenças finitas, no entanto não é uma condição necessária no método de MC, (Acebrón & Ribeiro).
Para explicar como o algoritmo funciona, vai-se supor que é obrigatório avaliar a função . Primeiramente gera-se um número aleatório  cujas estatísticas seguem a função de densidade exponencial dada pela equação (3.7). De acordo com a equação (3.8), existem duas regiões distintas, que têm que ser consideradas separadamente, estas são as regiões  e . Pode-se facilmente verificar que o primeiro termo da equação (3.8), que envolve , faz sentido apenas na região , devido a . Da mesma forma, relativamente ao último termo da função  que contém  , resume-se apenas à região , por causa de . A seguinte figura ilustra a situação das condições fronteira, das condições iniciais, das regiões  e  para a função  e ainda das regiões  e  para a função .


























[bookmark: _Toc429771835]Figura 2. Versão gráfica das condições iniciais, das condições fronteira, das regiões  e  para a função  e das regiões  e  para a função .

Apenas o termo do meio da equação (3.8) que contém , não inclui qualquer um dos membros seletivos e , ou seja, detém ambas as regiões. Há, no entanto, duas possibilidades em cada região que têm de ser quebradas e para tal usa-se o número aleatório . Como é que se deve proceder para usar a aleatoriedade de  para resolver este problema em particular? A resposta a esta questão, também está embutida na equação (3.8). Pode ser resumida da seguinte forma: há um valor limite do tempo aleatório , que se denomina , de tal forma que se  invoca-se sempre o termo médio, . Se  escolhe-se entre e , de acordo com a região em consideração após a explicação acima. O tempo  limitante é, de acordo com a função , igual a  para a região  e igual a  para a região . Esse conjunto de regras para  encontra-se resumido na Tabela I. Aqui,  representa a enésima amostra estimada da função .

[bookmark: _Ref421134049][bookmark: _Toc429771805]Tabela I. Conjunto de regras para determinar 
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	



Usando a equação (3.9) e uma abordagem semelhante à que se acabou de descrever para , obtém-se a Tabela II para o caso de . Observa-se ainda que, quando se avalia, há uma hipótese de se ter de invocar . É de notar que o termo  da função , corresponde à situação que em nem uma condição fronteira, nem uma condição inicial foi encontrada. Ou seja, em última análise, o processo de cálculo de  é um processo recursivo que pode chamar não só  como também  várias vezes, com diferentes valores de  e . Este processo recursivo entre a equação (3.8) e a equação (3.9) só termina quando uma condição inicial  ou  for encontrada.

[bookmark: _Ref424200657][bookmark: _Toc429771806]Tabela II. Conjunto de regras para determinar 
	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	



Se forem avaliadas  amostras independentes de , isto é, para um , e a partir da média

	
	
	[bookmark: media_do_f](3.10)



descobre-se que essa média deve ser muito próxima do valor de  quando  tende para infinito. Na verdade, como pode ser visto a partir da equação (3.8),  é o valor esperado de todas as estimativas de , as quais são avaliadas utilizando o procedimento descrito acima.
Para o caso de , o seu valor é aproximado por , onde
	
	
	[bookmark: media_do_b](3.11)



Finalmente, usando as expressões das equações (3.5) e (3.6), que relacionam a voltagem e a corrente para a frente e para trás num campo de propagação, obtém-se

	
	
	[bookmark: media_da_tensao_em_funcao_de_f_e_b](3.12)



	
	
	[bookmark: media_da_corrente_em_funcao_de_f_e_b](3.13)


									      
A média da tensão e corrente calculada de acordo com estas fórmulas também irá convergir para os valores de ,  quando  tender para infinito. O método aqui descrito nesta seção é um método probabilístico para resolver as equações de linha com perdas e com condições fronteira gerais.
Formulação Probabilística das Equações do Telégrafo
 Formulação Probabilística das Equações do Telégrafo

45


4. [bookmark: _Toc429785556]Formulação Probabilística das Condições Fronteira e da Fonte de Tensão

Até agora só foi caraterizado o funcionamento de uma linha de transmissão de comprimento   e com condições fronteira gerais  e  No entanto, isto não é suficiente para resolver um problema real. Nesta seção vai-se mostrar como é possível implementar condições fronteira específicas para o método de MC desenvolvido no último capítulo. Vai-se considerar o caso de uma linha de transmissão com perdas de comprimento , que numa extremidade contém um gerador com uma impedância interna  e na outra extremidade uma impedância de carga . A situação é representada na Figura 3.













[bookmark: _Ref424304989][bookmark: _Toc429771836]Figura 3. Linha de transmissão com perdas de comprimento  que no terminal do gerador contém uma impedância interna  e no terminal da carga contém uma impedância de carga .

Nesta dissertação foram estudados 3 métodos para resolver as equações de uma linha de transmissão com perdas e com condições fronteira específicas. Para efeitos de ilustração dos 3 métodos é estudado o caso particular em que a fonte de tensão  da linha de transmissão é dada por um impulso gaussiano.



4.1. [bookmark: _Ref424373545][bookmark: _Toc429785557]Método 1 – Impulso Gaussiano no Domínio do Tempo

O método descrito nesta seção funciona da forma prevista no artigo (Acebrón & Ribeiro). Este foi, no entanto, um estudo inicial aprofundado necessário nesta dissertação a fim de poder progredir na formulação e inovar o algoritmo já existente em (Acebrón & Ribeiro). 
Neste método apenas é considerado o caso mais simples de um circuito resistivo, isto é, o caso em que as impedâncias da Figura 3 são resistências.
Relativamente à fonte de tensão esta é dada por um impulso gaussiano definido no domínio temporal descrito pela seguinte expressão:

	
	
	[bookmark: impulso_gaussiano](4.1)



É de notar que neste método toda a formulação probabilística é desenvolvida no domínio do tempo.
Com base na Figura 3 facilmente se obtêm as equações no terminal da carga e no terminal do gerador:

	
	
	[bookmark: condicao_fronteira_tensao_em_l](4.2)



	
	.
	[bookmark: condicao_fronteira_tensao_em_0](4.3)



Como é já sabido, a tensão e a corrente têm uma relação direta com as equações (3.5) e (3.6) desenvolvidas na formulação probabilística do capítulo 3. Então com base nas condições fronteira descritas pelas equações (4.2) e (4.3) pode-se rescrever as equações (3.5) e (3.6) para as fronteiras  e :

	
	
	[bookmark: condicao_fronteira_f_de_0](4.4)



	
	
	[bookmark: condicao_fronteira_b_de_l](4.5)





Os parâmetros e  são os coeficientes de reflexão do gerador e de carga, respetivamente. O parâmetro  é o coeficiente de divisão de tensão da fonte. Como se está a analisar um circuito resistivo estes três parâmetros são constantes e são expressos pelas equações:

	
	
	
	[bookmark: zeta](4.6)



O método tem agora em conta a sua recursividade, as condições fronteira e as condições iniciais. O método está então completo pois, caso se queira determinar  ou , todas as hipóteses do algoritmo aleatório descrito na Tabela I e Tabela II têm solução.

4.2. [bookmark: _Ref424374269][bookmark: _Ref424638200][bookmark: _Toc429785558]Método 2 – Impulso Gaussiano no Domínio Espectral Utilizando a Transformada de Fourier


A principal caraterística deste método é que é totalmente definido no domínio espectral. Por esta razão introduz-se o MPPEF uniforme baseado em MC.
Para este método 2 também se considera o caso mais simples de uma linha de transmissão com perdas de comprimento  e com extremidades resistivas.
Segue-se na seção 4.2.1 a implementação das condições fronteira e na seção 4.2.2 o MPPEF uniforme.


4.2.1. [bookmark: _Ref424549454][bookmark: _Toc429785559] Condições Fronteira

Começa-se então por descrever as equações nos terminais do gerador e da carga no domínio espectral. Seja  a frequência angular da tensão sinusoidal , obtém-se em seguida, 

	
	
	[bookmark: freq_condicao_fronteira_tensao_em_l](4.7)

	

	.
	[bookmark: freq_condicao_fronteira_tensao_em_0](4.8)


    É de notar que as condições fronteira não podem ser usadas diretamente no método descrito no capítulo 3 porque este está desenvolvido para os campos de propagação que se deslocam para a frente e para trás, isto é, para  e para . É então necessário transformar as equações (3.5) e (3.6) para o domínio espectral utilizando a transformada de Fourier. Em seguida, utilizando  e  juntamente com as condições fronteira nas equações (4.7) e (4.8) obtém-se

	
	
	[bookmark: freq_condicao_fronteira_f_de_0](4.9)
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onde as expressões de ,  e   são dadas pelas equações (4.6). Estes parâmetros são dados pelas mesmas equações (4.6) pois, neste método, a impedância interna do gerador e a impedância da carga também são dadas por  e , respetivamente.
O que se acaba de provar é que, quando é necessário calcular a enésima estimativa de  e , ou seja,  e , há uma hipótese de se ter de calcular  e (ver a Tabela I e Tabela II), no domínio espectral, onde  e  são descritos por
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	[bookmark: freq_condicao_fronteira_chi](4.12)


Obtém-se então um método que tem em conta tanto as condições iniciais, através das funções  e , como as condições fronteira, através das equações (4.11) e (4.12).


4.2.2. [bookmark: _Ref424549470][bookmark: _Toc429785560] Método Probabilístico de Partição Espectral da Fonte Uniforme

Explica-se em seguida como implementar a conexão entre o domínio espectral e o domínio do tempo no método probabilístico desenvolvido no capítulo 3. 
O princípio de funcionamento do método é simples: primeiro, determina-se a transformada de Fourier do sinal . Em seguida, extrai-se a informação sobre a sua amplitude e fase. Em geral, pode ser difícil encontrar uma solução analítica para o problema. Nesse caso, pode-se sempre abordá-lo do ponto de vista numérico. Isto, no entanto, não é o caso do impulso gaussiano, este é um sinal muito comum no estudo e análise de circuitos, que tem uma solução teórica simples para a amplitude e fase:

	
	
	[bookmark: Amplitude_impulso_gaussiano](4.13)



	
	
	[bookmark: Argumento_impulso_gaussiano](4.14)


						
De seguida, gera-se uma frequência angular aleatória , que é utilizada para todos os cálculos de  e  de modo que esta é chamada a enésima frequência angular. Na prática, sempre que é necessário o cálculo de , como é o caso em que a condição fronteira  é invocada, em vez de usar a equação (4.1) usa-se a função sinusoidal com amplitude e fase dadas pelas equações (4.13) e (4.14), convenientemente substituindo o valor de  com o valor da frequência angular aleatória gerada , isto é,

	
	
	[bookmark: Trans_Inv_Fourier_Impulso_Gaussiano](4.15)



O método assim descrito é o método mais simples para a partição da fonte, onde a frequência angular aleatória na enésima ordem do cálculo pode ser gerada com uma distribuição uniforme. Isso, no entanto, tem duas desvantagens: a primeira é que é necessário gerar números igualmente prováveis entre 0 e . A segunda é que formas mais simples de gerar números aleatórios uniformes exigem que os limites superior e inferior sejam finitos e especificados. Pode-se, no entanto, definir esses limites como 0 (limite inferior) e um número arbitrariamente grande (limite superior). Mas desta forma está-se a fazer uma aproximação sobre o limite superior. Mesmo considerando que não é uma solução prática e rápida para a geração de números aleatórios distribuídos uniformemente entre 0 e , esta solução será sempre de interesse limitado porque os números aleatórios grandes irão contribuir pouco para a solução global, uma vez que para  tem-se .
Portanto, a solução que se apresenta neste método 2, para evitar estes problemas consiste em utilizar uma aproximação em que o limite inferior é ajustado para 0 e o limite superior é definido como um número inteiro múltiplo fixo de , que é uma medida da largura da amplitude do impulso no domínio da frequência. A partir de agora, será denominada de coeficiente de truncamento da fonte. Se este número tender para 0 perde-se parte do conteúdo espectral do sinal. Se, por outro lado, for utilizado um valor elevado para o coeficiente de truncamento, o método irá gerar uma grande quantidade de números que não contribuem de forma significativa para a solução global. Com base nos conhecimentos adquiridos, um valor entre 5 e 10 é uma escolha razoável.
Este método 2, como descrito acima, apresenta alguns problemas, no entanto, este pode ser melhorado, o que poderá ser observado no subcapítulo 4.3. Este introduziu novas ferramentas importantes de análise de circuitos no domínio espectral, permitindo uma aproximação significativa a um dos principais objetivos desta dissertação que era resolver as equações do telégrafo com condições fronteira não só resistivas (resistências) como com condições fronteira reativas (bobina e condensador). 





4.3. [bookmark: _Ref424374281][bookmark: _Toc429785561]Método 3 – Formulação das Condições Fronteira e MPPEF Utilizando a Transformação de Box-Muller


Neste subcapítulo é apresentado o terceiro e mais eficiente método dos três apresentados nesta dissertação para resolver as equações do telégrafo. Tanto a formulação das condições fronteira como a formulação da fonte de tensão têm alterações significativas em relação aos métodos 1 e 2 anteriormente descritos. Desta forma, desenvolveram-se novas equações para os terminais do gerador e da carga e é ainda introduzido o MPPEF gaussiano.
Com este terceiro método vai-se então considerar o caso mais geral de uma linha de transmissão representada pela Figura 3.
As funções  e  no método 3 vão funcionar de acordo com a Figura 4 e Figura 5.
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[bookmark: _Ref425353597]



[bookmark: _Ref425553793][bookmark: _Toc429771837]Figura 4. Fluxograma da função  utilizando o método 3 (Formulação das condições fronteira e MPPEF utilizando a transformação de Box-Muller).



























































[bookmark: _Ref425353605][bookmark: _Toc429771838]Figura 5. Fluxograma da função  utilizando o método 3 (Formulação das condições fronteira e MPPEF utilizando a transformação de Box-Muller).


De seguida vai-se mostrar como se obtêm as equações para as condições fronteira em  e em  de acordo com a Figura 4 e Figura 5.

4.3.1. [bookmark: _Toc429785562] Condições Fronteira Utilizando a Transformada de Fourier

Nesta seção é apresentada uma dedução puramente matemática para as novas equações dos terminais do gerador e da carga, que são respetivamente as equações (4.37) e (4.48). Demonstra-se também como determinar a solução destas duas equações para o caso das impedâncias da Figura 3 serem dadas por uma resistência, bobina ou condensador.



4.3.1.1. [bookmark: _Ref425525825]Equação do Terminal no Gerador

No início de uma linha de transmissão pode escrever-se a condição fronteira:

	
	
	[bookmark: Inicio_de_linha_transmisao_frequencia](4.16)

	
	
	


Notando que a tensão e a corrente, no domínio espectral, podem ser dadas por: 

	
	
	(4.17)

	
	
	(4.18)



A função  no domínio da frequência fica:

	
	

	(4.19)


Onde  corresponde ao coeficiente de divisão da fonte de tensão e  corresponde ao coeficiente de reflexão da carga, ambos em função de , ou seja no domínio espectral.

	
	
	(4.20)



É de notar que a impedância  pode ser um componente resistivo ou reativo, isto é, uma resistência, uma bobina ou um condensador.
	Considerando o caso particular em que as funções  e  são representadas por uma função sinusoidal geral de amplitude A tem-se:
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Utilizando a transformada de Fourier nas funções  e  obtém-se as seguintes expressões:
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Que também podem ser representadas por 
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	(4.26)



Onde
	
	
	(4.27)



	
	
	(4.28)




Utilizando as expressões de  e  na função  obtém-se

	
	 

 

	(4.29)



Como são a transformada de Fourier de um sinal real, pode-se escrever

	
		e 	
	(4.30)





Portanto  podem ser representados por um número complexo 
	
	    ;    
    ;    
	(4.31)



Onde os valores de  dependem do componente interno do gerador e podem ser determinados a partir das expressões 
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Utilizando as equações  e  acima descritas, na função  tem-se 
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Recorrendo à transformada inversa de Fourier obtém-se a expressão de  que é dada por  

	
	

	(4.35)



Onde 
	
	
	(4.36)



E portanto a nova condição fronteira no terminal do gerador é dada por:

	
	
	[bookmark: condicao_fronteira_f_de_0_para_R_e_Fi](4.37)



É de notar que, as frequências aleatórias são a chave do algoritmo. Antes de executar uma função  é gerada uma frequência aleatória , e esta agora é um parâmetro da função . A função  utiliza a frequência aleatória  sempre que uma trajetória embata na condição fronteira do gerador ou, caso nenhuma condição inicial ou condição fronteira seja encontrada, esta invoca uma função  e a mesma frequência  será utilizada na recursividade entre as funções  e .
Como dito acima os valores de  dependem da impedância interna do gerador . Explica-se então de seguida como se determinam os valores destas variáveis para a situação de uma resistência, bobina e condensador. 
No caso da fonte de tensão conter uma impedância interna  as expressões de  e  são dadas por:
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Então conclui-se que ,   e  para o caso da impedância interna do gerador ser uma resistência são:
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No caso da fonte de tensão conter uma impedância interna , ou seja, na caso da impedância interna do gerador ser uma bobina, as expressões de  e  são dadas por:
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	(4.42)



Nota: Denominou-se  (bobina no gerador) de forma a diferenciar de  (bobina na carga). 

Então conclui-se que ,   e  para o caso da impedância interna do gerador ser uma bobina são:

	
	
	(4.43)




Para o caso da fonte de tensão conter uma impedância interna   as expressões de  e  são dadas por:

	
	



	(4.44)



	
	

 
	(4.45)



Nota: Denominou-se  (condensador no gerador) de forma a diferenciar-se de  (condensador na carga).

Então conclui-se que ,   e  para o caso da impedância interna do gerador ser um condensador são:
	
	

	(4.46)


Embora seja possível a impedância interna do gerador ser dada por uma bobina ou por um condensador, na prática não é muito comum.

4.3.1.2. Equação do Terminal na Carga


No final de uma linha de transmissão pode escrever-se a condição fronteira

	
	,
	[bookmark: Fim_da_linha_transmissão_frequencia](4.47)



e usando um processo matemático similar ao descrito para encontrar a equação do terminal no gerador pode-se chegar à nova condição fronteira no terminal da carga

	
	
	[bookmark: condicao_fronteira_b_de_l_para_R_e_Fi](4.48)



onde  e  dependem do componente do terminal na carga.
Novamente, seguindo um processo similar ao descrito na seção 4.3.1.1 para encontrar ,   e  pode-se obter os valor de  e .
Para o caso em que a impedância do terminal na carga é dada por , os parâmetros  e  são
	
	

	(4.49)



No caso da impedância no terminal da carga ser  , tem-se

	
	

	(4.50)


E no caso da impedância na carga ser ,   e  são

	
	

	(4.51)


À semelhança da equação no terminal do gerador a frequência aleatória  desempenha um papel fundamental na equação do terminal na carga. Também aqui a frequência  é um parâmetro da função . De acordo com a Tabela II, existe a possibilidade da função  agora adaptada para  ter de invocar a função  A mesma frequência  é utilizada neste processo recursivo entre as funções  e  . 


4.3.2. [bookmark: _Toc429785563][bookmark: _Ref424898955][bookmark: _Ref424898968]Método Probabilístico de Partição Espectral da Fonte Gaussiano 
	
Nesta seção é explicada uma forma de melhorar o MPPEF uniforme do subcapítulo 4.2.2 através da transformação de Box-Muller.
Inicialmente transforma-se o sinal no domínio do tempo , equação (4.1), para o domínio espectral através da transformada de Fourier obtendo assim o sinal:

	
	
	[bookmark: Trans_Fourier_Impulso_Gaussiano](4.52)



Seguidamente extrai-se a informação relativa somente à fase do sinal. A fase é descrita pela equação (4.14). Agora, como se explicará de seguida, com a transformação de Box-Muller a amplitude do sinal vai ser irrelevante.
O MPPEF gaussiano funciona da seguinte forma: primeiramente, através da transformada de Box-Muller gera-se, segundo uma distribuição gaussiana, uma frequência angular aleatória . Para isto é necessário fornecer o parâmetro µ que diz respeito à média da distribuição e o parâmetro  que é o desvio padrão. Tendo em conta que a expressão de uma distribuição gaussiana ou distribuição normal standard é dada por
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e tendo em conta a equação (4.52) pode-se definir os parâmetros µ e  por

	
	
	
	
	
	(4.54)



Gerada a frequência angular aleatória , esta é utilizada para os cálculos de  e  sempre que necessário. Agora, quando a equação do gerador é invocada, em vez de ser utilizada a equação (4.1) do método 1 ou a equação (4.15) do método 2, usa-se a função sinusoidal

	
	
	[bookmark: TransInv_Fourier_Impulso_Gaussiano_s_amp](4.55)

	
	
	


É de notar que a equação (4.55) não tem a componente de amplitude do sinal . Isto acontece porque a frequência angular aleatória  já foi gerada segundo uma distribuição gaussiana e, desta forma, a frequência angular já tem a componente da amplitude do sinal incorporada. Esta é a grande diferença entre o MPPEF gaussiano e o MPPEF uniforme da seção 4.2.2.
Resumindo o problema do MPPEF uniforme, como o nome indica, a distribuição de frequências aleatórias era uniforme e, em função disso, tinha que se definir um limite máximo e mínimo para truncar a gama de números aleatórios. A solução deste problema é limitada. Se, a gama de possíveis valores aleatórios for grande, o método gera uma grande quantidade de números que não contribuem de forma significativa para a solução global, penalizando a performance do método. Se, por outro lado, uma melhor performance for pretendida pode-se utilizar uma gama de valores mais pequena mas, desta forma, perde-se parte do conteúdo espectral do sinal, penalizando o erro estatístico.
No MPPEF gaussiano com a geração de números aleatórios segundo uma distribuição gaussiana não é necessário definir um valor máximo e mínimo para truncar o universo amostral. Uma vez definidos os parâmetros µ e , automaticamente cerca de 99,74% das frequências vão ser geradas dentro da gama de valores  e  de acordo com a equação (4.53). Para além disso, este método não exclui as restantes frequências com uma pequena probabilidade, não penalizando o erro estatístico. E, se frequências pouco prováveis ocorrerem, o algoritmo contabiliza-as sem perder nenhuma performance.
A transformação de Box-Muller é o método através do qual é feita a geração dos números aleatórios segundo uma distribuição gaussiana. É esta transformação que permite ter-se um MPPEF robusto.
De forma a melhorar a performance do método foi estudada a transformação de Box-Muller que pode ser expressa de duas formas, na forma básica e na forma polar. 

4.3.2.1. Box-Muller Básico

A forma básica da transformação de Box-Muller funciona da seguinte forma:
1. Gera-se duas variáveis aleatórias independentes que são distribuídas uniformemente entre o intervalo [0, 1]. Estas são designadas por  e .
2. De seguida obtém-se outras duas variáveis aleatórias independentes,  e , através das expressões:
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	[bookmark: z1_basico](4.57)



3. Por fim, basta multiplicar  e  por σ e somar-lhes o μ.

Caso se deseje gerar apenas um único número aleatório segundo uma distribuição gaussiana pode-se utilizar apenas uma das equações (4.56) ou (4.57) mas, para gerar apenas um número utilizando este algoritmo será sempre necessário a geração de  e . Para a formulação probabilística em questão isto não se aplica pois, na verdade o que se deseja é gerar uma vasta gama de números aleatórios. Desta forma, visto que para aplicar uma das equações (4.56) ou (4.57) se tem sempre que gerar 2 números aleatórios distribuídos uniformemente entre [0, 1], no caso desta dissertação aproveita-se sempre as duas variáveis  e .

4.3.2.2. Box-Muller Polar

A forma polar da transformação de Box-Muller funciona da seguinte forma:
1. Gera-se duas variáveis aleatórias independentes que são distribuídas uniformemente entre o intervalo [-1,1]. Estas são designadas por  e .
2. De seguida calcula-se uma variável , dada por:
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3. Se  for diferente de 0 e em simultâneo menor que 1 faz-se: 

	
	
	(4.59)



	
	
	(4.60)



Se não volta-se para o ponto 1 e repete-se o processo.
4. Por fim, este ponto é similar ao ponto 3 do processo de Box-Muller Básico obtendo-se:
	
	,
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	[bookmark: z1_sigma_mu](4.62)



Uma vez obtidas as variáveis aleatórias gaussianas com a transformada de Box-Muller o que se faz na prática é invocar as funções  e . É de notar que a frequência  é um parâmetro de  e que  é um parâmetro de . Desta forma não se está a cometer um erro ao calcular  e  com diferentes frequências? Não, porque na verdade, excluindo o normal erro estatístico, é igual invocar as funções  e  ambas com  ou com . Isto acontece porque  amostras independentes de  e de  são calculadas e  tende para infinito. 
Comparando a performance da forma básica com a performance da forma polar obtém-se a Tabela III.


[bookmark: _Ref424742775][bookmark: _Ref424743057][bookmark: _Toc429771807]Tabela III. Comparação da performance da transformação de Box-Muller Básico com a transformação de Box-Muller Polar
	Números Aleatórios Gaussianos
	Básico (s)
	Polar (s)

	
	0,012
	0,008

	
	0,077
	0,056

	
	0,849
	0,617

	
	8,836
	5,671

	
	74,905
	55,219



Todas as simulações desta dissertação foram efetuadas usando um processador Intel Core i5-2467M @ 1.60 GHz.
Como se pode observar pela Tabela III, a forma polar da transformada de Box-Muller tem um desempenho superior gerando números aleatórios gaussianos mais rápido. Por esta razão, toda a implementação do código relativo à transformação de Box-Muller foi desenvolvida na forma polar.
No processo de geração de números aleatórios, tanto no passo 1 da forma básica como no passo 1 da forma polar, é sempre necessário gerar números aleatórios uniformemente distribuídos entre um intervalo, [0,1] para o Box-Muller Básico ou entre [-1,1] para o Box-Muller Polar. No capítulo 5 mostra-se o estudo de alguns geradores de números aleatórios com o objetivo de tornar todo o algoritmo mais rápido e eficiente.
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5. [bookmark: _Ref425509937][bookmark: _Toc429785564]Geradores de Números Aleatórios para a Transformada de Box-Muller Polar
	

De forma a tornar o algoritmo do capítulo 4.3 mais rápido e eficiente foi feito um estudo de alguns geradores de números aleatórios na linguem C. Os geradores estudados foram o rand(), ranf(), r250_521_random(), fastRand() e random().
O processo para gerar números aleatórios uniformemente distribuídos no intervalo [-1,1] para as funções rand(), ranf(), r250_521_random() e fastRand() funciona da seguinte forma:
1. As funções geram um número aleatório pertencente ao intervalo [0, Máximo], sendo que “Máximo” é o maior número aleatório possível. 
2. De seguida o número aleatório criado é dividido pela constante RAND_MAX do C. Desta forma qualquer que seja o número aleatório, quando dividido por RAND_MAX este vai sempre pertencer ao intervalo entre [0,1].
3. Em terceiro lugar, visto que o objetivo é obter número aleatórios no intervalo [-1,1] para se utilizar na transformada de Box-Muller Polar, basta multiplicar por 2 o intervalo [0, 1] e de seguida subtrair 1.

E é através deste processo que se obtêm os números aleatórios entre [-1,1] para a transformada de Box-Muller Polar. 
A função random() foi desenvolvida por Steve Park e Keith Miller em 1988. Esta tem uma particularidade em relação às restantes funções. Esta foi desenvolvida para devolver automaticamente um número aleatório no intervalo [0,1]. Desta forma, salta-se diretamente para o passo 3 no processo acima descrito.
A função rand() é a mais famosa função da linguem C para gerar números aleatórios, no entanto e como é possível observar na Tabela IV não é a função que gera os números aleatórios mais rapidamente.
A função ranf() funciona com constantes e estas, embora trabalhem da mesma forma, são diferentes das variáveis. As constantes são definidas e gravadas em memória. As variáveis, como o próprio nome indica, podem mudar o seu valor durante a execução do programa. A vantagem de usar o ranf() é que, apesar de ocupar a memória, pode reduzir uma complicada linha de código a uma palavra simples e fácil de usar de forma a tornar o código mais amigável para quem o utilize. Esta é uma questão que, nos dias de hoje tem ganho cada vez mais importância. 
Na Tabela IV encontra-se a performance das 5 funções estudadas a gerarem desde  até  números aleatórios no intervalo [-1,1].

[bookmark: _Ref424821714][bookmark: _Toc429771808]Tabela IV. Comparação da performance em segundos entre as funções rand(), ranf(), r250_521_random(), fastRand() e random() a gerarem números aleatórios no intervalo [-1, 1].
	Funções / Números Aleatórios
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	rand()
	0,001
	0,009
	0,104
	0,831
	6,322

	ranf()
	0,001
	0,010
	0,081
	0,889
	5,913

	r250_521_random()
	0,001
	0,011
	0,116
	1,134
	9,465

	fastRand()
	0,001
	0,004
	0,039
	0,409
	3,061

	random()
	0,001
	0,010
	0,092
	0,722
	6,851




A função r250_521_random() foi desenvolvida por Michael Brundage em 2005. Segundo o autor, esta função é cerca de duas vezes mais rápida que a função rand() do C. No entanto todos os dados relativos a tal desempenho foram obtidos a partir de um Pentium 4 com 2.8 GHz e de um compilador gcc 3.3 do Linux. Além disso, alguns dos números aleatórios gerados pela função r250_521_random() quando divididos por RAND_MAX encontram-se fora do intervalo [0, 1], isto ocorre porque esta função gera alguns números superiores a RAND_MAX. A solução para este problema é fazer um ciclo. Sempre que a função r250_521_random() gerar um número que dividido por RAND_MAX esteja fora do intervalo [0,1] descarta-o, gerando um novo número aleatório. Foi assim que se contornou a situação mas, esta solução exige linhas de código adicionais e, como se pode observar pela Tabela IV e Tabela V, com a adaptação efetuada à função r250_521_random(), esta ficou mais lenta que a função rand() do C.
A função fastRand() não gera números superiores a RAND_MAX e, desta forma, nenhum problema vai existir no processo acima descrito para gerar números aleatórios no intervalo [-1,1]. Esta é uma proposta da Intel para a geração de números aleatórios que foi desenvolvida por Kipp Owens e Rajiv Parikh e publicada em 2012. Na Tabela IV encontra-se o desempenho desta função a gerar números no intervalo [-1, 1] e, como se pode observar é a função que melhor performance demonstrou.
Na Tabela V encontra-se o desempenho de todas as funções passando pelo processo acima descrito de forma a gerarem desde  até  números aleatórios segundo uma distribuição gaussiana. Esta distribuição gaussiana é obtida a partir da transformada de Box-Muller Polar.

[bookmark: _Ref424753182][bookmark: _Toc429771809]Tabela V. Comparação da performance em segundos entre as funções rand(), ranf(), r250_521_random(), fastRand() e random() a gerarem números aleatórios segundo uma distribuição gaussiana.
	Funções / Números Aleatórios Gaussianos
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	

	rand()
	0,008
	0,097
	1,149
	6,775
	55,770

	ranf()
	0,005
	0,072
	1,126
	8,253
	58,587

	r250_521_random()
	0,007
	0,115
	1,359
	10,645
	104,442

	fastRand()
	0,007
	0,088
	1,225
	5,942
	53,101

	random()
	0,006
	0,090
	1,516
	6,358
	58,937
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6. [bookmark: _Ref425509956][bookmark: _Toc429785565]Resultados Numéricos da Formulação das Condições Fronteira e do MPPEF Gaussiano


Neste capítulo apresentam-se os resultados numéricos obtidos que ilustram e corroboram o funcionamento de toda a formulação das condições fronteira e do MPPEF gaussiano descrito no subcapítulo 4.3. 
Os resultados numéricos vão ser divididos em duas partes, resultados com condições fronteira resistivas e resultados com condições fronteira reativas.

6.1. [bookmark: _Ref425072788][bookmark: _Toc429785566]Condições Fronteira Resistivas

Vai-se considerar uma linha de transmissão com perdas de comprimento  = 10 m, e com os seguintes parâmetros de linha: L = 125.0 nH/m, C = 200.0 pF/m, R = 1.0 Ω/m e G = 0.005 mS/m. Para a fonte gaussiana considera-se  = 7.5 ns e  = 2.25 ns. Os parâmetros dos terminais são  = 50 Ω e  = 100 Ω. O parâmetro de MC foi definido para N = 105. Para simplificar, define-se a condição inicial para  e  igual a zero, isto é,  e . Com esta escolha de parâmetros a velocidade de fase toma o valor  = 2 x 108 m/s e a resistência caraterística da linha fica com o valor  = 25 Ω. Vale a pena mencionar que, em geral, a velocidade de fase não corresponde à velocidade das ondas na linha devido às perdas. No entanto,  pode ser facilmente encontrado nas equações do algoritmo e corresponde à inclinação das linhas que compõem as trajetórias de probabilidade de  e. A velocidade de fase real é menor que , embora em linhas com baixas perdas a diferença não seja significativa. Mas o método de MC pode responder corretamente a todos os casos da Tabela I e Tabela II devido aos atrasos que resultam da recursividade.

Na Figura 6 mostra-se a tensão e a corrente normalizada (normalização feita com respeito ao valor de ) observadas entre 0  200 ns  no ponto médio da linha ( = 5 m). O impulso viaja para a frente e para trás na linha de transmissão e quatro passagens são registadas no ponto médio da linha. Enquanto viaja na linha, o impulso vai sendo atenuado devido às perdas na linha, à divisão de tensão no terminal do gerador e às reflexões nos terminais da carga e do gerador. Para fins de ilustração, os valores dos parâmetros acima foram escolhidos de modo a que as reflexões nos terminais de carga e do gerador pudessem inverter o impulso de corrente na reflexão.

[image: ]
[bookmark: _Ref425011640][bookmark: _Toc429771839]Figura 6. Tensão  e corrente normalizada  no meio da linha ( = 5 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito resistivo com  Ω.

De seguida, na Figura 7, fez-se um teste em que  25 Ω mantendo todos os restantes parâmetro inalterados. Como é sabido na teoria das linhas de transmissão e no eletromagnetismo, quando a resistência no terminal da carga é igual à resistência caraterística da linha, o coeficiente de reflexão na carga é nulo. Desta forma ao simular a tensão e a corrente normalizada a meio da linha, um primeiro impulso é registado à semelhança da Figura 6 no entanto, como o coeficiente de reflexão na carga agora é nulo, mais nenhuma reflexão é registada. Esta simulação corrobora o funcionamento da linha de transmissão neste teste particular. Este exemplo é particularmente interessante porque é muito usual, quando se deseja ter uma linha de transmissão compensada, fazer-se  .
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[bookmark: _Ref426391737][bookmark: _Ref426391736][bookmark: _Toc429771840]Figura 7. Tensão  e corrente normalizada  no meio da linha ( = 5 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito resistivo com  Ω.

Outros exemplos igualmente interessantes são o caso da Figura 8 em que , da Figura 9 em que se simula um circuito aberto e ainda o caso da Figura 10 em que se simula um curto circuito. Estas três situações são muito conhecidas no mundo do eletromagnetismo aplicado às linhas de transmissão e, com estas, corrobora-se o funcionamento do método de MC simulando com sucesso várias leis aplicadas a uma linha de transmissão.
Na Figura 8,  é igual a  e isso implica que o coeficiente de reflexão do gerador seja nulo, ou seja, simulando a tensão e a corrente a meio da linha, dois impulsos vão ser registados. O primeiro é registado na viagem até à carga e o segundo na viagem de volta até ao gerador e depois, como  mais nenhum impulso é registado. 

[image: ]
[bookmark: _Ref426554238][bookmark: _Toc429771841]Figura 8. Tensão  e corrente normalizada  no meio da linha ( = 5 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito resistivo com  Ω.

Na Figura 9 e Figura 10 é possível observar que os dois primeiros impulsos têm uma amplitude semelhante, assim como os 2 últimos mais pequenos. Isto acontece porque, do primeiro impulso para o segundo e do terceiro para o quarto, a única atenuação que o impulso sofre é devida às perdas na linha, não sofrendo qualquer atenuação no terminal da carga. No caso da Figura 9 a tensão é sempre positiva pois, o coeficiente de reflexão na carga é igual a 1 () e por isso, a tensão na linha é totalmente refletida com sinal positivo. No caso da Figura 10, sempre que a tensão passa pelo terminal da carga, inverte a amplitude. Isto ocorre pois, num curto-circuito o coeficiente de reflexão na carga é igual a -1.

[image: ]
[bookmark: _Ref426554241][bookmark: _Toc429771842]Figura 9. Tensão  e corrente normalizada  no meio da linha ( = 5 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito aberto.

[image: ]
[bookmark: _Ref426554243][bookmark: _Toc429771843]Figura 10. Tensão  e corrente normalizada  no meio da linha ( = 5 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num curto circuito.

Na Figura 11 é possível observar-se o efeito das perdas na linha devido à propagação. A figura mostra a tensão e corrente normalizada a propagarem-se do terminal da carga em  = 65 ns (impulsos da direita) até ao terminal do gerador em  = 100 ns (impulsos à esquerda).

[image: ]
[bookmark: _Ref425012607][bookmark: _Toc429771844]Figura 11. Tensão  e corrente normalizada  em  = 65 ns (impulso da direita) e em  = 100 ns (impulso da esquerda) no fim de percorrer a linha da carga até ao gerador no intervalo  [0, 10] m num circuito resistivo.

O instante de tempo  = 65 ns é o instante imediatamente após a tensão e a corrente terem sido refletidas na carga, e o instante de tempo  = 100 ns corresponde ao momento imediatamente antes da tensão e corrente chegarem ao gerador e serem novamente refletidas. Entre estes dois momentos de tempo nenhuma reflexão ocorre e o sinal, como previsto pela teoria e demonstrado nesta simulação de MC, é atenuado. 
Finalmente, as Figura 12 e Figura 13, mostram o comportamento da tensão e corrente normalizada nos terminais do gerador e da carga para  ns. No caso da Figura 12, o impulso da esquerda corresponde ao instante de tempo em que o impulso acabou de ser gerado pela fonte e entra na linha em  m. O impulso da direita corresponde à primeira reflexão no terminal do gerador, depois do impulso já ter percorrido a linha inteira até à carga e ter voltado.
[image: ]
[bookmark: _Ref425014096][bookmark: _Toc429771845]Figura 12. Tensão  e corrente normalizada  no terminal do gerador ( = 0 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito resistivo.

Verificou-se numericamente os resultados da Figura 12 utilizando  e  do algoritmo e  de acordo com . Esta verificação é denominada na Figura 12 por “Voltage Confirmation”. A tensão do gerador obtida por este método é, para além das normais pequenas flutuações de erro estatístico, igual à dada pela equação 4.1, ou seja, pela equação do impulso gaussiano. Isto mostra duas coisas: primeiro, que a equação  e a equação no terminal do gerador  se comportam da maneira prevista. Em segundo lugar, que o MPPEF gaussiano utilizando a transformada de Box-Muller também funciona como esperado porque, não se utilizou a equação 4.1 no método mas sim a equação 4.55 e os resultados são em tudo coerentes com a equação 4.1 conforme o esperado.

[image: ]
[bookmark: _Ref425014101][bookmark: _Toc429771846]Figura 13. Tensão  e corrente normalizada  no terminal da carga ( = 0 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito resistivo.


Procede-se de maneira semelhante para os resultados que se mostram na Figura 13. Aqui o impulso da esquerda e da direita correspondem, respetivamente, à primeira e segunda reflexões na carga. A segunda reflexão ocorre na carga depois do impulso ter percorrido a linha para o gerador e ter voltado. Também se verificou numericamente os resultados da Figura 13. Nesta utilizou-se  e  do algoritmo e a equação  para a verificação do resultado. Esta verificação na Figura 13 é também denomina por “Voltage Confirmation”.
Relativamente à corrente, esta foi sempre normalizada através da multiplicação desta com a resistência caraterística da linha . Sem esta normalização não seria possível observar com clareza a corrente pois, esta toma valores próximos de zero. Se fosse escolhido por exemplo o valor de  para a normalização, não seria possível distinguir a tensão da corrente para além de pequenas flutuações estatísticas visíveis, pelo que se escolheu o valor de . Com isto, também se demonstra que as equações utilizadas para a confirmação dos resultados   e  estão corretas e funcionam como esperado. 



6.2. [bookmark: _Toc429785567]Condições Fronteira Reativas


Nesta seção, de forma a obter uma melhor perceção da diferença entre uma condição fronteira resistiva e reativa vai-se considerar uma linha de transmissão com os mesmos parâmetros da seção anterior 6.1 com a exceção de, no terminal da carga em vez de se ter , tem-se um condensador  (Capacitor in the Load).
Vai-se então mostrar na Figura 14 como se comporta a tensão e a corrente normalizada entre 0  200 ns no ponto médio da linha ( = 5 m).
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[bookmark: _Ref425074411][bookmark: _Toc429771847]Figura 14. Tensão  e corrente normalizada  no meio da linha ( = 5 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito reativo.

Também aqui se pode observar as perdas na linha pois o sinal vai sendo atenuado. A principal diferença desta figura para a Figura 6 é que aqui se regista um segundo impulso de corrente (contando da esquerda para a direita) significativamente superior. É de notar que o segundo impulso corresponde à situação em que o sinal foi refletido no condensador e está a viajar até ao gerador. É exatamente por esta razão que se regista este aumento de corrente pois, os dispositivos resistivos tendem a resistir à passagem de corrente enquanto os dispositivos reativos reagem às variações de corrente. Desta forma, se a corrente aumenta, também a tensão regista um segundo impulso com maior amplitude devido à lei de Ohm.
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[bookmark: _Ref425098006][bookmark: _Toc429771848]Figura 15. Tensão  e corrente normalizada  em  = 65 ns (impulso da direita) e em  = 100 ns (impulso da esquerda) no fim de percorrer a linha da carga até ao gerador no intervalo  [0, 10] m num circuito reativo.

À semelhança da Figura 11, na Figura 15 também é possível observar-se o efeito das perdas na linha devido à propagação. Nestas duas figuras, como a onda da direita viaja até se tornar a onda da esquerda sem bater em nenhuma condição fronteira, a intensidade que a onda da direita perde em relação à onda da esquerda é de aproximadamente 0.03 volts no caso da tensão, ou 0.03 amperes no caso da corrente, tanto para a Figura 11 como para a Figura 15. Isto prova que, como previsto, se os parâmetros da linha não forem alterados e a onda não bater em nenhuma condição fronteira, a atenuação registada em ambas as figuras tem de ser obrigatoriamente igual.
Na Figura 16 é possível observar-se a tensão e a corrente normalizada no terminal do gerador. Verificou-se que houve um aumento da amplitude no segundo impulso em relação ao segundo impulso da Figura 12. Isto acontece exatamente pela explicação dada a cima para a Figura 14. Na verdade, o segundo impulso registado na Figura 14 é o impulso que se está a propagar em direção ao gerador e, quando este o atinge é refletido dando origem ao segundo impulso da Figura 16. É ainda de notar que, relativamente ao primeiro impulso (impulso da esquerda), tanto na Figura 12 como na Figura 16, este tem uma amplitude de aproximadamente 0.34 volts para o caso da tensão e 0.34 amperes no caso da corrente. Embora na Figura 16 se tenha uma carga reativa, esta não influencia o primeiro impulso visto que o sinal ainda não atingiu o terminal da carga. 
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[bookmark: _Ref425099455][bookmark: _Toc429771849]Figura 16. Tensão  e corrente normalizada  no terminal do gerador ( = 0 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito reativo.

A linha a verde denominada “Voltage Confirmation” na Figura 16 é obtida utilizando  e  do algoritmo e  de acordo com . Esta equação é a mesma que valida os resultado obtidos para a Figura 12 visto que, em ambos os casos, o terminal do gerador contém uma resistência interna . Novamente, como previsto pela teoria, a equação no terminal do gerador e o MPPEF gaussiano estão a funcionar corretamente.
Na Figura 17 é estudado o comportamento da tensão e corrente normalizada no terminal da carga. Como esperado, é possível observar as variações da corrente no condensador e esta parece comportar-se como um “seno” quando atinge a carga. No entanto, o que acontece é que a corrente é proporcional à derivada da tensão no condensador. Desta forma, a meio de cada impulso de tensão tem que existir um zero de corrente. É claro que, quando a tensão é zero também a corrente o é e por isso, a corrente tem mais dois zeros, um no início e outro no fim de cada impulso de tensão. É ainda de notar que, como a tensão é crescente no troço até ao meio do impulso e depois é decrescente no troço até ao fim do impulso, a derivada da tensão faz com que a corrente aparente comportar-se como um seno.

[bookmark: _Ref425102692][image: ]
[bookmark: _Ref425106405][bookmark: _Toc429771850]Figura 17. Tensão  e corrente normalizada  no terminal da carga ( = 10 m) para 0 ≤  ≤ 200 ns num circuito reativo.

A linha verde denominada “Current Confirmation” nesta Figura 17 é obtida utilizando os valores de  e  do algoritmo e com a expressão: 

	
	
	[bookmark: current_Confirmation](6.1)



Aqui a expressão que valida os resultados obtidos é a equação 6.1, pois o componente do terminal na carga é um condensador. Também a Current Confirmation está normalizada com o valor da resistência caraterística . A Figura 17 demonstra que a equação no terminal da carga , está também a funcionar corretamente conforme a teoria. 
Resultados Numéricos da Formulação das Condições Fronteira e do MPPEF Gaussiano

 Resultados Numéricos da Formulação das Condições Fronteira e do MPPEF Gaussiano



7. [bookmark: _Ref425510000][bookmark: _Toc429785568]Conclusões e Trabalho Futuro

Nesta dissertação propôs-se um novo método probabilístico para resolver as equações do telégrafo numa linha de transmissão com perdas e com condições fronteira utilizando a transformada de Box-Muller. Neste método foram desenvolvidas novas equações para os terminais do gerador e da fonte e foi ainda desenvolvido o MPPEF gaussiano. O MPPEF gaussiano consiste numa partição da fonte de tensão no domínio espectral e estabelece a ligação entre as ferramentas da análise de circuitos no domínio da frequência com o método de MC na linha. O método é baseado numa distribuição gaussiana de frequências aleatórias. Foi também estudado o MPPEF uniforme que, como o nome indica, é baseado numa distribuição uniforme mas verificou-se que este apresentava algumas limitações. Nomeadamente requeria a geração de números aleatórios numa gama infinita e a única forma encontrada para resolver isso consistia em truncar a gama de frequências geradas, introduzindo no processo um erro que está associado a uma diminuição do conteúdo espectral do sinal. O MPPEF gaussiano foi então introduzido para resolver este aspeto em particular. De fato, como as frequências são geradas segundo uma distribuição gaussiana, verifica-se que qualquer frequência aleatória pode ser gerada (umas com mais outras com menos probabilidade). O que é importante é que, teoricamente, nenhuma componente espectral é descartada à partida e, desta forma, o erro estatístico do método é melhorado. Para além disso, o algoritmo trata uma frequência aleatória provável da mesma forma que trata de uma menos provável, acelerando a velocidade de computação do algoritmo sem deteriorar o erro estatístico.
Nesta dissertação são apresentados ainda resultados numéricos para o caso mais simples da propagação de um impulso gaussiano numa linha de transmissão com perdas terminada numa extremidade com um gerador de resistência interna  (terminal do gerador) e na outra extremidade com uma resistência de carga  (terminal da carga). De seguida através do MPPEF gaussiano, juntamente com as equações desenvolvidas para os terminais do gerador e da carga, generaliza-se as condições fronteiras de forma a estas poderem ser resistivas ou reativas. Este era um dos grandes objetivos desta dissertação que foi alcançado com sucesso. Nos resultados mostra-se ainda o funcionamento do algoritmo com uma carga reativa na carga (condensador). Conclui-se que, tanto os resultados com condições fronteira resistivas como os resultados com condições fronteira reativas funcionam conforme previsto pela teoria, pois foram validados com sucesso pelas respetivas leis que regem a física aplicada à linha.
Um estudo interessante para trabalho futuro é considerar a possibilidade de ter componentes não-lineares nos terminais do gerador e/ou da carga. Salvo casos específicos, a análise de uma linha de transmissão com componentes não-lineares é complicada. Um componente não ideal é por exemplo o díodo. 
Outro estudo interessante para trabalho futuro é a simulação de adaptação de linhas com stubs e com linhas de características eletromagnéticas diferentes.
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